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О СУММИРОВАНИИ ПОДПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

ЙОЗЕФ АНТОНИ 

В работе [4] Б. И. Г о л у б о в на примерах показал, что мера множества О 

может принимать значения 0 и 1. Множество О состоит из всех таких 

подпоследовательностей {хПк} ограниченной последовательности х = {хп} что 

множество всех предельных точек преобразованной подпоследовательности 

{хПк} включает множество всех предельных точек последовательности х = 

Введем следующие обозначения. Обозначим со взаимнооднозначное отоб
ражение между (0, 1) и множеством всех подпоследовательностей. Отобра
жение со определено следующим образом: Пусть х = 
{хп}-последовательность и г> е(0, 1), у = 0, УХУ2УЪ... — двоичное разложе
ние числа V среди которого имеется бесконечное множество единиц (всегда 
будем рассматривать только такое разложения). Пусть у„к = 1 и у) = 0 для 
гфпк. Тогда 

со(х, у) = {хПк}. 

Это известное взаимно-однозначное соответствие использовано уже в ра
боте [2]. Используя отображения со и со~1 можно естественным путем пере
нести определения меры и категории на множества подпоследовательностей 
и множества натуральных чисел. Говорим, что множество В подпоследова
тельностей имеет меру, равную числу а, если мера множества 

{г; 6(0, 1 ) : со(х, у)еВ} 

равна а. Аналогично поступаем в случае категорий. 
Пусть Т = (атп) — регулярный метор. В работе [4] доказано, что дополне

ние множества 

О = {уе(0,1):(Тсо(х,у))'=>(х)'}, 

где (у)' обозначает множество всех предельных точек последовательности 
У = {уп}, является множеством первой категории. Измеримость множества О 
дана теоремой 1 работы [1], в ктоторой доказано, что множество О можно 
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написать как объединение множества типа С6 и счетного множества. Здесь 
как и в [4], х(п, V) обозначает п-тый член последовательности ш(х, V), т. е. 
х(п, V) = (ш(х, V))п. 

Определение, (см. [5]) Множество М с ( 0 , 1) называется однородным, 
если для всяких промежутков 1и 72сг(0, 1) справедливо 

\1гпМ\е \12пМ\е 

\1г\ Ш ' 

Обозначим через | Л | и \А\е соответственно меру Лебега и внешную меру 
Лебега. Из теоремы 1 работы [5] вытекает, что мера измеримого однородно
го множества всегда равна 0 или 1. 

В следующей теореме дано условие для того, чтобы для всякой ограничен
ной последовательности множество было однородным множеством. 

Теорема. Если х = {хп } ограниченная последовательность иТ = (а^) регу
лярный метод, удовлетворяющий условию: (\) в каждой системе & возрас
тающих последовательностей натуральных чисел меры 1 для всякого целого 
числа р существуют последовательности тк, т\ из У\ для которыцх 

Н т ^ |я .^п+ Р -Ят*п |=0 (1) 
Ас—*оо»1 = 1 

(а^ = 0 , когда т = \, 2, ... и п^О), то О однородное множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество О измеримо (теорема 1 работы [1], поэто
му достаточно показать, что если и е О, г; = 0, и ^ . . . , то и точка, полученная 
изменением не более чем конечного числа VI, также принадлежит О (см. [3] 
стр. 403). 

Пусть Vе^, V=0, V^V2V3.... И точка и=0, ихи2иъ..., полученная измене
нием не более чем конечного числа V^. Обозначим К = гшп {]':для / >/ имеем 
У1 = и1), 

к К К 

Р=^(и<-и(), р^ = ^V^ и р2 = ^и(. 
1=1 . = 1 . = 1 

Следовательно р=Р\—р^ Число членов последовательности ш(х, V), со
ответственно ш(х, и) с индексами, не превосходящими К, равно рх соответ
ственно р2, причем /71 +1-ый член последовательности ш(х, V) равен р2 + 
1-ому члену последовательности ш(х, и) и соответствующие очередные чле
ны тоже равны. Это можно записать в виде ш(х^)р+к = ш(х, и)к для к>р2. 
Если предположим, что (Тш(х, V))' =э (х)', то из теоремы 1 работы [4] 
вытекает существование системы 5^ подпоследовательностей натуральных 
чисел, для которой | 5 ^ | = 1 и для {пк} еб^ имеет место (Т{ш(х, V)пк}

<

к

0=^)' => 
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(х)'. Условие (1) влечет за собой существование таких последовательностей 
{тк}, {т\} 6 5̂ 1 что справедливо (1). 

Пусть \хп | ^ С, СФ О, п = 1, 2, 3, .... Поскольку Т-регулярный метод, то для 
всякого е>0 существует натуральное число га0 такое, что 

Е1а^1зг д л я т>т°-

В силу (1) для е>0 существует к0, что 

2 \аткП+р ~аткп\<— для к^к0. 
„ = 1 .ЗС 

Для тк, ш ! > т а х (тко, га0) имеем 

\(Тсо(х, V))тк - (Тсо(х, и)тк\ = 2 amknx(n, v) - 2 flm^(w, u ) | = 

E fb i °° 

lflrrv.1 |^(Я, VÍl + Sl^A"! k ( W » M ) l + -S «т^(Л, V)" 
n = l n = l n = p i + l 

- 2 «m***(w, И) < - + ; - + ^ |Ат*я-«тДя| k ( « , " ) | < e . 
" г : P 2 + l 3 3 „ -p2+l 

Потому (Тсо(х, и))' =>(То)(х, г;))'.з(дс)'и иеО. 

Следствие 1. Если регулярный метод удовлетворяет условию (\), то для 

всякой ограниченной последовательности мера множества О равна О или 1. 

Лемма. ВСЯКИЙ транслятивный регулярный метод удовлетворяет усло
вию (I). 

Доказательство вытекает из известного условия для транслятивности 
метода 

Ит X \атп-атп+1\=0 
т—><х>п = 1 

([3], стр. 143). 

Следствие 2. Для всякого транслятивного резуглярного метода и ограни
ченной последовательности множество О однородно. 

З а м е ч а н и е . Теорема справедлива и для последовательностей комплекс
ных чисел. 
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