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EINIGE EIGENSCHAFTEN DER PARAMETERIDEALE
UND IHRE ANWENDUNGEN FUR BUCHSBAUM RINGE

EDUARD BODA

Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring (kommutativ mit Einselement) mit
dim (A)=d.

Definition 1. Ein System {a., ..., a.} der Elemente von m heisst ein Parameter -
system in A, wenn q = (ay, ..., ds) ein m-priméres Ideal ist. Ein m -primares Ideal
q, das von einem Parametersystem erzeugt wird, heisst ein Parameterideal.

Fiir ein beliebiges Ideal a « A bezeichnen wir mit dim (a) die Dimension des
Ringes A/a. Ass (a) bezeichne die Menge aller Primideale p, die zu einer
Primirzerlegung von a gehoren. Ferner vereinbaren wir

Assh (a)=:{p € Ass (a); dim (p) =dim (a)}.

U(a) bezeichne den Durchschnitt aller Primarideale von a, deren zugehdorige
Primideale in Assh (a) liegen.

Lemma 1. Sei a c A ein Ideal mit dim (a) =¢ und x em. Wenn x ép fiir alle
p € Assh (a) ist, dann gilt

dim ((a, x))=t—1.

Beweis. Nach der Voraussetzung ist ¥ ép fiir alle pe Assh (0), wobei
% =(x +a)/a und (0) ein Nullideal in A = A /a ist. Nach ([4], Ch. III B, Cor. 5) gilt
dann

dim (A/(x))=¢t-1.
Da A/(x)=A/(x, a) ist ([1], Ch.II, Pr. 2, 1), gilt auch
dim (A/(x,a))=t—1.
Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Lemma 2. Sei q=(ai, ..., as) ein Parameterideal in A. Dann gilt fiir alle
k=0, ..., d und fiir alle Primideale p € Assh ((a, ..., ax))
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(i) awaiép
(ii)) dim ((ai, ..., ax))=dim (p)=d — k

(fiir kK =0 setzen wir (au, -.., ax) = :(0)).
Beweis. Die Behauptungen folgen aus ([6], Vol. I, Ch. VIII).

Hilfssatz 1. Sei q = (a., ..., as) ein Parameterideal in A. Dann existiert fir alle
k=0, ..., d ein Primideal p € Assh ((a,, ..., ax)) mit h(p) =k.

(h(p) bezeichnet die Hohe von p, siehe [1], Ch. XI).

Beweis. Wir benutzen die Induktion nach k. Fiir kK =0 ist die Aussage trivial,
da fir k=0 (ai, ..., ax)=(0) ist. Sei p € Assh ((ai, ..., ax)) mit A(p)=k und
0<k <d. Da ax.+:1 €ép ist (Lemma 2), gilt nach Lemma 1 und 2 (ii)

dim ((ak+1,p))=d—k‘—1,

das heisst : Es gibt ein Primideal p’ mit dim (p')=d —k —1und p’ > (ay, ..., Ak+1),
p’'2p. Da dim ((ai, ..., ax+s1)) = d—k —1 ist, gilt p’ € Assh ((ay, ..., ar+1)) und
h(p')=k + 1. Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen.

Hilfssatz 2. Sei q =(a,, ..., a;) ein Parameterideal in A. Dann existiert fiir alle
k=1, ..., d und fiir alle Primideale p, € Assh ((ai, ..., ax)) mit h(p«) = k eine Kette

Pc2Pk-1=2 ... 2P12Po

von Primidealen mit p; € Assh ((a, ..., a;)) fiir alle i =0, ..., k.

Beweis. Wir fithren die Induktion nach k. Sei p: € Assh ((a:)) mit A(p,)=1.
Dannist p; 2po und h(po) =0. Dadim (p;)=d — 1 ist (Lemma 2), gilt dim (p,)=d,
d. h. po e Assh (0).

Sei jetzt pi+1€ Assh ((ay, ..., @x+1)) mit A(pr+1)=k+1und 0<k=d —2. Dann
ist der Ring A,,,, noethersch und lokal mit dim (A,,,,)=k+1 und mit dem
Parameterideal (a, ..., @x+1) - Ap,.,,. Betrachten wir das Ideal (a,, ..., ax) in dem
Ring A,,.,. Nach Hilfssatz 1 existiert ein Primideal p € Assh ((ai, ..., ax)-A,,.,)
mit A(p) =k, d.h. es existiert ein Primideal px € Assh ((a, ..., ax)) mit A(p.) =k
und p« Ep«+1. Auf Grund der Induktionsvoraussetzung existiert dann die Kette

Pr+12Pk=2...2P12Po

von Primidealen mit p; € Assh ((a, ..., a;)) fiir alle i =0, ..., k + 1. Damit ist der
Hilfssatz 2 bewiesen.

Fiir ein beliebiges Parameteriadeal ¢ =(ay, ..., as) in A definieren wir fur alle
i=0,...,d folgende Ideale a; durch den sgn. U-proces:

Fir i=0 sei  ao=(0).
Fir 0<i=d sei a=(a)+ U(ai-1).
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Es ist klar, dass (ay, ..., ;)< a; und
dim (a;)=d —i fiiralle i=0,...,d ist.
Satz. 1. Seiq = (a,, ..., as) ein Parameterideal in A. Dann ist fiirallei =0, ..., d
Assh (a;) = {p € Assh ((ai, ..., a:))); h(p)=i}.

Beweis. Wir benutzen die Induktion nach k. Fiir k =0 ist die Aussage trivial.
Sei jetzt

Assh (a;) = {p € Assh ((a1, ..., a;))); h(p)=i}
fiir 0<i<d und sei p € Assh (a;+). Dann ist
p € Assh ((ay, ..., ai+1)) undes gilt p o U(a;), d. h.

p=2p' € Assh (a;). Da h(p')=i (nach Induktionsvoraussetzung) und A(p)=i+1
(1], Ch. XI, Cor. 11,16) ist, gilt h(p)=i+1. Sei umgekehrt
p € Assh ((ai, ..., aiv1)) mit A(p) =i+ 1. Auf Grund des Hilfssatzes 2 existiert ein
Primideal

p' € Assh ((ai, ..., a;)) mith(p')=iund p2p’.
Nach Induktionsvoraussetzung ist p’ € Assh (a;), d. h.
p2p' > U(a).
Da dim (p)=d —i—1 und a;.;ep ist, gilt
p € Assh ((ai+1, U(a:))) = Assh (ai+1).

Damit ist der Satz 1 bewiesen.
Jetzt wollen wir einige Anwendungen fiir Buchsbaum Ringe geben. Sei (A, m)
lokaler noetherscher Ring (kommutativ mit Einselement).

Definition 2. Ein System {a, ..., a.} von Elementen aus m heisst eine schwache
A-Sequenz, wenn fiir jedes i=1, ..., r

m-((ay,...,ai-1):a)c (ay, ..., ai) gilt.
(Fiir i =1 setzen wir (ai, ..., ai-1) = : (0)).

Definition 3. A heisst ein Buchsbaum Ring, wenn die folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt sind :

(i) Jedes Parametersystem in A ist eine schwache A-Sequenz.
(ii) Es gibt eine von q unabhangige Invariante I(A) des Ringes A, so dass fiir jedes
Parameterideal q c A gilt

I(Alq)—eo(q, A)=1(A),
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wobei [(B) die Linge von A-Modul B bezeichnet und eo(q, A) der Leitkoeffi-
zient von Hilbert—Samuel Polynom [(A /q") ist (sgn. dynamische Multiplizitat
von q in A, siehe [5] und [6], Vol. 1I, Ch. VIII, §10).

Hilfssatz 3. Sei {a,, ..., a,} eine schwache A-Sequenz in lokalem noetherschem
Ring A mit dim (A)=d, wobei r =d ist. Dann gilt fiir alle k =0, ..., r und fiir alle
p € Assh ((a1, ..., a)) h(p)=k.

Beweis. Wir fithren die Induktion nach k. Fiir k =0 ist die Aussage trivial. Sei
jetzt h(p)=k fir alle Primideale p € Assh ((ay, ..., ax)) und
p' € Assh ((ay, ..., ar+1)), wobei 0<k <r ist. Wenn p' =m ist, dann gilt k + 1=d
([1], Ch. XI, Prop. 11,7 und 11, 10). Da k+1=r=d ([5], Korollar 4) und
h(m)=d ist, gilt h(p')=k + 1. Sei jetzt p' + m. Nach ([5], Hilfssatz 3) existiert
p € Assh ((ay, ..., ax)) mit p’' 2p. Auf dem Grund der Induktionsvoraussetzung ist
dann A(p')=k +1. Da h(p')=k +1 ist ([1], Ch. XI, Cor. 11, 16), gilt h(p') =
k + 1. Damit ist der Hilfssatz 3 bewiesen.

Satz 2. Sei (A, m) ein Buchsbaum Ring mit dim (A)=d und q =(ay, ..., as) ein
Parameterideal in A. Dann gilt

(i) Assh (ac)=Assh ((a1, ..., a)) fiir alle k=0, ..., d
(i) U((ay, ..., a))c U((ay, ..., ax+)) fir alle k=0, ...,d =2
@iii) U((ay, .., ar))=U(a) fiir alle k=0, ...,d — 1.

Beweis. Die Behauptung (i) folgt aus dem Hilfssatz 3 und Satz 1.

(ii) Da A ein Buchsbaum Ring ist, folgt es aus ([5], Satz5), dass fiir alle
k=0,..,d—1 das Ideal (ai,...,a) eine Primirzerlegung (ai,...,a) =
= U((as, ..., a))n°q hat, wobei °q m-primir ist. Sei jetzt x e U((ay, ..., ax)),
wobei k =d —2 ist. Dann ist

(a1, ..., ax):x &p, fir alle Primideale p# m ,
d.h. (ai, ..., a):x &p fiir alle p € Assh ((ay, ..., ax+1)).
Da (ai, ..., ax):x =(a, ..., ax+y) :x ist, folgt aus der letzten Aussage
(ai, ..., ax+1):x & p fiir alle p € Assh ((ay, ..., ai+1)),
dh.xeU((ay, ..., ar+1))
([6], Vol. 1, Ch. 1V, §5, Th. 8). '

(iii) Der Beweis folgt durch die Induktion nach k. Fiir kK =0 ist die Aussage

trivial. Sei jetzt U((ay, ..., ax)) = U(ax), wobei 0 <k =d — 2 ist. Betrachten wir das
Ideal a.+,. Da
@i, ..., ax) cax = U(ay) ist, gilt

air1=(a1s -, Q)+ Ular).
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Hieraus erhalten wir die folgenden Gleichungen:

aw=U((ay, ..., ar+1))nq’ + U((ay, ..., ar)), nach der Induktionsvoraussetzung
=U((ai, ..., ar+1))Nq’ + U((ay, ..., a))nU((as, ..., ar+1)), nach (ii)

=U((ay, ..., ax+1))N(q’' + U((ay, ..., a))).

Da das Ideal q' m-primir ist, gilt es auch fiir das Ideal q' + U((ay, ..., ax)). Daher

1st
U(ak+1) = U((al, ceey ak+1)).

Korollar 1. Sei (A,m) ein Buchsbaum Ring mit dim (A)=d und q=
(ai, ..., as) ein Parameterideal in A. Dann gilt

a; = (a.)+ U((ay, ..., aa-1)).

Satz 3. Sei (A, m) ein Buchsbaum Ring mit dim (A)=d und q = (a,, ..., a.) ein
Parameterideal in A. Dann gilt

I(A)=I(U((a1, ceey ad_l))/U((al, ey ad_l))nq).

Beweis. Fiir ein beliebiges Parameterideal q in einem lokalen noetherschen
Ring A gilt nach [2]
eo(q, A)=1(Alas),

wobei a4 = (a2) + U(aa-,) ist. Nach Definition 3 folgt

I(A)=I(A/q)—1(A/a.),
also
I(A)=1(ai/q).

Da a. = (as) + U((ay, ..., aa-1)) (Korollar 1) und
(@) +U((as, ..., aa-1))/q=U((ay, ..., as-1))/U((ay, ..., as-1))Nq
([3], §1, Lemma 4) ist, gilt
I(A)=1(U((as, ..., aa-))/ U((as, ..., aa—1))nq).

Damit ist der Satz 3 bewiesen.
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HEKOTOPBIE CBOUCTBA IMAPAMETPUYECKHX MUJEAJIOB
M ITIPUMEHEHME B KOJIbBHAX BYXCBAYMA

Onyapn Bons

Pesome

Iycth (A, m) — HETEPOBO JIOKaNbHOE KOJBIO ¥ q = (a,,

..., 4) — TapaMeTpHYecKuil ugean 8 A. B
paboTe J0Ka3aHO CYLIECTBOBAaHUE

(1) ans  kaxporo k=0, ..,d mpoctoro mMgeana p  BBICOTBI K aCCOUMPOBAHHOTO
c(ai, - a)

(2) nns kaxporo py € Assh ((ay, ..., a,)) BbicOTBI k LENOYKH
P2P« 12-..2P12P0
coiicTra p; € Assh ((ay, ..., ;) (0=i=k).
Bpopures T. H. U-npouecc ¥ nokKasbigaeTtces (UCNONb3ys pe3yabTaThl B [2]) anst npumenenus (1) u (2)

B Konbliax byxcOayma. B 3akmounTensHoi teopeme 3 gaercs hopMysia it BLIYMCIEHNS MHBAPHAHTA
I(A) moboro konsua Byxcbayma A.
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