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Matti. Slovoica 30,1980, No. 2,105—112 

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА 

Н. Г. КАЗАКОВА-Д. Д. БАЙНОВ 

В последние годы в теории дифференциальных уравнений с отклоняющим­
ся аргументом большое внимание уделяется функционально-дифференциаль­
ным уравнениям нейтрального типа. Трудности, возникающие при исследова­
нии уравнений нейтрального типа традиционными методами связаны с тем, 
что рассматриваемые здесь операторы как правило не вполне непрерывны. 
Применение теории уплотняющих операторов [1] разрешает ряд вопросов, 
поставленных для таких уравнений [2]-[7]. 

В работе рассматривается краевая задача для функционально-дифферен­
циальных уравнений нейтрального типа с линейным краевым условием. При 
естественных ограничениях доказано, что если у рассматриваемой задачи 
существует решение, то и у возмущенной задачи при малых значениях 
параметра существует тоже решение. При доказательстве используются 
понятия: мера некомпактности [1], вращение уплотняющих операторов [1], 
принцип неподвижной точки для уплотняющих операторов [1], и основная 
методика из [2]. 

Рассмотрим задачу о существовании решений краевой задачи 

х(1)=1(11,1,хг,х<), 1е[0, Т] 

х(1) = ср(1), 1е[-Н,0] (1) 
N 

~%а,х(11) = 0, 
1 = 1 

где II е [0,1], оператор / действует из [0,1] х [0, Т] х С([-Н, 0], Кп) 
х С([—И, 0], Кп) в Кп, С([а, Ь], Кп) - пространство непрерывных функций 

с нормой 

1М1с= т а х | * ( * ) | ; 
I е[а, Ь] 

под х( понимается функция х{(5) = х(1 + з), зе[—И,0]; аналогичный смысл 
имеет х,\ сц — действительные постоянные, ах Ф0, 0 = 1г<12 < . . . < 1„ = Т -
фиксированные точки; <р(0) = 0, феС1([-к,0], Яп), С\[а, Ь), Кп) - про-
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странство непрерывно дифференцируемых функций х: [а, Ь]—*Кп с нормой 

II* НС = 1М|с+||х||с 
Предположим, что выполнены следующие условия (А): 
1. Оператор / непрерывен. 

2. 2 > А * 0 , | > , = 0 . 
1 = 1 1 = 1 

3. ф_(0) = /(//, 0, ср, ф) для любого \1 е[0, 1]. 
Пусть Са пространство непрерывно дифференцируемых функций х: 

[0, Т]—»Д" с нормой 1М.0.1 = 1М1с + \\х\\с таких, что 

2 а д ( О = 0; С1

о={х€С^:;с(0) = 0,х(0) = ф(0)}. 
1 = 1 

Для любых II е[0, 1], хеС1^ определим функцию ^(ц,x): К1—>Кп следу­
ющим образом: 

1(1А9х)(() = 1(\1,8,х5,х5)Аз-
Зо 

( 1 1 ^ Г г« 

-Б ' + — \ Е а« /0*,-*,.*,, *,)<Ь, (2) 
---ч а 1 I ,=1 ^о 

!>•'• / 
-Г/ч _ Г<Р(0,** е [-Л, 0] , Гф(0, г е [-Л, 0] 

х и ' и(о,<е[о,т] ' **" и(о,/е[о,г] 
и рассмотрим операторное уравнение 

x=^(^^,x), хеС1

ао. (3) 
Лемма 1. Дри выполнении условия (А) оператор ̂ (^^,x) действует из 

[0, 1] X С^, в Са и непрерывен. 
Доказательство. Пусть д е[0, 1], х е С^. Очевидно, /(//, Г, х{, хг) непре­

рывно зависит от I. Следовательно, правая часть соотношения (2) имеет 
смысл и является непрерывно дифференцируемой функцией, причем 

^ [Цр, * Ж 0 = /0*- ', * , Хг) -

(4) 
1 " Г'-

-IV ]>/*. /(и, л, *,,*,) (к. 
V 1 .* « = - -'о 

2г«л 
Кроме того, 

ŠOІ/ÍÍÍ, *)(».) = o. 
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Действительно, 

£aiJ(ř.,*)(íi) = £a.í/ ('J 

i = l i = l Jo 

,s,xs,xs)ds-

v / l , o . l 2 > h*—l.+— 
i = l V . W l 

\Z« / i 
\ ; = 1 

\%a\ /(ři,-y,í„i,)dyj = 

» - w 

: 2 a < f(iл,s9xg9xя)àS' 
i = l Io 

2a.t, 2a« 
i = l • - - -

x 

в силу предположения 

L2<u a i J 

І = I 

2aS'f((i,s,x,Js)ds = 0 
i = l JO 

ІV 

2> = o. 

Итак, /:[0, 1 ] х С ^ С 1 . 
Докажем непрерывность оператора /(/*,*)• Для этой цели достаточно 

проверить, что из 

1к-*11а—*0, *Д*—^ 

следует 
\\J(џk,xk)(0)-J(џ,x)(0)\\^0, 

max | ќ [/(/.*, x*)](0 -"£ [Лŕ1. *Ж0| • 0 . 

В силу (4) это будет доказано, если установим, что при 

I I * * - * Не1-» 0, Цк^>Ц 

выполнено 
max ||/(řifc, t, (xk)t, (xk)t)-f(ii, t, xt, i ř ) | |->0. 

Допустим, что это не так. Тогда найдутся е>0, х е Са, ц е Кп и последова­
тельности 

такие, что 

Rє[0,Г]}ľ=i, {** є CІ}Г„, {^єЛ"}ľ-i 

I k - ^ l l d ^ O , Џk >џ 
k—юo 

\f(џk, tk, (xk),k, (xk),k)-f(џ, tk, x,k, 4 ) 1 SÏЄ >0. 
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Без ограничения общности можно считать, что 1к-*10, (ое[0, Т]. Переходя 
к пределу при &-»<» в последнем неравенстве, получаем противоречие 

0= |Я,и» 'о, X*, 4 ) -Я .", 'о, *.о, 4)1 ^ ^ > 0 -

Здесь имеется в виду, что/ непрерывный оператор и еще что из сходимости 
||лгЛ — лг||с7»— 0̂ следуют сходимости 

тах | |й)г-А| |с->0, тах \\(хк),-&\\с->0. 

Лемма 2. При выполнении условия (А) функция х: [0, Т]—>Я" является 
решением краевой зада чи (1) тогда и только токда, когда х е С^,, x=^(ц,x). 

Доказательство. Пусть л: удовлетворяет (1). Очевидно, 

*(t) = f(џ,x,x5,x5)ds 
Jo 

v^ N Ґ 
2 / ^ ( 0 = S^Ч f(џ,s>xs,xs)ds = 0. 
i = l i = l JO 

Следовательно, 

Ф)= \ f(џ,à,xs,xs)ds 
Jo 

1 . ,+--. 
T " rtt 

V , a ' 
^ f' 
2«i Я i " ^ > ^ ^ s ) d 5 , 
i = l J o 

т. е. хеС1

ао, х=1(11ох). 
Пусть теперь хеС^, х-1(^9 х). 
Тогда 

*(0 = Ям,*-*.,*,) ( к -
ло 

1 .,+---
-1 " /•'. 

V , a l 
ZJ^ІU 

" ҐІ 
2>« ( ^ , 5 , i s , f s ) d s 
i = l Jo 

и, следовательно, 

v» N f'1 

Zaix(ti) = ^ai\ f(fi,s,xs,xs)ds-
1 - 2 ř=2 JO 

-íí, / 1 i n N r*i 

A |"^r^^t«+— \ Sa« (M,s,£,*Jds = 
l V f a 2 I i = l JO 
V*»l 

Л ľ i 

M Ş>, 2j i=1 Jo 

ІV rt. 

^ a , f(iл,s9xЯ9xx)ds-
i * l J0 
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2«A Ea« 
i = 2 i = 2 

TV • 

• 2 a i 

/ = -

E«л 
CГi 

£ f1 

2/*« /(£*,.?, i s , i s ) d s = 
i = l JO 

" Ґi 

2«« f(џ,s,xя,xя)ds-
i = l JO 

T. Є. 

Итак, 

xV çt. 

= 2 a « f(џ9s,xя,xя)ds, 

i = l JO 

N çtt N N 

2«« Яiи, 8, *., *,) ds = 2a«x('«) = 2 « * ( 0 = 0. 
i = l JO i = 2 i = l 

Ґ . N 

x(t)= f(џ,s,xs,xs)ds, ^aiX(ti) = 0. 
Jo i = l 

Другими словами, х является решением задачи (1). 
Определим функцию \\)№)=%№') на множестве всех ограниченных под­

множество ^ пространства С([0, Т], Кп), где ^'={x: xе^}, а х - м е р а 
некомпактности Хаусдорфа в пространстве С([0, Т], Кп). В [1] доказано, что 
гр есть мера некомпактности. 

Лемма 3. Пусть выполнено условие (А). Пусть оператор / непрерывен 
и удовлетворяет условию Липшица с постоянной к < 1 по последнему аргу­
менту. Пусть кроме того множество М а С ^ ограничено. 

Тогда оператор 7: [0, 1] х М—> С„ г/> - уплотняет. 
Доказательство. Пусть ^<=М. Множество /([0, 1]хМ) ограничено в 

С„. Действительно, в силу (2) нам достаточно доказать ограниченность 
множества 

{1(1л9их,9х,):1ле[0,1]^е[09Т],хеа}. 

Так как оператор / непрерывен на [0, 1] х К1 X С([-Н, 0], КП)Х 
С([-А, 0], Кп), а множество {(/х, I, * , ) : \х е [0, 1], I е [0, Т], х е ^} относитель­
но компактно в [0, 1] хК1 х С([—Н, 0], Кп), то существует постоянная N0 
такая, что ||/0и, I, *„ 0)|| ^ ^(^е[0, 1], /е[0, Т], xе^). 

Поэтому 

11/(̂ 1, I, хг, х<)\\ ^ | | / (^, I, хг, Я<)-!(11,1, хг, 0)11 + 
+ \\{(ц9г,Хг90)\\**кМо+Ма, 

где Ма мажоранта элементов х е^ в С2

а. 
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Пусть множество й не компактно в С„. Нам нужно доказать, что-

1|/{/([0,1]Х47}<^{й}, 

t.e. 

x{£[J([0,l]xß)]}<x{fí'}. 

Рассмотрим оператор 

[Р(11, и, у)](0 = /(»«, и и + (1у)„ у,), 
ГДЄ 

(Iy)(t)=(y(s)ás-tP(y), 
Jo 

P(y) = үj'oУ(s)ds, u = y(0). 

Оператор Р ^-уплотняет [1]? [2]. 
Положим 

^в = {x(0):xе^}, 

0 = | т г — Е ° Ч / ( р , $ , * , , х , ) < к : х е О , р е [ 0 , 1] | : J-Ň E«/ f(n,s,xs,. 

Vi = l 

Из (4) нетрудно видеть, что 

[/([О, 1] х О)]' сЯ[0, 1] х О0 х ^') - о. 

Поэтому в силу свойства уплотнения оператора Р, вполне ограниченности 
множества О и того, что множество ^' не вполне ограничено, получаем 

Х{[/([0,1] х О)]'} « № ( [ 0 , 1] х О 0 х О')} +%(0)<%{й'}. 

Этим лемма 3 доказана. 

Теорема 1. Пусть выполнено условие (А). Пусть оператор /непрерывен по 
совокупности переменных и удовлетворяет условию Липшица по последней 
переменной с постоянной к<1. 

Пусть, кроме того, задача 

х ( 0 = /(0, * , * „ * , ) , Г е [О, Т] 
* ( 0 = Ф(0> ' € [ - й , 0 ] 

2<%*(0=о 
1 = 1 

имеет решение х и при некотором # > О оператор 1(0, •) не имеет на границе 
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ЭВ(х, К) сферы В(х, К) неподвижных точек, причем вращение у(1 — .7(0,), 
ЭВ(х,К))ФО. 

Тогда при достаточно малых [л задача (1) имеет хотя бы одно решение. 

Доказательство. Докажем сначала, что при условиях теоремы 1 опера­
тор ^(^г,^)не имеет на ЭВ(х, К) неподвижных точек при малом //. Допустим, 
что это не так. Тогда существуют последовательности {хп} и { ^ } , 
хпеЭВ(х, К), xп=^(^^п,xп) и /и„—> 0. В силу уплотнения оператора ^(^^,') 
имеем оценку 

Х({Хп}) = х(^(^,хп)})^х(и([0,1]х{хп})})<х({хп}). 

Следовательно, множество {хп} компактно и без ограничения общности 
можно считать, что хп-+х0, х0еЭВ(х, К). 

Перейдем к пределу при л—•<-<> в равенстве хп =^(^^п, хп). Тогда получаем, 
что x0 = ^(0, х0), в чем противоречие. 

Итак, векторное поле ^(^^,') при малых \1 не имеет на границе сферы 
радиусом Л неподвижных точек, причем в силу леммы 3 оно является !/; -
уплотняющим. Следовательно при малых \х^0 существует вращение 
^(I-^(^^9'),ЭВ(x,К))(см.[1])и 

^(^-^(0,'),ЭВ(x,К)) = ^(^-^(\^,'\ЭВ(x,К)). 

С другой стороны в силу условия теоремы у ( / - / ( 0 , ) , ЭВ(х, К))Ф0. 
Следовательно, оператор ^(^^, •) имеет (см. [1]) в В(х, К) неподвижную точку, 
которая в силу леммы 2 является решением задачи (1). 

Теорема доказана. 
Рассмотрим оператор 

1(11,1, х,, х<) = Щ{, х<, х<) + 1хШ(1, х<, х<), 

где оператор 9? действует из [0, Т]хС([-Н, 0], Кп)хС([-И, 0], Кп) в Я \ 
оператор Ж действует из [0, Г] х С([-Н, 0], Кп)хС([-Н, 0], Кп) в Кп, // -
параметр. 

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия: 
1. Оператор 9? непрерывен, аддитивен и однороден по второму и третьему 

аргументам. 
2. Оператор Ш непрерывен и удовлетворяет условию Липшица по третье­

му аргументу. 

3. 2>А*0, 2а, = 0. 
» = 1 1 = 1 

4. \\Щ1, и, у)\\^д\\и\\с + к\\ь\\с(к<1) для любого и, VеС([-И, 0], Кп). 
5. Линейная краевая задача 

х(1) = Щ(,х<,х<), (е[0,Т] 

111 



х(1) = <р(1), 1е[-к,0] 

2адс(<.) = о 
1 - 1 

имеет решение х и при некотором К > 0 оператор ^(0, •) не имеет на границе 
ЭВ(х, К) сферы В(х, К) неподвижных точек, причем вращение у(I-^(0,•), 
ЭВ(х,К))Ф0. 

Тогда при достаточно малых ц возмущенная задача 

х(1) = Ж(1, х„ х,) + цЩ1, х„ х,), г б [0, Т] 
х(1) = ср(1), 1е[-Н,0] 

2<%*(».) = о 
1 = 1 

имеет хотя одно решение. 
Авторы выражают благодарность М. И. Каменскому и Р. Р. Ахмерову за 

обсуждение результатов. 

ЛИTEPATУPA 

[1] CAДOBCKИЙ, Б. H.: Пpeдeльнo кoмпaктныe и yплoтняющиe oпepaтopы, УMH, 27,1 (163), 
1972, 81-146. 

[2] CAДOBCKИЙ, Б. H.: Пpимeнeниe тoпoлoгичecкиx мeтoдoв в тeopии пepиoдичecкиx peшe-
ний нeлинeйныx диффepeнциaльнo-oпepaтopныx ypaвнeний нeйтpaльнoгo типa, ДAH CCCP, 
200, 5, 1971, 1037-1040. 

[3] CAДOBCKИЙ, Б. H.: Лoкaльныe тeopемы cyщеcтвoвaния для oбыкнoвенныx диффеpен-
циaльныx ypaвнений в бaнaxoвыx пpocтpaнcтвax, Пpoбл. мaт. aн. cлoжн. cиcт., вып. 1, 
Bopoнж 1967, 70-74. 

[4] CAДOBCKИЙ, Б. H.: O лoкaльнoй paзpешимocти oбыкнoвенныx диффеpенциaльныx ypaв-
нений в бaнaxoвoм пpocтpaнcтве, Пpoбл. мaт. aн. cлoжн. cиcт., вып. 3, Bopoнеж 1968, 
232-243. 

[5] ABEPИHA, Л. M.-CAДOBCKИЙ, Б. H.: O лoкaльнoй paзpешимocти oбыкнoвенныx диффе-
pенциaльныx ypaвнений в бaнaxoвoм пpocтpaнcтве. Пpoбл. мaт. aн. cлoжн. cиcг., вып. 3, 
Bopoнеж 1971, 1-12. 

[6] KAMEHCKИЙ, Г. A.: Cyщеcтвoвaние, единcтвеннocть и непpеpывнaя зaвиcимocт o нaчaль-
ныx ycлoвий pешений cиcтем диффеpенциaльныx ypaвнений c oтклoняющимcя apгyментoм 
нейтpaльнoгo типa, Maт. cб., 55 (97), 4, 1961, 363-378. 

[7] AXMEPOB, P. P.: K пpинципy ycpеднения для фyнкциoнaльнoдиффеpенциaльныx ypaвнений 
нейтpaльнoгo типa, УMЖ, т. XXV, вып. 5, 1973, 579-588. 

Пocтyпилo 11. 7. 1977 
Oбopищe 23 
Coфия - 4 
Бoлгapия 

112 


		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T22:30:50+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




