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О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С МАКСИМУМАМИ И С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 

А. Р. МАГОМЕДОВ 

АВЗТРАСТ. 1п 1Ы$ рарсг \УС тус$П&а1с (Не сх1$1спсе апо! ип^^испс55 оГ рспосНс 

5о1ииоп5 Гог сИПсгспиа1 сч]иа1юп5 шИЬ т а х 1 т а апо! а $таП рагате1ег. 

В работах [2, 3] рассматривались вопросы о существовании, единствен
ности и об алгоритме построения периодических решений нелинейных 
дифференциальных уравнений с максимумами (в векторной форме) вида 

у(0 = Г(*, У(*)> тах у(т))9 
ге [/ - И, /] 

где Р(19 у(1)9 тах у(т)) — аналитическая вектор-функция своих аргумен
те [1-И, /] 

тов и периодическая по / с периодом 2л. 
В данной статье изучаются некоторые вопросы, касающиеся сущест

вования периодических решений для дифференциальных уравнений с 
максимумами и с малым параметром (в векторной форме) вида 

у(1) = Рх(19 у(1)9 тах у(т)) + цР2(и у(1), тах у(т)9 //), (1) 
ге[/ - А, /] Т 6 1 ' _ /?* ' 1 

где /л > 0 — малый параметр, у(1) = {у>\(1), ••-, >'л(0Ь 

ут(1)= тах у(т) = < тах У](т)9 ..., тах уп(т)\. 
ге [/ - А. /] ( г е [ / - / . , / ] ге [/-/../] ] 

Предположим, что 
1°. Функции Р^(19 у(1)9 ут(1)) и Р2(19 у(1)9 ут(1)9 //) — периодические по / с 

периодом 2л, причем 2л < /1; 
2°. Функции Рх(19 у(1)9 ут(0) 1 ^ ( ^ У(0, УМ, М) — непрерывные и дифферен

цируемые по своим аргументам; 
3°. Порождающая система (при /1 = 0) 

у0(!) = Р}(19 Уо(1)ч тах у0(т)) 
ге[/ - //, /] 

имеет периодическое решение у0(1) периода 2л. 
Рассмотрим систему в вариациях 

A M S S u b j e c t C l a s s i f i c a t i o n (1980): Primary 34C25, 
Key w o r d s : Differential equations with maxima, Periodic solutions. Small parameters. 
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гдe 

но = ^.(л Уо(1), упхо) у(() + р]ур, >-о(о, у\ло) у АО , (3) 

МО 

Ри^Уо{0,УоАО) = т и У ° ( 1 ) ' У ° т , )\п(0 = т а х Л ( Т ) . 
дуТ(0 теп-/,,,] 

На основании этих условий могут быть доказаны следующие теоремы. 
Теорема 1. Если система (3) не имеет других периодических решений 

периода 2л, кроме тривиального, то существует р0 > О такое, что при 
р. < /1о система {1) имеет периодическое решение >>(/, р.), для которого 

••т У(1,М)=УО(0- (4) 
// • ( ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства этой теоремы проведем 
некоторые существенные для дальнейшего рассждения. Каждой не
прерывной функции на [ — Л, 0] соответствует единственное решение у(?; ср, 
р) системы (1), которые при [ — Л, 0] совпадает с (р(() [3]. Предполагаем, что 
выполнено условие, обеспечивающее единственность и непрерывную за
висимость решения системы (2) от начальных условий и параметров. 
Определяем оператор ^|1(р = >(/ + /,; (р, р), который при фунсированных 
/, и р ставит в соответствие функции ср, определенной на [ — И, 0], функцию 
у(1 + 1,; (р, р), определенную также на [ — А, 0]. Неподвижные точки оп
ератора ^2К(р будут начальными функциями периодических решений. 
Пусть Е(ср, р) = ср — ^^^

к(р. Согласно условиям теоремы, система (2) имеет 
периодическое решение г(,(/), следовательно, уравнение Е(ср, р) удов
летворяется при р = 0, ср = у0(1\). Функция Е((р, р) дифференцируема по 
Фреше относительно ср и можно показать, что ее дифференциал в точке 
г̂ 0(Г,), при р = 0 будет I — ̂ , где I — тождественный оператор, а ^ — 
оператор, построенный для системы (3) таким образом, как ^$п для сис
темы (1). При 2/г > Л, ̂  ~~ вполне непрерывный оператор, и если система 
(3) не имеет других периодических решений, кроме тривиального, то оп
ератор I — ̂  обратим. Согласно теореме о неявных отображенях в бана
ховых пространствах [1] заключаем, что существует р0 > 0 такое, что при 
р < р0 уравнение Е(ср, р) = 0 имеет решение, которое при р -> 0 стремится 
к >'(-*.)• Таким образом, Теорема 1 доказана. 

Теперь докажем теорему без использованиа системы в вариациях. 
Теорема 2. Если периодическое решение у0(1) системы (2) равномерно 

асимптотически устойчиво, то при достаточно малом р система (1) 
имеет периодическое решение у (и р) такое, что 
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\гту09ти)=у0(()ш 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что при выполнении условия теоремы 
оператор ^2^^ имеет неподвижную точку. Для этого используем одну из 
теорем Ф. Браудера: 

Пусть г -- банахово пространство, & и ^ , — открытые и выпуклые 
множества в г , ^ — замкнутое и выпуклое множество, ^ с &\ ^ ^ / 
— вполне непрерывные отображения & в Т-; предположим, что сущест
вует натуральное число такое, что/'" определено на --^-/'(^о) <= ^м П Р И 

О < / < т,{т(2Рх) с= ^ о ; тогда по теореме Браудера/имеет неподвижную 
точку в ^о. 

В нашем случае/= ^$к. Покажем, что указанные выше условия выпол
нены. 

По предложению решение у0(() равномерно асимптотически устой
чиво. Не уменьшая общности, можем допустить, что у0(г) = 0, т.к. к этому 
приводит простая замена переменных. 

Равномерная асимптотическая устойчивость означает существование 
числа 80 > 0 и двух функций 8(г]) и Т(г]) таких, что если \<р\ < 8(т]), то \у(г\ 
(Р, 0)| < /7, О -Л и если \<р\ < 80, 1е Т(т])9 то \у(1\ ср, 0)| < ц. 

Пусть 

5, = 5(1), 0 < 7 7 < т 1 п к , ^ - 5 , ) | , 

т — наименьшее натуральное число, для которого 2ттш > Т + к. Пусть 2Р 
— сфера \(р\ < 8}. Тогда \у((; (р, 0)| < 1, (реЗ*, I ^ — к. Если /л достаточно 
мало, то \у(1; (р, /1)1 < 2 при среЗР, — к ^ / ^ 2тгт. Отсюда следует, что при 
(ре& имеем \й^Ц>\ < 2 и на основании (1) ^$п вполне непрерывен на &. 

Из полученной оценки следует также возможность продолжения ре
шений при (ре2?'. Следовательно, оператор ^$К определен для всех (ре2Р. 

Пусть ЗРХ — сфера \ц>\ < г\, а ^ — сфера \ц>\ < -8(-г]). Для \<р\ < г\, 

1^ —к имеем \у((; <р, 0)| < -д]9 т.к. 77 > 8\ -8Х \. При достаточно малом // 

следует, что 

\у(1\ <р,/1)| < 8, -к^ 1^2кт. 

Отсюда вытекает 

\02пН^\) <= &9 0 ^У < /и, так как 
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Для ||<р|| < -д(-'п)^ г ^ - Л имеем \у{1\ (р, 0)| < - //, а поэтому при // дос

таточно малом IX/; <р, /1)1 < ?7, если 

11̂11 ^~4-п\ ~~н< Ш2кт. 

Таким образом 

Из /7 < о̂ следует, что при <ре^0, I <Т имеем 

следовательно, при достаточно малом ц имеем 

\у(г, <р,м)\^-8\-т]), 

если 8е&', 2юп - И <. I <. 2пт, т.е. 

(е^г(^.)^^о, 
что доказывает теоремы. 
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