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GLEICHVERTEILUNG UND DIE WILLKURLICHEN
FUNKTIONEN VON POINCARE

EpMuUND HLAWKA

(Communicated by Stanislav Jakubec )

ABSTRACT. In this paper the ideas of Poincaré about the so-called arbitrary
functions are improved with the help of the theory of uniform distribution in
the sense of Hermann Weyl. The examples given by Poincaré and E. Hopf are
discussed and embedded in our general theory. We made essential use of the
concept of the discrepancy introduced by Van der Corput. In the appendices
(“Anmerkungen”) of this paper the theory is further developed.

Der Zufall ist die in Schleier gehiillte Notwendigkeit.!
(Marie von Ebner-Eschenbach)

Laplace hat bekanntlich in seinem Werk zur Wahrscheinlichkeitsrechnung von
einem Geist (einer Intelligenz) gesprochen, der mit Hilfe von Differentialgleichun-
gen und bei Kenntnis der zugehorigen Anfangsbedingungen zu einem gegebenen
Zeitpunkt alles berechnen kann, was in der Vergangenheit war und in der Zukunft
sein wird. Es wurde z.B. sofort der Einwand erhoben, dafl man nicht alle An-
fangsbedingungen kennen kann.

Poincaré hat nun die Idee gehabt, dafl man nur eine Teilmenge von An-
fangsbedingungen braucht, die aber eine Dichte haben (vgl. auch die Arbeit des
Verfassers [HLAO1]).

Wir wollen nun die Idee von Poincaré mit Hilfe der Theorie der Gleich-
verteilung im Sinne von Hermann Weyl exaktifizieren, indem wir gleichverteilte
Folgen? von Anfangsbedingungen der zugehérigen Differentialgleichungen mit

AMS Subject Classification (1991): Primary 11K38, 11K45.
Key words: uniform distribution, discrepancy.

1Zitiert nach Robert Hofstetter, Gedanken zur Chaostheorie, in: Wiss. Nachrichten,
hrsg. vom Bundesministerium fiir Unterricht und kulturelle Angelegenheiten Nr. 103,
Jéanner 1997.

2Zufall: Wahl der Anfangsbedingung. Der Schleier ist die vorgegebene iiberall dichte gleich-
verteilte Folge.
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einer ,willkiirlichen“ Dichte annehmen. Wir haben schon in der vorher zitierten
Arbeit eine Skizze dieser Methode gegeben. Dies soll nun hier ausgefiihrt werden.
Wir geben zunéchst folgende Ubersicht:

1. Poincaré Problem A

2. Poincaré Problem B
Das Laplace Rad

3. Ein System mit Reibung
4. Statistik eines Systems von nichtlinearen Differentialgleichungen

5. Epilog

§1. Ein Planet mit der ekliptischen Lénge b zur Zeit ¢ = 0 und der Winkel-
geschwindigkeit a hat zur Zeit ¢t die Lange

l=at+Db.

Zur Zeit t = 0 seien diese Planeten mit der Dichte ®(a,b) verteilt, d.h. es ist
stets ® nicht negativ und es sei

Z{/(I)(a,b) dadb=1.

Dabei sei der Integrationsbereich K ein Rechteck u < a <u+v, 0<b< 1
(mod 1). Wir denken uns die Ekliptik E als Kreis mit Umfang 1 (iiblicherweise
nimmt man den Kreis mit Radius 1, also Umfang 27 an, dies ist aber eine
Normierungsangelegenheit). Die Behauptung ist nun, daf fiir ¢ — oo die Anzahl
der Planeten auf einem beliebigen Bogen der Ekliptik der Bogenldnge propor-
tional ist.

Den Beweis dieser Behauptung fiihrt Poincaré mit Hilfe von Fourierreihen
(er entwickelt die Indikatorfunktion ¢(¢) des betreffenden Bogens (a, 3) in eine
solche Fourierreihe). Die Uberlegungen erfiillen wohl nicht die heutigen An-
forderungen an Strenge.® Vergleiche auch die Arbeit von Jan Kro6 [KROO1].

Wir wollen nun ein quantitatives Resultat mit Hilfe der Theorie der Gleich-
verteilung herleiten: Wir nehmen nun an, daf eine (grofie) Anzahl N von
Planetoiden P,,..., P, mit Anfangslage b, und Winkelgeschwindigkeiten a,
(k=1,...,N) vorliegt. Zur Zeit t ist also die Linge

l, = a,t + b,

3Ist 1(p) = Y cpemike g5 folgt tgr&ffe2"ik<at+b> dadb = 0 fiir k # 0. Es st
1

[ e, t) do =3¢, [f e2mik(at+b) dadb, also ist im Limes dieses Integral gleich Cy = 8 — «,
0 3

also Gleichverteilung. Nyp, ist diese Reihe aber nicht gleichmiBig konvergent.
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(k=1,...,N). Wir bezeichnen mit &, die Folge

(alabl)"'-a(aNibN)' (1)

Es sei nun I ein beliebiger Bogen auf der Ekliptik £ mit a < ¢ < 8 und es sei
t(I, ) seine Indikatorfunktion. Dann sei

N
~(wy®) = Z (Iwy (1) (2)
und )
A = [dte) do= [ de, 3)
0 I

wobel
wy(t) = (a it +b,) = () (mod1). (4)

Es sei
Dy (wy () = Sl;p,)‘N (wy (8) = A(D)] (5)

die Diskrepanz der Folge w(t).
Wir betrachten nun weiter Teilintervalle J von K und es sei (i(J,(z,y)))
die Indikatorfunktion von J

1 N
Ay (@,J) = NZ u(7, (agr by)) (6)
k:
M) = t(I(a,b))®(a,b) dadb (7)
i
und
Dyy(w) = sup Ay (w) = A(1)] (8)

die Diskrepanz der Folge @, in bezug auf ® (Zur ganzen Begriffsbildung ver-
gleiche z.B. das Buch des Verfassers [HLA02].).

Wir werden nun zeigen: (Wir nehmen der Einfachheit halber an, dafl & und
g—‘f, %—(II)’ stetig differenzierbar und beschrinkt auf K sind. Poincaré macht die
gleichen Annahmen, die durch eine allgemeine ersetzt werden kénnen.), daf fiir
alle ¢t mit

gilt
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wobei C, nur von & abhéngt und M beliebig ist.

Gilt jetzt
.1
3 4
Jim DY =0,
dann ist auch ) oC
Tim 4272
JJgnwDN(w(t)) < i + ; (10)

fiir alle t. Genauer: Wahlen wir M = t, D (®)t* <1, so ist Dy (w(t)) < 22
fiir alle ¢ mit t < (—m.

Beim Beweis werden wir auch die Fourierentwicklung der Indikatorfunktion
der Teilintervalle J beniitzen. Es gilt namlich die Formel von Erdoés-Turan, dafl
fiir jede Folge wy = (24,...,Zy) und jedes M > 1 gilt

)
Bemerkung.

N
1 1 1 2wih
DN(UJN)Scl (M+ Z miﬁze Tk
0<|h|<M k=1
1) Wir kénnen die Folge (a,t + b,) als die Bewegungen von Teilchen eines
idealen Gases interpretieren, welche im Intervall 0 < r < 1 eingesperrt sind und
an den Enden elastisch reflektiert werden.

wobei C, eine absolute Konstante ist.

2) Zweite Deutung: Es ist ¢ der Drehwinkel von Drehungen eines Roulettes.
Es gilt (*) auch fiir D, in der Form

N
~ 1|1 . .
Duon) <G 3r+ 3 gy Lemiter = [[ et aty) aray| ).
M Il |N & .

0<|h|<M
()

Ist weiter f eine Funktion auf (0,1) bzw. auf K von beschrankter Variation
V(f), so gilt

Ay (f) = M < Dy (wy)V(f) (11)
bzw.
An () = A < D@V (), (12)
wO 1 N 1
W= @), A= [ 1@ da, (13)
k=1 0
bzw.
A(f) = / / f(2,9)®(z, y) dzdy. (14)
K
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Beweis. Esist
N

DN(wN)<C’( + > T{ Z "'h<akf+bk>). (15)
0<|h|<M =

Bei unserer Annahme tiber ® ist V(®) = g g’b Dazu kommen noch Terme, die

von Rand von K abhéngen und die man analog behandeln kann.
Es ist nun

N
l% Zeznih(a,.t+b,.) _ // 2rih(atth) §(q b) da dbl
k=1 K
<D d 0 27 ih(at+b)
= N( ) aaab €
K

Dy (®)R3|t]a.
Es ist also

N
1 i i
‘N Ze21rlh(akt+bk) < |// e?mih(at+h) § (g b) dadb
k=1 K

Nun ist fiir A # 0 mittels partieller Integration nach a

dadb (16)

+ Dy (®)R2)tla.  (17)

utv
2mihat utv
27 i hat _11¢€ ®(a,b) /aq’ 27 i hat
/e ®(a,b) da) = [ 2miht u 27r1ht da
4
= WCZ’ (18)
" C, = max 2| 3—‘1’|) (19)
2 K " Oal) "

Wir haben also

DN<wN>sc($+% DIERER MUY |h|) (20)

B 0<|h|<M |h|<M
< C(i + 2—02’ DN(<I>)tM2> : (21)

Behalten wir noch die Abschatzung (21) bei und bilden den Mittelwert

T
- %/DN(WN@)) at,
1
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so erhalten wir aus (22)

1 1 1gT -
= / Dy (wy(8)) dt < 22 +2C, 55 + Dy (@)TM2. (22)

1

Wahlen wir nun M = (TD N) ° , so erhalten wir

%/TDN (wy(®) dt < C, ((TD )% C’lr}gT).
1

Es ist also

lim —/D (wy(t)) dt < C IgTT

N—ooo T

und
T

1
lim llmT Dy (wy(t) dt=0.

T—00 N—oo

§2. Wir betrachten nun ein weiteres Problem, welches Poincaré behandelt.
Ein Roulette sei in eine grofie Anzahl von Sektoren eingeteilt, die abwechselnd
rot und schwarz sind. Eine Nadel wird mit grofer Kraft in Bewegung gesetzt
und bleibt nach einer Zahl von Umdrehungen bei einem Sektor stehen. Es wird
nun iber diese Kraft eine Voraussetzung gemacht, um die Gleichmafigkeit der
Wirkung der Kraft zu sichern. Es wird vorausgesetzt, daf3 eine Dichte p exis-
tiert, so dafl folgendes gilt. Betrachten wir auf dem Roulette zwei Strahlen «,
B, die vom Mittelpunkt des Roulettes ausgehen. Der Winkel, den die Strahlen
einschlieflen, sei ®. Es werde nun fiir jedes N das Roulette /N-mal mit dieser
Kraft in Bewegung gesetzt. Es sei Ay die Anzahl der Endlagen, welche in &
liegen, dann sei die relative Hauﬁgke1t hy(®) = —NM nahe an f p(p) de, also

genauer
Jim Ay = / pp) de,
[0}

und zwar gelte dies fiir jedes .

Wenn diese Voraussetzung erfiillt ist, so behauptet Poincaré, daf§ die Wahr-
scheinlichkeit, dafl die Farbe der Endlage rot oder schwarz ist, gleich % ist, also
daf} die Farbe rot bzw. schwarz gleich oft vorkommt.
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Wir bilden uns die Intervalle, welche alle in Einheitsintervall liegen, und die
Sektoren mit den zugehorigen Winkeln

k., J k_ Jj+1
Jw=<—+Z'§+ 25 > (23)
fir j =0,1, k=1,...,s und bilden uns die Vereinigungsmenge
Ui =7 (24)

Es seinun ¢,,..., ¢y eine Folge mit Diskrepanz D4, , wo p die Dichte auf (0, 1)
ist. Dann gilt nach Definition von D%

Zl—/pdcp|<sD (25)

¢k€J

Wir setzen voraus, dafl p stetig ist. Um die Darstellung zu vereinfachen, setzen
wir sogleich voraus, dal p eine Lipschitzfunktion mit der Lipschitzkonstanten

a(p) ist, also
lo(e) — p(¢")] < alp —¢'|. (26)

Dann gilt fiir alle j, j'

[ [ e %:—7

l / p(p) dp — / p(p) dw, < % (27)
J;

j

MQ

also wird

Setzen wir fiir j = 0 bzw. 1

U; = Z / ) de, (28)

i=j (mod 2)
dann ist
Uy +U, =1 (29)
und nach (5)
Uy — Uyl < %- (30)

Es wird also z.B.
,2Uo - 1] = “Uo _U1 + (U0+U1) - 1” = IUo - Ull < %
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also ist

1 a
3l <5 (1)
und
1
AR (9')
Setzen wir also )
:,N = N Z Z 17 (32)
j=r (mod 2) yi€J;
so wird nach (3)
157 n = Ul < sDY,
also nach (9) und (9)
Sin— 5| < S +sDY. (33)

Es ist also .

155, 5 = St nll < (@+2)(DR)? . (34)
Es sind also im Mittel Sy 5 und S; y gleich }, also fast einander gleich wie
Poincaré behauptet. Aber man vergleiche auch die Bemerkungen von Urban mit
(11) in bezug auf s und «. Dabei ist 2s die Anzahl der Sektoren.

§3. Wir betrachten jetzt den Fall, da8 m Farben vorliegen, m > 2. Dann
betrachten wir die Intervalle

J _<km+r km+r+1>

kr = sm ’ sm (1)
(r=0,1,...,m—1).
Wir bilden uns wieder .
U e =, (2)

Es sei wieder (¢;,¢,,...) eine Folge gleichverteilt zur Dichte p mit der Dis-

krepanz D%, . Wir betrachten wieder die Folge wy = (¢;,...,¢y), dann haben
wir

¥ 2 1—/p(<p) dw‘sstv- (3)
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Nehmen wir der Einfachheit halber an, dafl p eine Lipschitzfunktion mit der
Konstante « ist, so haben wir fiir alle ¢ € E

lo(e) — p(')| < alp — | (4)

Ist p(p) stetig, so sei w(p,d) der Stetigkeitsmodul von ¢ zur Feinheit §, dann
haben wir

lo(p) = p(¢")] < w(p, ), ()
wenn |p — ¢'| < § ist. Wir setzen
U, = [ o(e) do. (6)
Jr
Wir schitzen nun
U, = Ul
ab. Es ist
s—1
U, -U. 1<) /p(w) de — / p(p) d<Pl-
k=0 " . Jip
Es ist nun
i /p(so) de — / p(¥) dw‘
Jkr Jk,.l
1
_ k, T _, (kLT
-/(P(;Jf%“) P(s+sm+f)) a (7)
0
1
= ms =8 ms ms?
0
Es ist also
|Ur - Ur’l S -2 (8)
Setzen wir nun Stetigkeit voraus, so erhalten wir
1 )
U, — Uyl < 5-w(p,b) - — = L&
ms m

wo § = % ist.
Wir greifen nun ein U, heraus, z.B. U, so ist dann fiir alle U, mit r # 0,
wenn z.B. p eine Lipschitzfunktion ist, fir r =1,...,m —1

Uy - U, < . (9)
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Es ist dann

](m—l)UO—(U1+-~-+Um_1)|§%.

Nun ist p Dichteund Jy+J, +---+J, ,_, =F

/p(w) dp=1
E
ist
U+---+U,_,=1-0,,
also ist
mU, 1 < <,
also

- <

- ms’

Wenn p nur stetig ist, dann haben wir nach (8')
vo-L|< w(p, 3)'

Wir haben also fiir alle r = 0,1,...,m — 1 nach (10')

1<a

bzw.

Es ist daher auch 1
U, = U, <20 (p, £)-

Daraus folgt weiter nach (3)

1 1 1
N Z - §2w(p,—s—)+st’V
vi€Jr

und es ist also, wenn wir

setzen,

und es ist
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Es ist also
1

lim lim H = —.
8§—00 N—o00 m

Wir haben dann ein Laplacerad mit m verschiedenen Farben der Facher, kurz

Sektoren genannt, vor uns, gegeben durch Jy, J,,...,J,,_;, deren Inneres stets

zueinander disjunkt ist. Fassen wir nun g Sektoren J, ,...,J. , welche wir

1Yy
als glinstige Falle betrachten, zu einem Obersektor Jg zusammen, so ist die
Haufigkeit H o der ¢;, die in J 9 liegen, approximativ Z. Genauer gilt fiir die

Haufigkeit
A, - 2| < w(3) 4 opp 12
s " m| SS9\, tsDx (12)
insbesondere fiir eine Lipschitzfunktion p

(— +sD}) (13)

also ist

lim lim H ,
8—=00 N> oo m

die Anzahl der glinstigen Félle dividiert durch die Anzahl der moglichen Félle.

§4. Betrachten wir nun den Fall, dafl wir statt eines Roulettes L solche Roulettes
R,,...,R; betrachten. Das p-te Roulette (p = 1,...,L) besitze m, Farben.
Wir haben nun auch p, Dichten fiir den Anstofi am p-ten Roulette und haben
nun L Folgen

w, = (1., 0) -
Das direkte Produkt

Wi =Wy X X Wy
hat die Glieder (¢f,...,0%), wo ¢f = ((p},...,(p]l/) fir j = 1,...,N, ist
also eine L-dimensionale Folge. Es sei diese Folge, die wir jetzt kurz mit wy
bezeichnen (genauer die dazugehorige unendliche Folge) gleichverteilt zur Dichte

p(@1,- L) = p1(9y) - pp(er)

mit der Diskrepanz D%, d.h. es gilt, wenn J ein Intervall aus EZ ist

’NZ1—/ ) do

peJ

< D%,

wo ¢ = (¢q,...,9,) und dp = dy, ...dp, bedeutet.
Wir nehmen nun noch an, daf8 p stetig in E¥ ist, mit dem Stetigkeitsmodul
w(p,8), wo § die Feinheit ist, d.h. fiir alle ¢, ¢’ aus EL mit ||¢ — ¢'|| < 6 gilt

Ip(p) — p(¢")] < w(p,d)
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(o= (#y;--sp) und |loll =l |+ + L))
Wir teilen nun den Rand des p-ten Roulettes in s, gleiche Teile

Ic_p kp+1
sp’ s,

und diese noch in m, gleiche Teile. Diese Intervalle bezeichnen wir wie schon
frither in §2 mit

k T k T, +1
3 p_ "p P
J(kp,rp)—<s+sm’s+sm>’
P PP °p PP
wo rp=0,1,...,mp—1 ist.
Wir schreiben kurz k = (k,,...,k;), r = (ry,...,7) und bilden das Produkt

J(kn"l) Xoere X J(kLJ'L) ’
das wir kurz mit J(k,r) bezeichnen. Das Volumen von J( k,r) ist
1 1
m;$ mps;

Wir bilden uns weiters die Vereinigung aller Intervalle von gleicher Farbe r =
(ryy-ohry)
Jo=U
k

wo k = (k;,...,k.) alle s, ..., 8, ganzzahligen Vektoren mit 0 <k, <'s, fiir
p=1,...,L durchlauft. Es ist also

1
N Z —/p(cp) dgo‘ <s...5, D% .
Jr

‘p]eJr

Wir setzen noch

U, = /p(cp) dy
Jr

und wir wollen wieder

U, = U,
abschétzen, wo r = (ry,...,7r.), ' = (r},...,7L) und r # 7’ ist.

Es ist
To = =U Ty = T -

k

Es ist also
U, U, <> / p(p) d — / p(p) dw‘ : (%)
AT N I (heorty
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Wir konnen eine solche Differenz in der Summe () rechts so schreiben

b

/(p(a +¢) = p(b+y)) dp

B

wo die Vektoren

az(k—1+r—1,...,k—L+JL—> und

S My S MpSg
k T k T
b=<—‘+ L ,...,-£+—L——)
S My5 S MiSt
sind, und B das Intervall
1 —
OSEPSmpsp, p_17' 7L

ist. Es ist nun
lp(a+ @) — p(b+ ¢)| < w(p,d),
wenn |a — b| < § ist. Es ist nun

[ Yk Y N el 1 RS SRS S 3
m,$, mps;, sl sg|

Es wird also das Integral, wenn man beriicksichtigt, daf} das Volumen von B
gleich (m,...m)7 (s, ...s,)7" ist,

la—bl <

< (myeomy) (s, - 8) rw(p, 6)

Nun durchlauft k s,,...,s, Intervalle, so ist also

U, —U,.| <w(p,8)(my-...-my)™?

mit X
)= 1 et 1 .

S SL
Wir gehen jetzt wie in §3 vor. Es ist

Uu, =k,

-
wenn 7 alle L-Tupel (r,...r;) durchlduft. Ihre Anzahl ist m, - ... -m, wir
schreiben kurz m”. Wir betrachten nun ein U,, z.B. (0...0). Es gilt wieder fiir
r # 0, wo wir statt s; -...- s, kurz s’ schreiben

Uy — U,| <w(8) +stDY,,
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also erhalten wir

Uy(m* - 1) - ZUT <mtw(d) + (ms)E D%, .

r#0

YU =1-U

r#0

ist, so erhalten wir weiter

|mfU, — 1] < me(j) + (ms)* D%,

also ist
<w(d) +sDE,,

also haben wir wieder, da8 fiir alle U, gilt

1 a
U’—ml. ™ <w(d) +s,-...-s, D%,
wo R
5 L
ist. Also ist
1 1 1 1 <s e
N T e 1SN
N%EJR my mL

also wieder Gleichverteilung im Laplaceschen Sinne.
Fiigen wir im p-ten Roulette wieder g, Farben fir p =1,... L zusammen,

so bilden wir

P 5 ;7L

Jl XJZX"'XJL_JQ )
WO J;f aus g, Féchern in J, entstanden ist, so erhalten wir (g = (91---91),
m=(my...mp))

'N Z 1—— mL

< 9y5;-.-9;5. D% +w(p,5)gl...gL.

;€L
Setzen wir 1
_ L
N Z _Hg ’
i€ m
so haben wir g g
lim lim A =2 . . 2L
$1...-8, 200 N—ooo 9 my my
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Also haben wir den Produktsatz der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie fiir
L unabhingige Ereignisse.

Betrachten wir noch den Spezialfall, da8 m;, = -+ = m; = m, 9, = ...
= g, = g ist, so erhalten wir
HE - 9" < L(sy...5, D% +w(p,3))
g m _g 1~.~ L N p, .
Nun ist
1
1 o~/g\r_ L 11
=5 (L) _/x do+8,2 = = +5,
g=0 0
und

1 & L+1 1
EZI(%) =t e (6<1)
g:

so erhalten wir fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

m
1 7 L+1
PR

)

A = _L_+2+7nL+F1

L= a1 &g

H;Hg L+l T m 2

WO
Fl<mL(31 s, D ’p+w<pL,—+ +SL>),
1 L
L+1 (L+1),p L+1 1 1 1
L+1

ist. Dabei ist p = p,...p, und p =Py PLPLy1-
Es ist A; die bedingte Haufigkeit dafiir, dafl wenn an L Tagen die Sonne als
rote Scheibe aufgegangen ist, am (L + 1)-ten Tag die Sonne wieder aufgeht.
Gehen wir mit N — oo, dann mit s, ... 81,81+1 gegen unendlich und dann
mit m — 00, so erhalten wir

1
a5 L+1
limA; = # = —+—
Betrachten wir den Fall .
v HL+L
=1 °
AL,L’ = mo )
> HE
=1 °
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so erhalten wir im Limes

1
oL+l ¢
lim A —‘{ L+t
Ly = TV
Jzt dz
0

§5. Die Satze von §3 und die zweite Deutung in §2 fiihren dazu, statt einem
Roulette mehrere Roulettes, sagen wir s Roulettes R, ..., R, mit den zugehori-
gen Drehungen

.li =afct+bf; (1)
fir k=1,...,N und j =1,...,s zu betrachten.
Wir werden gleich die Vektorschreibweise beniitzen und schreiben

1=(...,0°), a=(al,...,a°), b= (b'...,b%)

und schreiben kurz

l(t)y=at+b (2)
und
L) = (axt +b,...,a5t +b7) . (2"
Die Folge
Wi = (ak,Bha-. o b))

fir k=1,..., N sei gleichverteilt zur Dichte
®(a,b) = ®,(a’,b")... P (a*,b*)

mit der Diskrepanz DN(Q,wfV) auf
K=K x---xK_,

S

WO

K;: |u,

—a;|<v;, 0<b; <1 (modl),
fir j=1,...,s

Von den ®; verlangen wir die gleichen Voraussetzungen wie fir @ in §2, da8
sie und ihre Ableitung nach a; vorhanden und stetig ist.

Ist e(a) wieder die Abkiirzung von e2"1®  so betrachten wir wieder die

Weylsche Summe

2

Z (hl(t))) (3)

wobei (hl) das skalare Produkt
AR EREE WA
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ist, wobei h,,...,h, ganze Zahlen sind, die nicht alle gleich Null sein sollen. Es
ist dann analog zur Rechnung in §2

W(N, h) - Wlf{—) 1[ e((hl))®(a, b) dadb| < Dy Var(y). (@)

Dabei ist V(K) das Volumen und da db das Volumselement, D y die Diskrepanz,
Dy (®,w%) und Var(y) die Totalvariation der Funktion 9 = e((hl)) als Funk-
tion in @ und b. Es ist

Var(y) = /ﬁa 8bld db+ F, (5)

wobei F' die Glieder zusammenfafit, die vom Rand von K herriihren und die

auch erste Ableitungen von ¢ nach a; bzw. b; fir j =1,...,s enthalten.
Man sieht sofort, dafl die angeschriebenen Hauptglieder dem Betrage nach
< R*(h)lt| (6)

sind, wobei R(h) die iibliche Bedeutung
I Max(|h;|, 1)
=1

besitzt. Wir erhalten dann

e((hl}))| < V(K)‘/ ((hl))®(a,b) dadb| + Rest, (7)

£
k=
WO 3
|Rest | < Dy (9, wy)2°R*(h)[t| (8)
ist. Der Fehler 2° riihrt von den 2° Teilen des Randes von K her.
Wir wollen nun das Integral J rechts in (7), welches wir auch schreiben

kénnen
J= HV(K)/ ((hy1;))®; (@, b7) da? db 9)

abschitzen. Wir wenden (18) und (19) aus §2 auf die Faktoren in (9) an und
erhalten sofort

|7] < C,t|R(R)V (K) ™,

J 0P,
j
ngszp”Max( J’Baj)'

j=1

wobeli
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Wenden wir die Formel von Erdés-Turan-Koksma (ETK) in der schon gewohnten
Weise an, so erhalten wir fiir die Diskrepanz Dy (wy) die Folge wy = ({) fir
k=1,...,N

1 C 1
Dam <G5+ 53 ¥ gt Dl X R®),
0<|jhll<M lhll<M

wobei

Il = Max(lhy ), [k,)), €, <2°C, und M >2

ist. Die C sind immer absolute Konstante, die man angeben kann.
Wir erhalten also

Dy(wy(®) <G, (% + % + |t|DNM2’) ) (10)

Bilden wir den Mittelwert p iiber die Zeit ¢ von 1 bis zu einer Endzeit T, so
erhalten wir fiir

T
w(T) = %/DN (wy (1)) dt
1

die Abschatzung, dafl dieser Mittelwert

]og T

<G, ( + C, +DNTM3’>

ist. Wahlen wir
DyM*T ungeféhr gleich M,
also 3ot
1 v
(37)  =TDw,
so erhalten wir

wT) < C, ((TDN)ﬁ + l—ng) : (11)

Betrachten wir auch einen diskreten Mittelwert: Es sei 7 die Zeit des Beginnes,
dann betrachten wir die Zeiten (die Taktfolge)

T7,27,...,LT

und den Mittelwert j

L
E wN T’T'

w»a
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Wir erhalten also

Wahlen wir

so erhalten wir low L
1
A(L,7) < Cy ((L27’DN) Sstl 4 -(i) .

TL
Wir wollen uns mit folgender Frage beschiftigen, dabei beschrianken wir uns
der Einfachheit halber auf den Fall s = 1 in §2: Es seien (3,,...,3, voneinan-

der verschiedene positive Zahlen grofler als 1 und wir wollen ein in Drehung
befindliches Roulette zu den L Zeitpunkten

Bqit, Bty ..., Bt

beobachten, dabei soll stets 8, =1 sein.

Wir wollen nun stets definieren, wann wir diese L Beobachtungen als vo-
neinander unabhéngig ansehen. Die philosophisch-physikalischen umstrittenen
Diskussionen, wann Beobachtungen als voneinander unabhéngig zu betrachten
sind, sollen uns hier nicht kiimmern.

Um uns einfach ausdriicken zu kénnen, wollen wir erneut die Vektorschreib-
weise beniitzen. Wir fassen die L Zahlen 1 = ,,0,,...,8, zu einem Vektor
( zusammen. Gleichzeitig betrachten wir Gittervektoren h = (hy,...,h,), d.h.
alle diese h; sind ganze Zahlen und wir bezeichnen mit (h3) das skalare Produkt
hiBy+---+h, 6.

Wir verlangen nun, da8 f,,...,8, linear unabhédngig sind, d.h. daB} (hg)
dann und nur dann Null ist, wenn h Nullvektor ist, d.h. alle hj sind Null. Die
Taktfolge, die wir vorher betrachtet haben, hat diese Eigenschaft fiir L grofler
als Eins offensichtlich nicht.

Es sei p eine Zahl grofer oder gleich Eins, dann sagen wir 8 ist vom Typus
i, wenn es eine positive Zahl k gibt, die nur von § abhangt, sodaf fiir alle von
Null verschiedenen Gitterpunkte gilt

R(R)*|(hB)| 2 k(D) -

Es sind ¢ und k nicht eindeutig bestimmt. Jedes ', welches grofer als p, und
jedes k', welches kleiner als k ist, erfiillt die gleichen Bedingungen. Wichtig ist
der Fall x4 = 1. Der einfachste Fall ist offenkundig L = 2. Hier ist R(h) = |h|.

Der Fall p = 1 liegt sicher vor, wenn die Entwicklung von (3, in einem
regelméfigen Kettenbruch nur beschriankte Teilnenner aufweist. Man vergleiche
zur Literatur z.B. das klassische Werk von J. F. Koksma [KOKO1].
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Der Fall L > 2 ist bedeutend schwieriger.

Es ist meines Wissens nach unbekannt, ob es § mit u = 1 gibt, aber es gibt
Vektoren 3, welche fiir jedes € > 0 und passendes & vom Typus 1+ ¢ sind.
Leichter sind @ aufzufinden, welche vom Charakter ~ sind, fiir die es eine Zahl
7 2 1 und dazu ein positives k,(8) gibt, so da8 fiir alle Gitterpunkte h # 0

IRI7I(RB)| 2 Ky 8

gilt. Dabei ist ||h]| = Max(|h,],...,|h.])-
Es ist dann § vom Typus < L. Ein solches Beispiel ist

b= (1, 2%, e ,2%—_1) und zum Beispiel
=(20)7 L.

Es ist also sehr klein. Es ist mehr und besseres bekannt. Ich verweise auf die

Literatur.
In der Arbeit des Verfassers [HLAO3] und in deren Fortsetzung [HLAWO04]

wurde folgendes gezeigt:
Ist 8 vom Typus u, so gilt

> F < T

llRlI<M

wobei C;; eine Konstante ist.
Wir hatten ja in §2 gezeigt, daf die Folge

(a t+by)

fir k=1,...,N ,fast“ gleichverteilt ist, wenn die Folge (a;,b,) zur Dichte ®
mit der Diskrepanz D (®) gleichverteilt ist.
Wir betrachten die Oberfolge

(agt + by, a0t + by, ... a8, t+ b))

fir k= 1,...,N, die wir mit wk bezeichnen wollen. Die zugehsrige Weylsche
Summe W(N,h), wo h = (hy,...,h;) ist, sieht so aus

N

W(N,h) = ~ Ze(Zh (akbjt+bk))
k=1

N

>e((hd) (@t +1b,)) -

k=

2=
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GLEICHVERTEILUNG UND DIE WILLKURLICHEN FUNKTIONEN VON POINCARE

Es ist, wenn wir die gleiche Methode wie fiir s = 1 anwenden,

W(N, h) - V—(!I?)//e((hﬁ)lk) dadb
(Co < Max(L,85)- ., 18,).

Das Integral links wird nun

< Go|R* (W)t Dy (2, wy),

< Gp|t|(hB) -

Wenden wir wieder die Ungleichung von ETK an, so erhalten wir

(“’N)<C(M 0T w0 2 () )

IthlISM [lAIS M

Nun ist

_R(h)# 1 L(p—1) 1
= 2 R(h)l B = 2 Rh)ﬂ ey =M P ORIL

lInll<M lInll<M IRl <M
also ist
1| < CMEE=D (log M)~ .
Es wird also
L 1 MY L
Dy(h) < Go(D) (37 + (g M)® + Dydrit)

Nehmen wir
M L(p-1)+1) l
t b
so erhalten wir

log 1 L - L
DN(WILV) <Ci, (t_gz(u-—tl_))-l-_l + Dyt TG0 | |

Es wird also fiir groBes N und grofes t w% gleichverteilt sein zu den Zeiten

t,tBy,...,tB;. Es wird also jede Farbkombination mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auftreten konnen.

§6. Wir betrachten jetzt das System von Differentialgleichungen in den Variab-
len t

T=p, p=w,
P=-pp, W=-—pw
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(p > 0 ist die Reibung), mit den Anfangsbedingungen z(0) = a, ¢(0) = b
p(0) =u, w(0)=wv.
Die Losung wird gegeben durch

z=u®(y,t)+a, w=v®(y,t) +b,

wobei
O(u,t) = 1 (1—e™).
W
Es ist
0P
30,8)=0, —
(0,t)=0 T >0.
Es ist fir ¢t > '35—2
B(u,t) > = und  lim ®(u,t) = -
’ 2u t—o0 ’ T

Wir betrachten nun eine Folge (uy,v;,a;,b,) mit 1 < k < N im Quader 0 <
a<6,0<b<1,0<u<d, 0<v<1 gleichverteilt mit der Dichte

pu,v,0,0) = py (u)py(v)p3(a)p4(b) -
Es sei va die Diskrepanz dieser Folge. Wir betrachten das Paar
l(u,v,a,b,t) = (u®(p,t) + a, v®(u,t) + b)
und die Folge (1< k < N)
L(t) = (u,®(p,t) + ay; v, B(u,t) + by) .

Wir untersuchen die Folge (I,) und die zugehorige Weylsche Summe W (N, h),
wo h = (hy, hy) # (0,0) Gitterpunkt,

NZ ( (up®(p,t) + ay) +h2(vk<b(u,t)+bk)>

und das zugehorige Integral
h
J = /du dadvdd e(—(sl-(wb(u,t) +a) + hy (v®(p, t) + b)) p(u,v,a,b)
= JyJyJd5dy s
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wobei

g
J, = %/ du e(%‘u@) py(u),
1

1
Jy = / v e(h,v®)p,(v),
0

s
J3 = %/ da e(%—laé) ps(a),
1

J, = / db e(h,b®)p,(b) .
0

Bedeutet C; die obere Schranke fiir die Betrdge von p; und die zugehdrigen
Ableltungen so erhilt man, wenn man §2, Formel (18), (19) anwendet, daf§

5C,

R, (h,)®
c,
IJI_R(h)q,,
5C,
R(h)(I)’
c,
R,(h,)®

I < 57755

|J3] <
|yl £ 575

Da wir t > 82 angenommen haben, ist ® > 2L, also erhalten wir mit C =
In 7

C,C,C4C
1662Cu?
J < —
wo R(h) = R(h;)R(h,) ist.

Wenden wir wieder die Methode an, die wir schon in §2 bis §4 beniitzt haben,
so erhalten wir

C’2u262
R2(h)
Wenden wir wieder ETK an, so erhalten wir fiir die Diskrepanz wy = ()

Dy(wy) < C(Xli +62u2) R;(h) + D@ R2(h)),

lhll<M

+ DY R%(h)®*.
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also ist
Dy (wy) < C, (47 + 0% + D{ @2 M),
Nun ist
o= 1__“’_‘”_.
U

Es wird also

Dy (wy(®) < C(% +C6%u? + %}M‘*) .
Wir wahlen
1 Dy
M o2’
dann ist
A
Dy(wy) < Gy (/—;V> +6%2 ) ()

Setzen wir statt = den Buchstaben g und betrachten wir jetzt das Paar
(B1,91)---(1p,@pN), das von der Zeit ¢ abhingt und zur Zeit ¢t = 0 die An-
fangslagen (a,,b;)...(ay,by) mit den Anfangsgeschwindigkeiten (u,,v,)...
... (uy,vy) besitzt. Wir hatten in der Arbeit [HLAO5], die Voraussetzung
gemacht, daf} die Paare (n;, ;) unabhéngig von der Zeit ¢ stets gleichverteilt
mit einer Diskrepanz D, sind, und fiir die Haufigkeit %, mit der eine Nadel
von der Lange [ eine parallele Schar von Geraden in einer Ebene E mit einem
Abstand d (I < d) trifft, wenn sie auf die Ebene geworfen wird, das Resultat
(! hingt von a und b ab)

A 21
= -2 <40y
N 7d <404/Dy

erhalten. Beniitzen wir das Resultat (), so hingt nun A von der Zeit ¢ ab und

wir erhalten
1
-5\ %
SCIJ (%) e
m

Je weiter die Zeit fortschreitet, umso besser wird die Gleichverteilung, die jetzt
von der Reibung p abhangt.

A(t) 2l
N wd

§7. Wir betrachten ein System von Differentialgleichungen

dz . dp,
L =50),  T=-g) 1)
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fir j=1,...,s auf dem Quader
K=K xK, (1)
mit
Ky =Ky x Ky x--x Ky, (2)
und
K;;: 0<z;<1 (mod]l) (2"
und
Ky = Ky X Ky x -+ X Ky, (3)
a; <p; < bj . (39

Die Funktionen f;, g; seien stetig differenzierbar und positiv. Die Ableitungen
der f; seien ebenfalls positiv, also die f; monoton wachsend und lim fj(aj)
j—oo

= co. Die g; seien periodisch mit der Periode 1 (was wir 0.B.d.A. voraussetzen
konnen).

Es ist nun
dz; dp;
gj(xj)ﬁ-‘_fj(p]‘)ﬁzo' (4)
Integration von (4) in K = K| x K, ergibt
G;(z;) + Fy(p;) = E;, (5)

wo G], Fj Stammfunktionen von 9; bzw. fj und Ej Konstante sind.

Man kann die E]. als Energie des j-ten Systems ansehen, die Summe E =
S

Z E; als Gesamtenergie und H(z,p) = }_ (Gj(xj)+Fj(pj)) als die Hamilton-

i1 j=1
funktion des gesamten Systems.
Wir betrachten nun eine Folge @y : (7F,...,7%) mit 1 < k < N aus K,
gleichverteilt mit der Dichte
p(m) = py(my) ... p(m,) . (6)

Bevor wir weitergehen, wollen wir noch in (5) eine Normierung vornehmen. Wir
wollen jetzt die g; zu einer Dichte machen, indem wir (5) durch
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sodaf} sich (5) so schreibt

Gi(z;) + F}(p;) = E} .

Wir betrachten nun die Folge w),
F*(n*) = (Fy(n¥),...,F:(7*)) (mod 1). (7)

Es sei wieder h = (hy,...,h,) # (0,...,0) ein Gittervektor und es sei (hF*) =
hF} +-+-+h,F* das skalare Produkt, [, = (hF*(r¥)) fir k=1,2,... N. Die
zugehorige Weylsche Summe ist

N

W(N, h) = %Ze(zk).

k=1

Es ist in gewohnter Weise

W(N,h) — J| < D% R(h)L*
N

wobei
L* = fi(hy). .- fy(h,)
da die f Ja monoton wachsende Funktionen im Intervall (a], J) sind.
Ist V(K) (by —ay)...(b, —a,), so ist
V(K,)-J= /e((hF‘(p)))p(p) dp. (8)
K>
Dies ist weiter gleich
H/‘hw@mm»%. (9)
Wir setzen wieder
C; = obere Schranke von |p;| und 1— in K. (10)
J

Wir gehen beim Integral
5= [ e, Fo, o)) a,
K2]

in gewohnter Weise vor, wenn wir h; # 0 voraussetzen und e(h,F}) mit der
Ableitung f; von F} dividieren und dann den reziproken Wert mit pJ (p;) mul-
tiplizieren. Fuhren wir dann die partielle Integration durch, so erhalten wir,
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wenn wir beachten, daf ja f]- (pj) im Intervall (aj, bj) den kleinsten Wert in a;

annimmt, dafl
C; 1 d (p;
J;l < +/—(—1> dp, | .
| l |h |(fj(aj) F3 dpj fj Pi

Nun ist die Ableitung rechts unter dem Integral gleich der Ableitung von pj

dividiert durch fj plus pj(;i—p(Tl?—), welches ja, da fj monoton wachsend ist,
j

konstantes Vorzeichen besitzt. Wir haben also

PR
VAT

Setzen wir 4° =1, ..., S0 erhalten wir insgesamt

C

V(K)|J|Sm, (11)

wobei A = Min(f,(a,),---, f,(a,)) ist, C* =C,...C,.

S
Fiir die Diskrepanz D, der Folge w,, erhalten wir also unter Beniitzung von

ETK ¢ (1 ¢ . 3
Dy(@n) < 5y (M — +D D R(M)L )
Inli<M

Dabei bedeutet L* = f,(h;)... f,(h,).

Gehen wir mit N — oo, so geht der letzte Term gegen 0. Gehen wir mit
a,...,a, gegen 00, so geht der zweite Term gegen 0. Geht M — oo, so geht
Dy gegen 0, die Folge wird also gleichverteilt.

Wir koénnen nun der Folge @y eine Folge @,y = (€F,...,6F) mit 1< k< N
in eindeutiger Weise mittels (5) bzw. (5') zuordnen.

Wir kénnen namlich bei festem E = (E,,...,E,) und gegebenem 7 =
(my,...,m,) ein £ = (&,...,&,) zuordnen. Ist (G;‘)_l die inverse Funktion zu
G’]*-, SO ist

= (G) (B} - F}())).

Es ist ¢, eine stetige Funktion in E]* und T;, ja sogar differenzierbar, wie

aus (5')
Gj(&;) = Ej = Fj(m;)

folgt. Bilden wir zu @, die Folge @, . Es sei @ der Quader (a4, 0,)...(ay, B,)
aus dem Einheitswiirfel E*. Dann sei H, die Hiufigkeit, mit der die &¢¥ =
(€k,...,€¥) in @ vorkommen, sie ist gleich der Haufigkeit, mit der die Punkte

(G,(€F),...,G,(&")) im Quader Q, = (G,(B,),G,(a;) x --- x G,(B,),G,(a))

liegen, da ja die G ; streng monoton abnehmend sind.
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Nun ist
G;(&) = E; — Fi(nh).
Die Haufigkeit H} ist wieder gleich der Haufigkeit H3 , mit der die Glieder der
Folge wy, im Quader
Q, = (Bf = Gi(8)) x -~ x (B} - G3(B,))

vorkommen. Nun ist die Folge gleichverteilt mit Diskrepanz D (wy). Es ist also
L H% dem Volumen des Quaders Q, bis auf einen Fehler gleich:

S

11(G;8,) - G;(a;)) + 26Dy (wy)

j=1
(6] <1).
Nun ist jeder Faktor G}(8;) — Gj(a;) gleich
B;
/g;‘(:n) dz .

Es ist also die Folge &, = (¢*) gleichverteilt zur Dichte g* = g7 ... g}, da ja Q
beliebig war, ihre Diskrepanz
D% (&y) < 2Dy (wy) -

Man kann auch umgekehrt vorgehen.

Man definere mit Hilfe der Folge wy aus (7) die Folge @y = (&,... L EF)
durch (j =1,...,s)

N
& = %kz_l 1+ F; () - 63 (3 (x3))

Diese Folge ist gleichverteilt zur Dichte g7 ... g}, deren Diskrepanz D ~ hochstens
1
(Dy(wy)) 7 ist.
Ist L(Qz) die Indikatorfunktion des oben genannten Quaders QQ, SO ist

N S
7 2t (@b &) = T1(G506) - Gia) + L,
k=1 J=1
wo R
IL| < Dy (@n) + 29Dy (wy)
ist.

484



GLEICHVERTEILUNG UND DIE WILLKURLICHEN FUNKTIONEN VON POINCARE

Ist, ausgenommen ein Index j, mit 1 < j, < s fiir alle anderen j stets
ﬂj =1,0;,=0 und o, = a, Bjo = 3, so konnen wir aus der obigen Formel
G7,(B)—Gj,(a) bestimmen und mit Hilfe von F;(8)—F;(a) das Energieniveau
E3(B) — E;(c) bis auf den Fehler L + Dy (wy) bestimmen.

Wir haben bis jetzt die Energien E, bzw. E7 festgehalten. Wir nehmen
jetzt eine s-dimensionale gleichverteilte Folge (e') = ((e!,...,€})) in E* mit
Dichte 1 und Diskrepanz va Wir betrachten

A= (E},...,E})=(A4,,...,A,),
B (E;7 * E*) ( 1)"'7B3)1

wobei stets A; < B; fiir alle j angenommen ist. Jetzt betrachten wir die Energie-
scharen

A = (¥4, +(1-€eD)B)) ... (¥4, + 1 - B,).

Wir kénnen mit Hilfe der A, und der 7r’ die ¢k = ({1, . ,{f) bestimmen, so
dafl

F*(n}) +G; (&) = A; + (B; — A))ek
ist. Es ist nun fiir jede Funktion X auf K, x E° mit Hilfe der Doppelfolge

(€%, 7*)

1
WZX(&JIC Leb )

= / X(€gy. 65T, ..
Ky xE*®

., m,)®(7) dedm + Var XD,

mit der Diskrepanz D, .

Die §; sind differenzierbar in 7; und ¢;. Es ist

0G; 0¢;

65 Be (B —A)

Wir erhalten also
1N
k
5 2 X (¢
k,l=1

1 -
—K—)/X(ﬁ,w)@(ﬂ)g;(ﬁl)...g:(ﬁs) d§,...d§, + Var XD,

K
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also ist insgesamt

1 N
§ : k k l
]W X({l,...,fa,ﬂ'l,...,’ﬂ's
k=1

. .
= WV(E)K/X(& 7)g9(&)®(m) dédm + Fehler

(V(E) = jljl(E; — E})), wo

|Fehler| < Var XD,

ist.

Wenn wir nun (§,7) = (§,...,§,,7m,...,T,) nach dieser Konstruktion, wie
wir soeben geschildert haben, zu den Anfangsbedingungen fiir die Lésungen des
Differentialgleichungssystems nehmen, so erhalten wir

xj = Xj(t)é."’r) ’
p; = Pj(t,f,’ﬂ'),
wobei
Xj(oaév 7[') = é‘] )
P;(0,§,m) =m;.
Wir bilden uns jetzt die Funktion
X(@gs s Ty Prse 2 P) 1 (31) - 0,(2,) 2, (py) .. @, (p,) ,

wobei z;, p; die Funktionen X,,..., X , P},..., P, sind. Es ist nach Konstruk-
tion

N
1 A~
m E X(.’L’f,...,.’l?l‘:,pll,...,pi)
k,l=1

1 .
= V) /X(xl,...,xs,pl,...,ps) d{dm + Fehler,
K

wobei %, p} die Losungen des Systems mit den Anfangsbedingungen ¢f, ..., €%,
mt, ..., m! sind.
Nun ist das Integral rechts in der obigen Gleichung invariant gegeniiber der

Transformation T
z, =X, (& ...&m...T,),

p, =P, (t,&...&,m...7,).
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Dabei geht K in das Bild von K = T(K) bei dieser Transformation iiber.
Links stehen schon die Bilder der §J’.°, 7r;.. Weiter ist die Funktionaldeterminante
Hzy.opy) 1. Wir erhalten also

o ...m,)

N
% Z X (zF,.. . 2k, 0 = V) / X (z,p)®(p)g(x) dpdz + Fehler
k=1 T(K)
(Liouvillescher Satz nach Boltzmann)
Es ist also
1 S ok ! ! 1 S %o kol !
mkgl)((xl, VT Dy DY) = I—V—EMZ:lX(gl,...,{s,vrl,...,ws)+Fehler

wobei

|Fehler| < Var X - D,

wo D), die Diskrepanz der Folge (£*,7!) ist.
Die Diskrepanz D, der Doppelfolge (¢*,!) ist hochstens
és (DN + bN)

(C, absolute Konstante), wo D, die Diskrepanz der Folge (') und D, die
Diskrepanz der Folge (€*) ist.

Beweis: Es Q Quader in E2?¢, so ist Q = Q, X Qy, wo Q;, Q, Quader in
F* sind. Es ist
1 & -
7z 2 (€5 ) = V(@)
k1
1 & 1 Y
= <5 2 (10, () = V(@1) g, () + 15 S V(@) (1, () ~ V(@)
Kl k.l
<Dy+Dy.

Wir kénnen statt der Doppelfolge (&5, 7) auch die Doppelfolge (€¥ *,7k), also

die Orte f;‘ und die Impulse 7t i vorgeben, was sogar natiirlicher ist. Es gilt die
gleiche Abschitzung fiir die Diskrepanz dieser Folge
Es ist nun

t_/m
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als Funktion Vj(Uj) zu betrachten. Es ist Vj(fj) =0 und
aU;(v;) _ 1
dv.
K E; - G;(v;)

>0,

also existiert auch die Umkehrfunktion von U ;- Wir wollen sie mit V, =Vi(¢,)
bezeichnen. Es ist
dv; (t

= \/E —G;v) = \/Ej = G;(B;(v))) -
Wir betrachten nun die Funktion W;(v;) = U;(v; +1). Es ist
dU;(v; +1) 1 1
dv; \/E G,(v; +1) \/E G,(v,)
da G; die Periode 1 hat. Es ist also
dV,(v; +1) B dv;(v;) B

dvj dvj ’

also ist U;(v; +1) — U;(v;) eine Konstante T;. Wir haben also fiir alle v,
U;(v; +1) = U;(v;) + T,

also
Vj(tj + Tj) = V]-(tj) +1
Setzen wir v; =0, so erhalten wir
Tj = U].(l) - UJ.(O) = Uj(l).
Wir betrachten die Funktion
X(ﬁop e a‘ps) = Q(XI(TIQOI)? . "Xs(Ts(ps)) ’

welche in den Variablen ¢, ...,¢, periodisch mit der Periode 1 ist.

Nehmen wir nun an, daB --...- voneinander unabhingig im Sinne der
? Ty Ts

Gleichverteilung sind, da aus einer Gleichung (hy, h,,...,h, alle ganz)
1 hy
h0+h1§-,_+"'+—1.,_:0
folgt h, = = h, = 0, so ist fiir jedes t > 0 (7-,...,7-)t C-gleich-

vertellt d h fur Jede perlOdlSChe integrierbare Funktion X (@1,---,9,) mit Pe-
riode 1 in @,..., ¢, gilt

. 1
TILH;OT/X< )dt /X g) dop .o, =J=J(D).
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Auch im Falle der C-Gleichverteilung gibt es eine Diskrepanz Df., die jetzt von
der kontinuierlichen Variable T abhéngt, und es gilt

‘ /X(T, . )dt-J’gD;VarX,

wenn X eine Funktion von beschriankter Variation ist. Es gibt auch ein diskretes
Gegenstiick (Bahnhofsuhr). Betrachten wir fiir ein ganzzahliges L > 1 die Folge

o (ko E
NTA\LT, U IT,

fir k=1,..., N und mit der Diskrepanz D3, so gilt analog

o k k
— — ey T | — < D3 .
lN X(LTI’ ,LT) J(_DNVarX
k=1 s
Nehmen wir an, daf} 71, .-, 7z vom Typus p sind, den wir schon frither

eingefiihrt haben, so ist in diesem Fall fiir u>1
1
s _ 1\ G
pi=0((%)),

also fir g = 1 die Groflenordnung l&';’vﬂ Wir wollen noch bemerken, daf

die Bestimmung des Typus p schwierig ist. Es ist ja noch zu bedenken, daf

T;,...,T, im allgemeinen von den Anfangsbedingungen { und 7 abhangt.
Wir kénnen noch das Integral J umformen. Wir machen die Transformation

t; =T;p; firalle j=1,...,s, so wird
T.s
1
J= a0 dtl.../dts@(Xl(tl,gl,wl) X, (&) dt L. dt, .
0

Wir hatten nun die Beziehung (j =1,...,s)

vj

¢ =/L .
j :
& VEi —Gi(y))
Es ist also
dt. 1

dvj \/Ej _Gj(‘Pj)
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Fihren wir statt der ¢ j die v; ein, so erhalten wir

J(®) = /H (X, »Mrd%

L.l = B - G()

Wenn wir beachten, daf3

dv,
T] = / - J
g VB~ G5)
ist, so sehen wir, dafl J tatsichlich ein Mittelwert auf E* ist mit der Dichte

F(X) = py(@y)- .5, (z,), wo
- 1

pj = —————=
,/Ej —Gj(xj)
ist.

Besonders wichtig ist der Fall, da} ® die Indikatorfunktion eines Quaders

Q:aj<:cj<ﬂj fir 7=1,...,s

ist. Die Verweilzeit der Losung (:1:1, (%)s---r 2, (%)) des Systems (1) ist durch
J((Q,z)), wo ¢ die Indikatorfunktion von @ ist, gegeben.

Wir wollen noch ein Beispiel angegeben und zwar zunichst fir s = 1 und fiir
die Pendelgleichung

d*y :
Froie —C singp

und zwar in abgednderter Form, wie wir sie brauchen. Es sei also
(2) {Csin27rx fur 0<$<%,
xTr) =
g —C'sin2nz  fiir %<z<1,
also
g(z) = C|sin2mz|,
wo C eine positive Konstante ist.

Es ist also g positiv im Intervall E, 0 < z < 1 ausgenommen in z = 0 und
T = % Sie ist auch periodisch und ihre Stammfunktion lautet

c . 1
(@) ={ 7=(1 —cos2rz) fir 0<z <3,
2 (34 cos2rz) fiir L<z<1.

(Setzen wir z — 3 = ', so ist (3 + cos2mz) = 2 + sin® 7z’.)
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Sie ist wieder periodisch, stetig und differenzierbar (insbesondere an der Stelle
T = %) und besitzt an den ganzzahligen Stellen einen Sprung, ist aber linksseitig
stetig, sogar differenzierbar. Es ist G(1) = %—?, G(0) = 0.

Wir kénnen noch g normieren und es ist

l—cos2wz __ sin’7zx fii 1
= ir 0<z< 3
(@) = { e <t

3+cos2xz °°4S2” fir % <z<l1.

Damit wird auch G*, F* und E* normiert. Sind nun E* und F* und die
Anfangsbedingung = fiir p gegeben, so konnen wir die Anfangsbedingung £ aus
der Gleichung G*(¢) + F*(¢) = E* bestimmen. Es muf}

G*(§)=E" - F",

sein, wo F* = F*(m) ist.
Ist E* - F* < %, SO ist
.2
sin“mé .
g CE -
also
sinwé = \/2(E* - F*),

also

¢ = % arcsin \/2(E~ — F*)

im ersten Fall und

1 : N *
€= ?arcsm\/2(1 — (BE* — F%))
im zweiten Fall (E* — F* > %)
Es muf} noch beachtet werden, daf ja

Ex . Fr . Gm
=Ty =gz "™ =03
ist, also auch von C abhéngen.

Jetzt bendtigen wir noch die Berechnung von ¢. Wir haben in diesem Fall,
daf} im Intervall 0 < = < % sind, daf}

E*

t—L/v dv
\/iE \/E—C'sin27r<,0'

Wir konnen das Integral als Differenz der beiden elliptischen Integrale I(v)

P
1 dep
I(y) = —
®) V2 0/ VE - Csin® o
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darstellen. Es wird

P
1 dey
1Y) = = :
2E0/\/1— %sin%rcp

Es ist % = El < 1. Wir setzen k = %, dann wird

wP
1 dey
I = .
®) \/2E7r6/\/1—k2sin2<p

Nun ist fir ¢ = % das Integral gleich dem vollstandigen Integral K = K (k).
Wir erhalten im ersten Fall

‘= 1 /v dy
V2En / V1-k?sin’rg

Im zweiten Fall haben wir

1
2 v
1
=75 || st e
2E ! 1-k?sinmp J /1—k%sin"mp
2

Nun ist
v—1

v 2
[ =rarmme | o
J V1 — k2(3 + cos 2m¢) J V1—k2—k2sin® €
2
Definieren wir die Entropie einer Dichte ® auf einer Menge M in E* durch

S(M,p) = —log/@ dv.
M
Wir haben zuerst die Dichte & der Anfangsverteilung von p, so ist dann die

korrespondierende Dichte ®g*. Es ist also

S(M,®) = —log/<I> dv
M

und
S(M,dg") = —lg/@g* dv.
M
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Es wird also die Differenz
[ ®g* dv

AS = S§(M,8g*) — S(M,d) = —1lg¥ —
( ) g ) ( ) ) g f@ d'U
M
Ist g* =1, so wird AS =0.

Haben wir einen Punkt P, in E° und betrachten wir eine Folge U,,U,,...
von Umgebungen, die sich auf P, zusammenziehen, so erhalten wir, wenn
g‘(Po) 7é 0

lim A(S,U;) = —logg*(P,).
l—00

Ist an diesem Punkt ¢g* > 1, so wird dieser Limes negativ, im Falle g* > 1 wird
dieser Limes positiv.

Wenn g¢* nicht identisch 1 ist, so mufl es solche Punkte und damit ganze
Umgebungen dieser Punkte geben, wo die Entropie zu- bzw. abnimmt.

Wir koénnen auch andere Systeme von Differentialgleichungen behandeln.
Beschranken wir uns auf den Fall s = 1, so sind es die Keplerbahnen eines
Massenpunktes von der Form

rr = £(3),
=

(zweites Keplersches Gesetz).
Man setzt r = % und erhilt eine Gleichung von der Gestalt

d%u

—— 4
12 H(u).
Setzen wir p = —g—;, dann lautet das System
du dp
p= @ ) @ - H(U) :

Man setzt dann noch u = A + Bcost. Dann haben wir ein System wie in §7
(1), wo jetzt statt t der Winkel ¢ und statt x der Buchstabe 1 steht. Man
sieht sofort, wie man das fiir s > 1 verallgemeinern kann.

Wir wollen noch einige wichtige Keplerbahnen betrachten: Es sei zunéchst

H(u) = A+ Bu - Cu?

=—-Cu—uy)(u—1u,) = (u—up)(u, —u),

Man vergleiche das Buch von H. J. Dirschmid [DIRO1; S. 246] (dort Beispiele) und
Roman U. Sexl [SEXO01; S. 157].
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wobei 0 < u; <uy, C >0 (Fir C =1 erhalten wir die elliptische Keplerbahn).

Wir erhalten also fiir u = %

(d—“)2 =Clu—uy)(uy — ),

de
also
dp = 1 du
VC V(= uy)(uy — u)
Wir erhalten sofort
1
o= L arcsin —— 21 T %) (v +u,)

\/5 %(uz—ul) ’

also 1 1
u= i(u1 +u,) + §(u2 —u,)sinVCop.
Wir setzen
VC
Y= —

und erhalten 1 1
u= E(u1 +u,) + E(u2 — uy) sin e

und
1

$(uy +uy) + L(uy —uy)sinme
Fir C =1 erhalten wir eine Ellipse, fiir C # 1 eine Rosenkurve.
Der zweite Fall tritt bei der Keplerbewegung in der speziellen Relativitats-
theorie ein. In der allgemeinen Relativitatstheorie ist
H(u) = A+ Bu — v? + au®

= au —uy)(u — uy)(u — uy)

T =

mit v, < uy, < uy. Wir nehmen v im Intervall u; < u < u, an. Wir konnen
dann
H(u) = (v —u,)(uy — u)H, (u)

schreiben, wo H, = a(u; —u) > 0 ist. Wir wollen gleich den Fall H, (u) > 0, wo
H, sonst beliebig ist, nach der Methode von Weierstrafl betrachten. Wir setzen
einfach w4+ " —u

U= 12 < 22 Lsinmep.

Es ist 9
(u—uy)(uy —u) = (U—Q%}ﬂ) cos? T .
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Wir erhalten also "
V= / Vu(sinmip)’
wo f(|sinwy|) = H(u) ist.

Ein weiteres Beispiel ist der anharmonische Oszillator. Auch hier haben wir
ein elliptisches Integral zu behandeln.

Levi-Civita hat 1937 auch eine allgemeine Formel fiir den Fall angegeben,
da H(u) von der Gestalt

w?(u —p,)(u — p,) + eg(u)

(€ geniigend klein) ist, wenn g(u) von geringerer Groflenordnung ist als der erste
Term im Intervall (p}, p5), welches Teilintervall von (p;,p,) ist. Es lautet

T = +__ /G('U/ pl’pZ

V(u Pl,Pz)
ist, wo
1 1
u= §(P1 +py) + "2‘(P2 = py)cos®
und
g(u), u, 1
G(u>p1)p2) = g(pl)a p11 1
9(py), pas 1
und
V(u, py, ) = (py — py)(u—py)(py — )
ist.

M. Cartovitch hat 1938 in der Arbeit [CARO1] gezeigt, dal T auch
geschrieben werden kann

N

T = 2—7T + LE/g"(u)sin2<,0 dep.
0

Epilog. Wir haben in der ganzen Arbeit, immer wieder Systeme ¥,,...,E, be-
trachtet. Diese Systeme werden durch Anfangsbedingungen, welche die Gestalt
einer s-dimensionalen Folge haben, gleichverteilt beziiglich einer Dichte p,
welche ein Produkt von Dichten p,,...,p, im bezug auf ¥,,..., %  ist. Die
Systeme ¥,,..., X, stehen untereinander in keiner Wechselwirkung. Wir denken
uns namlich nach einer Idee von A. Einstein [EINO1], welche J. von Neu-

mann in seinem Buch [NEUO1] abstrakt formuliert, jedes ¥, in einem Kasten
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(in einer Schachtel) K ; eingeschlossen, welcher gegeniiber dufieren Einwirkungen
undurchléssig ist. Alle K; werden in einem grofien Kasten K eingeschlossen.
Wir kénnen diese ¥. als Molekiile eines Gases in K auffassen, so wie dies in

der Physik bei der Mischung chemisch differenter Gase iiblich ist, und dann die
Gesetze der Thermodymamik anwenden.

Kehren wir zu unserem System X,,...,3, zuriick und definieren wir als
Energie des Systems

E=E +---+E,
und als Entropie S, welche wir als Mengenfunktion auf ¥, x --- x ¥ auffassen:
Sind A,,..., A, quadrierbare Mengen in ¥,,...,%_, so sei

S(A,,...,A) :Zlg/pj(xj) dz
j=1

A;j
Es ist also
S(A4,,...,4A,) = log/,../pl(xl)ps(xs) dz,...dz,.
A A,

Wir konnen K in ein Wirmebad mit Temperatur T geben, die freie Energie
U = E - TS und dann die Gesetze der Thermodynamik anwenden.

Anmerkungen

Anmerkung 1 zu §1 Formel (20).
Es sei f von beschrinkter Variation V(f), dann ist also

N
‘%ka(akku)—/f(x) de| <V()C( T+ Dit?).
=1 5

Es sei jetzt
f(z) = g(cosz,sinz).
Es ist dann

1
N
\% g(cos(a,t +by),sin(a,t +b,)) — /g(cos t,sint) dtl
0

< Max (@ 2+ 99 20(1+D"t?)
= Oz dy t Ne)
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Es sei jetzt h(z) eine analytische Funktion in einem Gebiet, welches den Ein-
heitskreis enthélt, dann ist also, wenn z, = e27i(akt+bs)

‘%éh(z’k) - E[h(z) dz

Man kann allgemeine Kurvenintegrale iiber den Einheitskreis approximieren und
damit Kurvenintegrale in der z-Ebene berechnen.

Wir wollen noch folgende wichtige Bemerkung zu den Entwicklungen in §1
machen:

Wenn man die betrachtete Folge um ein additives differenzierbares Glied F(t)
erweitert, welches zugleich mit ihrer Ableitung an der Stelle 0 verschwindet, so
hat die neue Folge a, -t + b, + F(t) die gleichen Anfangsbedingungen a,, b,
an der Stelle t =0, da F' von a,, und b, nicht abhéngt. So wird die neue Folge
bei groflem t wieder gleichverteilt. Ein wichtiges Beispiel ist

K,
F(t) = —2—t ,
wenn K eine Konstante ist, also eine konstante Kraft K wirkt (Beispiel freier
Fall).

< Max [W'(2)|C (} + D4t?) .

Anmerkung 2 zu §1 Formel (20).

Wir wollen diese Formel an einem Beispiel, das auch an sich interessant ist,
darlegen.

Wir betrachten im Einheitsintervall E ein Teilintervall A = (0, ), mit
o = 1, wo L eine Zahl > 1 ist. Weiter sei ¢ gleich (4L?)~'. Es gibt dann
bekanntlich eine unendlich oft differenzierbare Funktion ® auf F mit folgenden
Eigenschaften:

Es ist in A stets ®(z) = 1. Im Intervall B = (o + €,1) dessen Lange gleich
1 — (o +¢€) ist, ist sie stets Null und im Restintervall K: (@ — e, a + €) von der
Lange 2¢ gilt sicher, wie auch in E selbst. Es ist also fiir 0 < &(z) <1

A(<I>)=/<I>(:c) dz>a—¢

E
und
AMP)<a+e.
Wir bilden uns nun die Funktion auf E:
UV=L®+e¢.

Es ist dann ¥ im Intervall A gleich L + € und im Intervall B gleich ¢, sonst
liegt sie zwischen € und L + €.
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Ist

A(P) = /\Il(z) dz,
E
dann ist, wie unmittelbar aus den Eigenschaften von ¥ hervorgeht,

Lla—¢€) <AN¥)< La+ 2.
Da La =1 ist, so ist also

1——<,\(\1/)<1+—

L~
Wir bilden uns nun die Dichte
p(z) = ;I’((;; ,
Esistin A
p(z) > L - ﬁ
und in B
p(z) < %

Wir konstruieren uns nun in E? eine gleichverteilte Doppelfolge w = (a,, by x)
mit der Dichte p - p,, wo p, noch eine beliebige Dichte sein kann, mit Hilfe
einer gleichverteilten Folge (z,,y,) mit Dichte 1 und Diskrepanz D, durch die
Formeln ([] GauBklammer)

L

gy = i [1'*‘9% ‘/Pz(ﬁ) dﬁ],
L=1 0
v m [ [

0

Il

2!

Es gilt dann fiir die Diskrepanz D}, der Folge (a,y,b,n)
Dy <G, Dy,
wo C, = Max(p + p,) in E? ist
Es ist Maxp < L + «. Es steht uns p, zur Verfiigung. Wir wahlen jetzt
p, = 1 (obwohl die Félle p, > 1 und p, < 1 interessant sind). Es ist dann die
Diskrepanz der Omegafolge (so wollen wir sie nennen)
Oy = (apnt +byy),

Dy (@y) < Gy +Di ),
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wo bei unserer Wahl von p,
D} < (L+1)D.
Wir betrachten jetzt die relative Haufigkeit
(Aw) = Z ta(bry)
der Folge (b )- Es ist

Hy(Aywy) = / p(z) dz + 9D .
A

Wir wollen, um eine qualitative Ubersicht zu gewinnen, mit N — oo gehen,
dann ist

Jim By (Awy) = [ pla) dox1- 57

2L
A
und vergleichen sie mit der Haufigkeit
1 & .
Hy(A,wy) = N ZLA(akt +0b,) = / dz + 9Dy (@) .
= A
Es ist
lim H,<——¢
N—oo
Es wird also fiir grofles N
er(A7WN) < l
H (Awy) — L

Es wird also

Betrachten wir jetzt

so erhalten wir entgegengesetzt

1‘m< 8 By ) < ~lg(1-5p) =57 +0 +
Im Intervall A nimmt also die Entropie zu, im Intervall B nimmt die Entropie
ab.
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Man kann jetzt die Omegafolge als fast gleichverteilte Folge benutzen, um

damit Folgen (a; v, b, ) mit Dichte p und groferer Diskrepanz zu konstruieren,
indem man fiir ¢ einen festen groflen Wert ¢, wihlt.

Das System steht also im (thermodynamischen) Ungleichgewicht. E. Schré-
dinger bezeichnet
+1g
) H,’
welche bei uns im Intervall B positiv ist, als Negentropie.

Man sieht, wie man die Konstruktion verallgemeinern kann, so daf} statt nur
einem Berg und nur einem Tal der Dichte p, beliebig viele Berge und beliebig
viele Téler (aber nur endlich viele) auftreten. Die Konstruktion erfordert, wie
man an den Formeln sieht, N? Energieeinheiten.

Anmerkung 3 zu §5.

Wir koénnen so wie schon in Anmerkung 1 die Formel Koksma-Hlawka an-
wenden.

Ist f von beschrankter Variation V(f) in E*, so gilt

N
%Zf(a}ct+b}c,...,a2t+bz) = /f(xl,...,xs) dz, ...dz, + Fehler,
k=1 Es

wOo
|Fehler| < V(f)C (% + D;’Vt%) .

Anmerkung 4 zu §5.

Es gibt noch eine andere Verallgemeinerung von §1, indem wir eine Linear-
form

L(ty,...,t,) =ayt, + - +a,t, +a,

betrachten und es sei (a’f, . ,a’;,a'g) gleichverteilt zur Dichte p = p,...p,p,
mit Diskrepanz DX . :

Wir brauchen nur wieder das Integral

e2m i hL(t1,...1ts) Py ---PyPo dag ... da,

Ee+1
studieren. Ist h # 0, so ist dieses Integral gleich
S
H /pJ e27rihajtj da]- .
Jj=0 E
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Ist ¢; # 0, so ist das zugehdrige Integral von der GréBenordnung

<
[Alt; "
Es wird
1 1 1 1
D, < —+ ———Max(——,...,—)+D"Max|t.|’+1,
N=M ZIhl2 Ay A, N 7

also ist die Folge
(arty + -+~ + ajt, + ag)
gleichverteilt mit einer Diskrepanz
1
Dy £ — +Max (i) + M*t1D%, .

M t;

Machen wir eine Anwendung: Setzen wir
t, =t t,=t% ... t,=t°,

bzw.
1

b=t ty=

2, ...t ==
dann wird die Folge
Li(t)=ay+a;t+---+a,t’,
bzw. a a a
2

L,(t) =a0+1—}t+ —2%1& +---+S—;t’.

Die zugehorige Folge
L,(t,k) = af + a¥t +--- + akt*,

bzw.

ak ok
Ly(t,k) = ag + Jpt oo+ —=t*

wird also gleichverteilt zur Dichte 1, wenn (af ...a*) gleichverteilt zur Dichte
p ist mit Diskrepanz

1
Dy <C(3+t%1D%).
Wir kénnen auch Interpolationspolynome ®(t) an den Stellen j =0,1,...,s
in E aufstellen, wobei

®(0) = af, ®(1) =ak, ..., ¥(s) = a*.
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Setzen wir namlich fir r=1,...,s
" (r
ATaj = Z (v) (=1)°ay_yis,
v=0
z.B.
Alafc = a;““ - a;“ , Azaic = aﬁ_z - Za:“+1 + af ,

so sind diese Folgen wieder gleichverteilt zur Dichte p, dann leistet das Polynom

t—t0 (t_tO)"'(t_ts—l)
1! s!

®(t) = af + A 4+ A*ak

das Gewtinschte.

Wir konnen noch folgende Verallgemeinerung von §5 vornehmen.
Es sei A die (s,t)-Matrix

ag Qs
A= :
a4y Qyg
dann bilden wir uns die Matrix
Az + b, (*)
wobei
Ty
z=|:1, b=[b1. bt],
T,

dann konnen wir uns die Folge bilden (k=1,...,N)
k
(4%, 0%) = (aby, . aly,08) -
Setzen wir weiter voraus, daf} diese Folge gleichverteilt zur Dichte

P = P11 PisPr- Py

ist, wo also jedem Index ik der Matrix A und jedem Index j von b eine Dichte
zugeordnet ist, dann ist die Folge

(AFz + b%)

gleichverteilt zur Dichte 1, wenn die z,,...,z, geniigend grof} sind.
Es gilt daher, wo h = (h,,...,h,)

N
1 - .
‘N § :e21r1h (A*z4bk) /e27r1h(A§+b)p dgl dé[, < va,
k=1 L
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WO
L=(s+1)t

und alles geht wie vorher, es ist nur ETK von Dimension L anzuwenden.

Es ist (*) nichts anderes als ein System von t Linearformen (v =1,...,t)

L,(a,x) =L, (b,,Qyps--» 0y, T1y---1Zs)

in den Variablen z,,...,z,, wo b, das v-te Element aus b und a,,,...,a,, die
Elemente der v-ten Zeile der Matrix A sind.

Setzen wir die Glieder a* = (b*,a%,,...,ak,) der zur Dichte p gleichverteil-

ten Folge ein, so schreiben wir kurz

L, = (a,z,k) =L, (a¥,z) .

v

Eine Anwendung:
Jedes Polynom vom Grad g in den uw Variablen &;,...,&, ist ein lineares
Kompositum der Potenzprodukte &' - ... &*, wo j;,...,J, nicht negative

ganze Zahlen mit j, + --- 4+ j, < g sind. Die Anzahl n dieser Potenzprodukte

1st
u+g
u .

Nehmen wir nun 8 = n und fir z,,...,z, in irgendeiner Reihenfolge die n
Potenzprodukte, so geht das System der ¢ Linearformen L, in ein System von
t Polynomen P, (a,€) vom Grade g in den u Variablen §,,...,&, iiber. Setzen
wir in diesen Polynomen fiir a die Glieder a* der gleichverteilten Folge (a*) zur
Dichte p ein

Pv (ak’é.) ’
so ist die Folge
(Pl(aka ﬁ)a Tt Pt(ak’ é.))

fiir geniigend grofe £,,...,¢, gleichverteilt im klassischen Sinne, also mit der
Dichte 1 und definiert eine algebraische Mannigfaltigkeit; fir ¢ = 1 ist es eine
Schar von Hyperebenen.

Das zugehorige Resultantensystem besteht aus Polynomen R(a) und es strebt

N

1

NE R(a*) gegen / R(a) da.
k=1 E(n+1)t

Fir g=1,t=u+1und s=u+1 ist

R = Det(A,b).
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Es sei noch der wichtige Fall von Resultanten von zwei Polynomen angefiihrt.
Firu=1,s=9g+1,t=2 ist

P (§) =b, +a,, &+ + a;,€,

Py(§) =by tayé + -+ a2g§g’
(bl ay; ... Gy
g Zeilen
9

R(p,,p,) =
(P1>P2) by ay ... a,

g Zeilen

L by a5 ... Gy,
Ist
§2>(29)*(u+1),

so sind die u + 1 Polynome

Pi(&...6,), - P& 8)
algebraisch abhéngig, d.h. es gilt identisch in ¢ ...{, die Beziehung

Ly
> CUyye b)) P& - 8) - P (- 6,) =0,
wobei sich die Summe iber alle nichtnegativen ganzen Zahlen [, ..., , mit
4+l <s

erstreckt (vgl. z.B. O. Perron, Algebra I, Seite 128, Satz 56, Formel (4)).

Die Theorie der Resultanten liefert fiir s kleinere, genauere Schranken,
vgl. z.B. das oben genannte Buch von O. Perron oder z.B. Van der Waerden,
Algebra II oder das Buch von van der Waerden, Algebraische Geometrie.

Der Verfasser hofft, auf diese Verbindung von Algebra und Gleichverteilung
noch zuriickkommen zu kénnen.

Auf einen Nachteil dieser Bemerkungen soll noch hingewiesen werden: Die
Polynome P, haben alle den gleichen Grad. Dem kann man leicht nachhelfen,
indem die Zeilen der Matrix A nicht ganz ausfiillt, d.h. in der zugrundegelegten
gleichverteilten Folge Glieder weglaft.

Anmerkung 5 zu §5 Formel (18).
Wir wollen diese Formel in der Gestalt

Dy(@y) < C (¢ + Dy, k),
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wo A=s(u—1)+1, p= 3 ist, schreiben.

Wir schreiben jetzt s statt L, um mit Anmerkung 2 {ibereinzustimmen, wo
wir die Folge (a;y,b;y) konstruiert haben. Wir nehmen wieder p, = 1 an.
Es seien J; und J, Teilintervalle in E, wobei J; Teilintervall von J, ist. Wir
betrachten )

j1=J1x---le, Jy=Jy x - x Jy,
die Produkte s-mal genommen.

Es sei N
. 1 .
Hy = H(Jpb) = = 3" ¢ (Josbynse s biw)
ki...ks
und 1
. 1N .
Hy = H (J,,6y) = 3 20 ¢ (i tanbins - tag By + by )
k=1

Es ist, wenn auch p =1 ist,
H, = X(J,)° + 9D,
allgemein ([ p dz)° + 9D, und
H, = (\(J))’ +9Dy
Um wieder die Ubersicht zu behalten, wollen wir gleich IV gegen unendlich gehen
lassen. Es ist, wenn p =1,
— H, NU)+&

im —l=2""UT&
N0 H, N2(J,)

H oA
1 g __
g T, SIg)\(J)+O( )

Betrachten wir J; = J, — J,, so erhalten wir fiir

Es ist also

1
H; = NZ (J3, @)

H, A(J,) 1
lim log 28 — _ _ Al 1y
Noso BT slg (1 /\(J2)> +0 (t")

Es nimmt also in J; die Entropie zu, im Komplement J, ab. Interessant ist
wieder der Fall A(J}) = 1A(J,). Die Entropie wird also

und

—slog% = slog2,

also s Bit.
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