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' Pokroky matematiky, fysiky a astrenomie, ro¥nik i, ¥islo 3

FYSIKA

DRAHY DRUZIC

JOSEF SOHMIDTMAYER
(Katedra matematiky a deskriptivni geometrie elekrotechnické fakulty Jvur, Praha)

Za obvyklych zjednodudujicich pfedpokladi jsou uvedeny né7cteré typwké ato

plevdind geomeirické viastnosti drah, o nich% se mohou pohybovat vesmirem télesa,
je% se odpoutala od Zemé.

1. Ovod

Jekts pred zhruba deseti lety byly ptijimény zprévy o konstruovéni raket
s dostupem n&koliKa set kilometrti jako zcela mimofédné zvld¥tnost. Dnes.
jsou takové rakety skutednosti, drutice jimi vynesené oblétivaji Zemi, pii-
pravuje se litok na Mésic. Techmcké védy sméfuji k fefeni velkych vesmimych
zékladen. Z pozadf vystupuje stéle zFetelndji obrovity vé&decko-technicky
problém budoucnosti: ruseni gravitace.

Zékladni zékony mechaniky a jednoduché matematické prostfedky umoz-
fiujf sledovat (v jakémsi prvnim ptibliZenf) zajimavé vlastnosti drah, po nich%
se pohybuji & budou pohybovat prvni i pozdé&jif vyslanci Zems do vesmiru.
Aby toto sledovéni bylo co nejjednodus’f, uZijeme fady zpdnoduéu]icich
piedpokladi.

2. Idealisovimj pohyb v gravitatnim poli Zemé&
2.1. Predpoklady

Pohyb kaZdého télesa vrieného s povrchu Zem& do okolnfho prostoru je
ve skutednosti velmi sloZity. Je tomu tak tedy i u umslé druice. P¥i pfesném
rozboru by bylo t¥eba brit zfetel na odpor vzduchu v poditednim tdseku
drihy, na udinky vétrnych proudd v atmosféfe, na tdinek tvaru a otéddeni
Zem?, na zemskou gravitaci, na gravita®nf G¢inky jinych téles ve vesmiru a p.

Nejsilngjéfm ze jmenovanych &initell je zemska gravitace. Proto je moZné —
v jakémsi prvnfm p¥ibliZenf skutednosti — zanedbat viechny ostatnf &initele.
Podle této imluvy budeme povaZovat Zemi za kouli (stfednfho) poloméru
ro = 6371 km. O gravitanim zrychleni budeme predpoklddat, Ze je vsude
na povrchu Zems stejné a Ze ma (sttednf) velikost G; = 9,82 ms=*. Vektor
zrychlenf sméfuje do stfedu Zems.

Cheeme-li vySetfovat pfedeviim drdhy umélych drufic, jejich% perigeum?)
je zpotétku nejménd 100 km, nenf ani zanedbéni odporu vzduchu pi'ihé hru-

1) Perigeum — misto na dréze drwhoe, které leii ne;blﬂe stfedu Zemé apogeum — misto,
jet letf nejdéle. Spoledny nézev: apsidy.
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bym zjednodusSenim, nebot ve vzdélenosti 100 km od povrchu Zems& kless
dynamicky tlak i pti rychlosti kolem 10 kms™ pod 1 kpm?. Zde tedy prakticky
miz{ zékladni aerodynamické sily, tj. jak odpor, tak i vztlak (mfnén Géinek
za kratkou dobu). ’ )

Téleso, které pronikne dostate¢né daleko od povrchu Zemé, se pohybuje po
skonéen{ hnaného letu v podstaté podle tych# zdkond, podle nich% se pohybuji
kolem Slunce jeho planety. Viechny
takové drihy jsou rovinnymi k¥ivkami
a leZf v rovind jdouci stfedem Zemd
~ (obr. 1). '

2.2. Zv143tni rovinné centrilni pohyby

Soustava soufadnic

Skuteénost, %e vektor vysledného
zrychleni pfi n&jakém rovinném pohy-
bu smétuje stéle do téhoZ pevného bodu,
definuje tzv. centrdint pohyb v rovind.

Pohyb télesa vrieného do vesmiru
se Zemé bude tedy vidy alespoii od
okamZiku, kdy skondil hnany let (tj.
kdy ptestal pracovat motor rakety),
rovinnym centrdlnim pohybem, jehoZ
vektor zrychleni sméfuje stile do stfedu
Zems,

O gravitaénfm zrychleni vime, %e
(za danych predpokladil) jeho velikost
G ve vzdélenosti r od stfedu Zems je
nepfimo @Gmérné d&tverci této vzdéle-
nosti a Ze plati vztah

o g . 'i
Obr. 1. Eliptické dréha wmelé drukice Zoms. @=a, 7% _ % Cr=r, (1)

kde G, = 9,82 . 10-3 kms~2, 7, = 6371 km, { = 399 000 km?®~* (viz obr. 2).

K popisu a vySetfeni drah pouZijeme polarnich soukadnic. V roviné drihy
zvolime podatek soutadnic ve stiedu S Zems. Polarnf soufadnice bodu B, ve
vysce z nad Zemi budou: privodi¢ r = SB,, thel ¢ (tzv. pravd anomalie)
méiend od pevné polopHmky (0 < ¢ < 2x) jdouci bodem S (obr. 3). Zfejms
je

rz = ro + 2 ’ (2)
znadf-li z nejkrati¥i vzdilenost bodu B, od povrchu Zems.

Je-li bod B, mistem, v n&m% pravé skonéila ¢innost motoru, je dalsi draha
télesa plnd urdens vektorem rychlosti v, v bodé B, a polohou bodu B,. Zavis-
losti na dase zde vySetfovat nebudeme. Vektor rychlosti je uréen jeji velikosti
v, a orientovanym smérem, ktery je definovan thlem y,, méfenym od polo-
piimky 8B,; 0 < v < 2=.

2.3. Rovnice drah. ObéZné doby
Ukoly, které nis zde zajfmaj, lze formulovat takto:
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Necht jsou dany tyto prvky: Zatétetni bod dréhy B, = [r,, ¢,] a vektor
prislusdné rychlosti v, (tj. jeho velikost v, a tihel y,). Za¢ateénim bodem rozumi-
me bod, v némz skondéil hnany let.

Je tieba urdit:

a) Drahu télesa.

b) Dobu jednoho obéhu kolem Zemé.

Refeni ddvd teoretickéd mechanika. Pfevezmeme jeji vysledky (viz napt.

(11, [2]).
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Obr. 2. Z4vislost gravitadniho zrychleni @, velikosti tnikové rychlosti v4 & kruhové rychlosti
v, na vysce z nad Zemi.

Se zietelem k vzitému kladnému smyslu na priavodiéi r, (tj. od bodu S k bo-
du B,) pusobi zrychleni opaénym smérem, a tedy v zaporném smyslu. Proto
musi zdkladni vztah (1) pro orientovanou velikost G v dvahdch teoretické
mechaniky znit

G=— %, r>ry, Gg= —982.10"% [kms~?] . (3)

Kromé gravitatni konstanty f odvozuje teorie jesté druhou zékladni kon-
stantu, tzv. plodnou rychlost 4q (tj. obsah rovinné oblasti opsané privodiéem
pohybujictho se bodu za jednotku éasu; je stild, nezavisi na poloze bodu na
draze), kde

q =10, sin Yz - (4)

Nahoie stanovené tkoly lze Fesit jednoznadéné pomoci velidin f, g, r,, v,, v,.
Teorie ukazuje, Ze hledana draha je vidy kuZelosetkou, jejiz ohniskové rovnice
v pouZité soustavé polarnich soufadnic s podadtkem v bodé S je

sl = 3 : (5)

egE .'v\,rx‘-: . ' 283



kde

2
P = —qf- je parametr kuZelosedky, (6)
29’ v . - o
e=|/1— A je ¢iselna vystfednost kuZelosedky, (7)
cos (p, — &) = —Il;—r'— , o je anomalie perigea kuZelosetky.  (8)

O thlu « ptitom plati:
jeliy=9p'+ix,0<yp, S§nd=0;
l’ p&k je¢l—“<“§¢»
jeliy=vy, +an, n<Sy, <w A=0;
1, pak je g, = & < @, + .

Z vyrazu (7) je zfejmé, %e pFi

Al Sl 2t
* N r,
elipticks, '

je draha 3 parabolicks, (9)
hyperbolické.

Proto se pfisluSnym rychlostem rovnéi
tik4 eliptickd, parabolickd, hyperbo-
lické. Jednfm ohniskem drihy je vidy
stfed Zemé. Ve zvldstnich piipadech,
jak uvidime pozdéji, mohou drihy pte-
Obr. 3. Soustava poldrnich soufadnic. jit v tsetky nebo v polop¥mky.

2.4. Hlavni osa ob¥#né drahy

V souvislosti s druZicerai majf vyznam predeviim eliptické drahy. Ze vztahd
(5) aZ (7) lze pro n& odvodit velikost hlavni osy 2a. Krajnf body hlavnf osy
(apsidy) 4, a A, jsou urdeny poldrnimi soufadnicemi ¢ = « resp. & + =,

take celkem 4= [-1—_1}’_—, a] , Ay = [ , &+ 1:]. Pro hlavni osu proto

1 —¢

dostdvime vysledek 2a = 2 + —__—;: ; po dosazeni za p, ¢ je hlavni

1+e
poloosa
. 1
a=——r [km] . | (10)
I |

Pro hyperbolické drahy plati podobny vztah. Pro nade tGvahy nemé vyznam.

284



Velikost hlavni osy zdvisi podle vztahu (10) jen na vzdélenosti r, bodu B,
od stftedu Zem3 a na velikosti rychlosti v, v bodé B,; nezévisi na sméru vekto
ru v, _

2.5. Unikové a kruhové rychlost

Podle vztahi (9) setrvivé t&leso pohybujicf se v okolf Zem& v eliptické
dréze, pokud v? < %’- Doséhne-li velikost rychlosti takové hodnoty, Ze se

Obr. 4. Obd%né dréhy pfi stélé velikosti rychlosti v, & rigném hlu y,. Zfejms v, > (v,),, ¥, > 7.

/

dréha stane parabolickou, tleso uniké z oblasti zemské gravitace (5 oviem
i pFi rychlostech jest¥ v&tiich). Proto se nazyvé rychlost, jeji velikost je

[viz (3)] ,
()e = V"‘ =T, — ﬁ) . [kms—1] ©(11) )

L

vnikovou rychlosti. ve vzdélenosti z od povrchu Zems. Téleso vymriténé
alespoii touto rychlostf ve vy&ce z nad Zem{, unikne z dosahu zemské gravitace
(nezavisle na sméru, oviem tak, aby se nestietlo se Zemf) (viz obr. 4).

Viimné&me si jeXtd piipadu, kdy eliptickd drdha (p¥i y = §n a §r) pfejde
v kruZnici. Pak je ¢ = 7,9,, ¢ = 0 a ze vztahu (7) dostdvime [viz (3)]

(v = V——% ; s}, (1)
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tzv. kruhovou rychlost ve vzdélenosti z od povrchu Zemé&. Vysledek (12)
_ plyne ihned i ze vztahu (10), poZadujeme-li, aby bylo r, = a = konst. Zfejmé
plati (viz také obr. 2)

®)e =2 (0.)s - (13)

T W

- -
N -~
/’ .

—

L 2a ' .

Obr. 5. Obdiné dréhy pFi st4lém thlu y, & riznych velikostech rycnlosti v,. Jednotlivé drdhy
odpovidaji rychlostem: I — vy, = (v,), II — vy > (v5)p, III — vy = (v5)e, IV — v > (Y)a.
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3. Nékferé specifilni p¥pady
3.1. Ob&¥Zné drihy pfi stélé velikosti rychlosti v,

Vime ji%, e p¥i konstantni velikosti rychlosti », v bod® B, nezévisi velikost
hlavni osy obé&iné dréhy na thlu y,. PonévadZ soudet (rozdfl) vzdilenosti
bodu B, od obou ohnisek eliptické (hyperbolické) dréhy je prévé 2a a jedna
z t&chto vzdélenosti (tj. SB,) je rovnd% neproménnd, musf byt i vzdilenost
druhého ohniska drdhy od bodu B, pevné. Druhé ohnisko tedy leZf na kruZnici
k majicf st¥ed v bodé B a polomér 2a — 8B, (2a + SB,). Viz také obr. 4, 5.

P¥i tinikové rychlosti v, (tj. pFi parabolické draze) ptejde zmin¥ns kru¥nice
v tib&%nou pfimku roviny, v ni% leZ{ ob&#né dréha. :

3.2. Ob&¥né drihy p¥i stilém sm&ru ryechlosti v, (y + Adw, A = 0; 1; 2; 3).

V tomto pipad® maji viechny dréhy spoletné jedno ohnisko S8, bod B,
a tetnu £, v ném. ProtoZe te¢na elipsy (hyperboly) pili dhel spojnic dotykového
bodu s obéma ohnisky, a to tGhel, v ndm# nelei st¥ed' kuZelosetky, bude druhé
ohnisko vidy na p¥imce w probfhajici bodem B, soumérng k p¥{mce SB, podle
teény ¢,. U eliptické drédhy bude druhé ohnisko vidy v téZe poloroving vyfaté
piimkou ¢,, u hyperbolické drahy v opaéné poloroviné neZ S. Pdjde-li o drahu
parabolickou, bude jejf osou rovnobdzka s p¥{mkou w (obr. 6).

Kruhové rychlost m4 i zde jisté vyjimedné postaveni. Pisobf-li totiZ v bodd
B, kruhové rychlost velikosti (v,);, pak je bod B, vrcholem vedlejif osy pH-
slukné ehptmké dréhy. To plyne ihned ze vzorce (10) Pro v, = (v,)x:

o=t =1 [km. (14)

(e

1

2 2
rl rl r'f

3.3. Vektor rychlosti v, kolmy k pravoditi SB, (w. -z, 32’-‘)

Zatitek drihy, bod B,, jé zfejm¥ jednfm vrcholem hlavni osy eliptické nebo
hyperbolické drahy, po pfipadé vrcholem dréhy parabolické. K urdeni drah
postadf vypotist velidiny a, ¢, resp. p u paraboly.

Pro v, = (v,); 1ze v tomto ptipad® zavést pojem stactondrut drufice. Souvisf
8 timto problémem: Jaké musf byt vzdilenost r,, aby doba ob&hu télesa po-
hybujictho se po kruZnici byla privé 24 hodin? Kdyby se ono téleso pohybo-
valo napf. v roviné rovniku ve sméru otddeni Zems, stdlo by zdanliv® stéle

nad tymZ mistem rovniku. (Pro tiplnost tfeba poznamenat, Ze téleso vypusténé
se Zem& by mélo ve skutednosti v tomto piipadd jiz pfed zapodetim svého
pohybu rychlost (zvanou n&kdy ,,vtisknutéd rychlost), jakou se pohybuje
ka?dé misto na rovniku pfi otddeni Zemd kolem své osy (cca 0,46 kms-1).
Pti vypusténi t8lesa ve sméru otddeni Zemd by mohla byt o tuto hodnotu
zmensena velikost pottebné rychlosti v,. Smluvili j jsme.se viak, ie ‘tyto okol-
nosti zanedbdme.)

2‘"("-)&

Pa.k musf platit o = 24 . 3600, odkud po tpravd dostdvame
s/k
. (r)r = 42260  [km] . (15)
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Ptisludnd kruhové rychlost je
(v:)e = 3,073  [kms™] . (16)

Vysledek: Té&leso, vymriténé ve vzdélenosti 42 260 km od stfedu Zems
(tj. cca 35890 km nad povrchem Zemé) rychlostf 3,073 kms™? ve sm&ru kolmém
ke spojnici mista vypusténi se sttedem Zems, obshne Zemi prévé za 24 hodin.
Bude-li se pohybovat v roviné rovniku souhlasn® s otédenfm Zem&, bude
zd4nlivé trvale stit nad tym% mistem rovniku (neuvafujeme-li tzv. vtisknu-
tou rychlost).

Obr. 6. Riuzné obd#né dréhy pti dnikové rychlosti pusobici v riiznych smérech.

3.4. Vektor ryehlosti leZi ve sm¥ru prﬁvddiée 8B, (y, = 0)

Vzorce (4), (6), (7) davajf pro tento pHfpad p = 0 => ¢ = 1.
Dréha se redukuje na tsetku nebo polopiimku. Elipsa degeneruje tak, %e
ohnisko S prejde v jeden krajni bod d.ra,hy Druhy krajnf bod udéva ne]vyééi

dostup t&lesa. Pislusny privodié mé velikost — viz (10) — r=2a=
= — 2 5 » takle maximiln{ dogaZens vy¥ka nad Zemi (dostup) — viz
2 _ s
y f
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také obr. 7 — je
=5—— —f [km]. (17)

Zvléstni postaveni kruhové rychlosti se projevi i zde. Je-li toti v, = (V)
mé nejvzdalendjif bod dréhy podle (17) pruvodi¢

2
T
| ronf
Vysledek: Je-li velikost rychlosti v, p¥i svislém vrhu vzhiru rovna pravé
kruhové rychlosti pro p¥isludnou vysku 2, dostoupf téleso do vzdilenosti, jez
je rovna pravé dvojnasobku vzdélenosti mista vrhu od sttedu Zems. Pti

vrhu s povrchu Zemé by téleso dostoupilo do vysky rovné polom&ru Zemé.
Viz také obr. 7. ' ‘

=

= 2r,. o (18)

4. Ob¥Iné doby
Pti vySetfovani doby T potfebné k jednomu tplnému ob&hnutf drahy mé
zfejm& smysl jen piipad eliptickych (kruhovych) drah. Na parabolické a
hyperbolické drize bude doba 7' nekoneéné velké. Z definice ploiné rychlosti

: b2 e
[s]. ProtoZe p = == T je také T =

2nab

vyplyvé 3qT = mab, T =

= 2ra V;— a po dosazeni z (10) konetnd

Obr. 8. Porovnéni drah se sttedovym priifezem Zems (x) a sklony drah vzhledem k roving zem-
ského rovniku (8) umslych druic: a) prvni sovétské, b) druhé sovéteké, c) prvni americké.
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SpeciéIng pro kruhovou rychlost dostaneme

T = 2™ 9044.10-%r,) " [s]. (20)

s

b. Z&vér

Dosud (do 30. 4. 1958) bylo vypuiténo #est drutic Zem&. Prvnf sovétskd dne
4. 10. 1957, druhd sovdtskd dne 3. 11. 1957, prvni americkd dne 31. 1. 1958,
druhé a.mencké. dne 17. 3. 1958, tket{ americkd druioe dne 26. 3. 1958
a 3. sovétekd druice dne 15. 5. 1958. Zékladni idaje, pokud souvisi s tema-
tikou tohoto &lénku jsou v této tabulce (v, obr. 8):

Perigoum |  Apogoum [ roviny drahy
bezprostf. po vypubténi, k rovin® rovniku
v km
1. 888R (Sputnik I) ..... 220 930 64,3°
2. 88SR (Sputnik IT) .... 240 1670 62,5°
3. USA (Explorer])..... . 350 : 2550 32,8°
4. USA (Vanguard I) 630 4000 . 35,0°
5. USA (Explorer III) 180 2800 33,3°
6. 88SR (Sputnik IlI)‘) cca 185 " ocae 1880 cca8b °

Ze zékladnfho materidlu uvedeného v tomto &ldnku by byio mozno odvozo-
vat dalif vztahy a zajimavé zdvéry. K ndkterym otdzkdm se vritime v jiném
¢lénku.
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*) Udaje o pengen, apogen a sklonu rovmy dréhy k rovind rovniku nebyly v dob, kdy toto
&fslo Blo do tisku, jektd pFeend promé!'eny
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