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reálně různé, je-li - 7 # ? < AG < ffl; je-li AG = - 7#í, je bod dotyku jeden reálný, 
jinak jsou body dotyku konjugované. 

d) je-li Zlt = ^/2S -= Z8 3 = 0, má křivka všechny dvojnásobné body za body úvratu, 
tedy u = 0, k = 3 a 2T = 2. Existuje tedy jediná tečna, jejíž rovnici dostaneme z (5.4) 

dosazením X = 2.4 = , t. j . 
G 

Gpz -f C0Ž - ftŠ = 0 . (5.6)**** 
Dotykové body jsou dva reálné různé, leží na kružnici G%zz -f G]iz -F Gffž — 2/?j5 = 0, 

И) s jejímž středem | — 77) tvoří rovnostranný trojúhelník, jehož těžiště je reálný bod 

úvratu. 

Souhrnně máme tedy výsledek: 
Bicirkulární kvartika bez bodů úvratu má čtyři dvojnásobné tečny, z nichž dvě jsou reálné 

různé a dvě konjugované. 
Bicirkulární kvartika 8 jednim bodem úvratu má dvě dvojnásobné tečny, jež jsou reálné 

pro AG < 0 a konjugované pro AG > 0. 
Bicirkulární kvartika 8 body úvratu v kruhových bodech má jedinou dvojnásobnou tečnu, 

jež je reálná. \ 
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URČENÍ PARAMETRŮ SLOŽENÉHO ROZLOŽENÍ 

jjAN NAVRÁTIL, ČVUT Praha. 

Methody k rozdělení rozložení, složeného ze dvou normálních, na složky ([1], [2]), 
předpokládají, že průměry obou složek jsou různé. Analogická methoda, vycházející 
z předpokladu, že průměry obou složek jsou stejné [3], vyžaduje výpočet momentů do 
6. řádu, což značně snižuje její praktickou aplikábilitu. V této práci je řešena úloha roz
kladu rozložení, složeného ze dvou normálních složek se stejnými průměry, použitím 
absolutních momentů do 3. řádu. 

1. tvod 
Při měření hodnot nějaké náhodné veličiny X na souboru jedinců se často předpokládá, 

že měřená náhodná veličina má normální rozložení N (m,a*), to znamená: pravděpodob
nost, že náhodná veličina nabývá u jedince souboru hodnoty menší než a? je dána 
vztahem 

1 r - l / í ^ . 1 

P(X <x) = -^7=- I e - l « / dí. (-) 
«Vin j 

- 0 0 
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NěJ^dy však není soubor homogenní a.rozpadá se na několik skupin. Pro každou skupinu 
má sice měřená náhodná veličina rozložení normální, avšak hodnoty parametru m a a2 

těchto rozložení jsou pro různé skupiny obecně různé. V tomto případě je někdy vhodné 
provésti rozklad složeného rozložení náhodné veličiny na normální složky, to jest určit 
hodnoty parametrů m a a2 pró jednotlivé skupiny. 

Příklad: Skupina studentů provádí měření ohniskové dálky čočky. Můžeme před
pokládat, že pro jednotlivé studenty je ohnisková dálka normální náhodná veličina s para
metry m a a2 charakteristickými pro jednotlivé studenty, na př. každý ze studentů má 
jiný rozptyl měření podle své pečlivosti a podobně. Hodnoty ohniskové dálky naměřené 
skupinou studentů tvoří pak složený soubor: PříkladHohoto druhu je v závěru práce 
uveden jako ilustrace na popsanou methodu rozkladu. 

Rozklad složeného normálního rozložení na jednotlivé složky patří ke klasickým úlo
hám v matematické statistice. K rozkladu se užívá zpravidla methody momentové, 
r-tý obecný moment normálního rozložení je definován vztahem 

i 
1 /«-m\2 

A., - - - - - - - - , , - O - T I — ) * » • ' <2> 
£r|/2тc • / • " 

Momentová methoda spočívá v tom, že parametry m a a2 jednotlivých složek určíme tak, 
aby momenty theoretického rozložení, vzniklého složením těchto složek, byly stejné 
jako momenty složeného rozložení, jež máme analyso vat. Postup je zřetelný z dalšího 
výkladu. 

První řešení P e a r s o n o v o [1] pro případ nestejných průměrů složek pochází z roku 
1894. Toto řešení je numericky obtížné a zdlouhavé i v úpravě R i s s e r o v ě - T r a y í i a r -
d o v ě [2] z roku 1933. U nás methodu Risserovu-Traynardovu převzal (i s chybou tisku 
v [2]) F . E g e r m a y e r [3]. Částečné zjednodušení výpočtů přinášejí práce [4] a [5] z roku 
1934. Těchto method je možno použíti pouze v případě, kdy průměry obou složek jsou 
významně odlišné. Případ stejných průměrů je formálně jednoduchý, použije-H se mo
mentové methody Pearsonovy (viz na př. Janko [7]), vyžaduje však výpočet momentů 
do 6. řádu. Výpočet těchto momentů je velmi zdlouhavý a vypočtené hodnoty jsou ne
přesné. Proto se methody pro praktické aplikace nedá téměř použít. V této práci je 
použito k řešeni úlohy momentů absolutních a stačí tu omeziti se na momenty 3. řádu. 

Uvedený problém rozkladu složených rozložení má v praxi dosti značný význam (viz 
n a př. Hald [6]); důležité jsou n a př. aplikace v geodesii a v theorii chyb. Aplikovat lze 
ovšem uvedenou methodu jen v tom případě, je-li počet pozorovaných hodnot, z nichž 
jsou momenty počítány dost veliký, aby momenty vypočtené z experimentálního mate
riálu mohly s dostatečnou přesností nahradit momenty theoretické. Při aplikaci musí 
být též dostatečně odůvodněn předpoklad, že rozložení vzniklo složením dvou rozložení 
normálních. l 

2. Momentová methoda é 

2.1. Absolutní momenty normálního rozložení, r-tým absolutním centrálním momen
tem, příslušným k normáhumu rozložení s hustotou 

1 - I f L J ? ) ' 
7 ( a ! ) = T F = - e M - / . , x*(- oo.oo) (1) 

y 2 - a 

+ 00 
nazveme číslo 

Pr = T P ^ - / | * - m | r - . e 2\ a I óxé (2V 
V2тt aj 

- 0 0 

_ 1 /«-m\í 
- m l ' , e ~ M ~ * ~ / 
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Snadno se vypočte 

•ßг = я « 
(2k)l 

2* . k! 02*+1 = <** 2*+i j / Л . 2* . k! (3) 

2.2. Rozklad složené funkce. Hustota rozloženi složeného ze dvou ňqrmálnich rozložení 
o stejném průměru je 

(»-«*)» 
f(x) = k Î T = - в -«»' + ( i - * ) - _ _ , 

[/гтtO*! pтCO*a 

(a?-tn)ж 

~V~" 

зæ 

200 

юor 

-6 - 5 - 4 - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 5 6 

Empirické a theoretické r ozloženi měřených hodnot z přikladu. 

Pro momenty funkc f(x) zřejmě platí vztahy 

џ'x = m , /32в = 
(2*)! 

2* . s! 
[fca»* + (1 - fc) ffj»] , 

Označíme-li 

ŕм+i = ] / | - .-*••« [K*+ 1 + (1 - *) ^ 1 ] • 

2«.в! _ "l/-" 1 
^" ' l íSjT ~ * ' ßгs+1 |l T ' IГIГ = *,+1' 

(4) 

(6) 

(6) 
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dostáváme pro určeni parametrů av at, k systém tří rovnic 

-4i = k(<*i - **) + *t . ^ t = k(<*\ - <*\) + °\• -4$ = &K ~ <*\) + <*\ 

Po elementárních úpravách systému (7) dostáváme tyto výsledky: 

B -D 
B +D B -D 

Aг 2 

kde 

Aa - A,A, = B ^ A\- AtA, = Q t B t _ w = D% > 

4 . - A\ At — A2 

(7) 

(8) 

2.3. Aplikace na empirické rozložení* Uvedené výsledky můžeme aplikovat na empi
rické rozložení o velikém rozsahu tak, že momenty ve výrazech (8) nahradíme příslušnými 
momenty výbérovými. Momenty empirického rozložení četností daného třídními čet
nostmi nt počítáme podle známého vzorce 

- 4* - v (») 

kde x{ značí střed i-té třídy, k je počet tříd a N = 2 ni- Když jsou třídy ekvidistantní, 

používá se k výpočtu s výhodou methody vhodně zvoleného počátku (viz [7]). 

Stejné výhody se dá použít i při výpočtu absolutních momentů, které jsou ve shodě 
s (2) definovány vztahem 

1 * 

^=^2><-Kr-»-- < 1 0 ) 
Pro jednoduchost zavedeme značení 

2 ( * i - * o ) r " ť = S;:, 2 ( a < - « i ) r n f - = i 8 f + f r = 0 , 1 , 2 , . . . (11) 
*i < mi' xi ^ *»ť 

kdea?0 značí vhodně zvolený počátek. Snadno se odvodí tyto formule, výhodné pro nume
rický výpočet momentů: 

»*r = ^г І o ( Г

pJ (*. - K ) ' - • ISІ + «І"]. 

ь.r = r̂ ío p (*. - Чг-" • t«+ + (--Г-' • sл 

(12) 

Pro ilustraci uvedu numerický'příklad: I ' 

Dva studenti prováděli měření ohniskové dálky čočky. Provedli celkem 1000 měřeni 
s těmito výsledky (převedeno lin. transformací na vhodné měřítko): / 
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Č tnost ČSetnoвt 
X n(x) m mpirická vypoбtená 

- 6 2 2 
' - 5 3 4 

- 4 11 12 
- 3 35 37 
- 2 109 114 
- 1 264 243 

0 291 290 
1 177 ' 189 
2 71 73 
3 26 23 
4 5 8 
5 4 3 
6 2 2 

Vypočtené 
charakteristiky: 

m 2 = — 
Ьi = 
*>з = 
h = 

* i = 
(Ta = 

0,209 
2,2413, 
1,1388, 
6,1958, 
0,26, 
2.1879-
1,1587, 

Z u v e d e n é t a b u l k y j e v idě t i d o b r o u s h o d u m e z i e m p i r i c k ý m rozložením a m e z i rozlo
ž e n í m t h e o r e t i c k ý m , v y p o č t e n ý m p o p s a n o u m e t h o d o u . 

ZávSr 

V prác i j e p o p s á n a m e t h o d a určení p a r a m e t r ů rozložení, s loženého ze d v o u n o r m á l n í c h , 
p o u ž i t í m m o m e n t ů absolutních. T í m j sou d o p l n ě n y p r á c e [2], [4], [5], j e ž t o n a vyšet řo
v a n ý p ř í p a d nelze použ í t m e t h o d t a m u v e d e n ý c h . B ě ž n á m e t h o d a m o m e n t o v á , u v e d e n á 
n a p ř . v [7], j e m á l o apl ikovate lná, j ež to použ ívá m o m e n t ů 6. ř á d u . V p r á c i se p ř e d p o k l á d á 
s te jně j a k o v p r a c í c h výše c i tovaných, že výběrové m o m e n t y m o h o u uspokoj ivě p ř e s n ě 
n a h r a d i t m o m e n t y skutečné, což v y ž a d u j e empir ických rozložení ve lkého r o z s a h u . 
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