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svilj pietni projev nad katafalkem ve fyzikdlnim tustavu zakonit slovy: ,,Takovi lidé
jako profesor Kucéera by neméli umirat‘.

Neuvedl jsem podrobnégjsi informace o Kucerové védecké Einnosti a odkazuji &tenafe
na tyto prameny: F. ZAVISKA: Prof. Dr Bohumil Kucera, Cas. mat. a fyz., 51 (1922)
240—247; V. NovAK: Paméti a vzpominky, str. 105—108, Brno 1939; M. Bo&ek: Prof.
Dr Bohumil Kucera, Pokr. mat., fyz. a astronomie, I (1957) 429 —437.

Aplikovana matematika
a doprava

Jan Cerny, Zilina

Matematika a doprava maju vela spolo&ného (hoci i vela protikladného).

Spolo¢né maju to, Ze spdsobuji beznym smrtelnikom mnoho starosti, ale bez nich sa
moderna spolo¢nost nemdZe obist. Aj ich vzajomna vézba sa neustale posiliiuje a jednym
z cielov tohto prispevku je ukazat, ¢o prinasaju jedna druhej. Pritom treba zddraznit,
Ze prinos je obojstranny. Matematika prinaSa doprave exaktné rieSenie réznych zloZi-
tych problémov, doprava zas stimuluje matematikov k formulovaniu uloh, ktoré sd
prinosom pri rozvoji samej matematiky. Dobrou ilustraciou je nasledujuci priklad.

1. Zilinsky problém

Téato tloha, vlastne skupina pribuznych uloh, vznikla na Vysokej §kole dopravnej
a Vyskumnom ftstave dopravnom v Ziline, a preto jej bratislavski matematici dali
spominany ndzov. Stretdvame sa s fiou tam, kde sti€asne prebicha viac periodickych
dejov, ktoré v niektorom zmysle navzijom stvisia.

1.1 Priklad.

Majme zoradovaciu stanicu, v ktorej je s smerovych kolaji, kde sa zhromaZduje
zafaZ a tvoria vlaky pre s rdznych smerov. Pritom predpokladdme, Ze utvorené vlaky
odchadzaja priamo zo smerovych kolaji, a to do prvého smeru m, vlakov za 24 hodin,
do druhého m,, ... aZ do s-tého m, vlakov za 24 hodin. Treba urdit asy t;(i = 1, ..., s,
j=1,..., m;) okamZikov ukonlenia zhromaZdovania zitaZe j-tého vlaku na i-tej
kolaji, a to tak, aby
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(i) odlivy z kaZdej kolaje boli &o najpravidelnejsie, t.j. bud aby presne platilo

24
tij+l - tl.l = ;‘hod (l = 1, caoy S;j = 1, “oey m,- - 1),

i

alebo aby aspoii tento rozdiel bol poZadovanej hodnote o najblissie a aby

(ii) dva najbliZsie po sebe iduce okamZiky ukondenia zhromaZdovania zafaZe na
réznych kolajach boli &o najdalej od seba, t.j.

xp*ir_l{|ti,. —tyl, |t + 24 — 15} = 24‘/=Z1 m,,

alebo aby toto minimum bolo udanej hodnote ¢o najbliZsie.

Vietky rovnosti z (i) aj (ii) méZu platit saasne len v niektorych Specidlnych pripa-
doch. Vo vieobecnosti Ziadame bud splnenie (i) a o najlepSiu aproximaciu (ii), alebo
naopak, pripadne neZiadame splnenie ani jednej rovnosti, ale Ziadame o najlepSiu
aproximiciu vietkych. Mieru aproximacie si stanovujeme podla potreby, niektoré
priklady si uvedieme neskor.

1.2 Priklad.

Majme s trati mestskej dopravy, ktoré vietky prechadzaju hlavnou ulicou mesta a na
jej konci bud kondia, alebo sa vetvia do réznych smerov. Na i-tej trati predpokladame,
Ze preméva spolu n; vozidiel a obrat jedného vozidla trva T; minut (T} prirodzené &islo).
Predpokladajme, Ze v dopravnej $pi¢ke je cestujicimi silne zafaZeny len jeden smer
prechodu dopravnych prostriedkov hlavnou ulicou a treba ich v tomto smere ¢o naj-
lepsie vyuZit. Nech T = [T, ..., T;] (t.j. &islo T je najmen3i spolo&ny nasobok &isel
T, ..., T,). Oznaime

m; = —; m; = m;.n;.

Cestovny poriadok tychto trati sa bude zrejme periodicky opakovat s periodou T.

Uvadzame &asovy interval {0; T) a zvolime pre ka*dé i =1,...,s a kaZdé
j=1,..,n; s t;;; €{0; T;) odchodu j-tého vozidla i-tej trate z vybranej zastavky
na spoloénom useku v uvaZovanom ,,vytaZenom‘* smere. Bude to prvy odchod tohto
vozidla v intervale {0; T'). Dalsie budi

tijzg =t +T;
(iii) :
tijm, = tijn + (M; — 1) T;.

Cisla t,3(i = 1,...,5j = 1,...,n;; k = 1, ..., ;) treba uréit tak, aby okrem (i)
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(i) odchody vozidiel kaZdej trate boli &o najpravidelnejsie, t.j. bud aby presne pla-
tilo

i T
tijr11 — Lijj = —=—,
iom;
alebo aby tento rozdiel bol poZadovanej hodnote ¢o najbliZie (tato poZiadavka vlastne
Ziada, aby cestujuci, ktori si odkazani pouZif iba i-tu trat, boli odv4Zani rovnomerne);
(i") odchody vozidiel na spolo&nom tuseku, bez ohladu na trat boli tieZ o najpra-

videlnejsie, t.j. bud aby presne platilo

Me

mi,
1

r?:: {ltin = tigl, [t + T — tial} = TJ

alebo aby minimum bolo udanej hodnote &o najbliZie (tato poZiadavka Ziada, aby cestu-
juci, ktori cestuji len na spoloénom tseku a méZu teda pouzit ktortkolvek trat, boli
tieZ rovnomerne odvéZani).

1.3 Matematicka formulacia tlohy

PretoZe okamZiky t;; v prvom a t;; v druhom priklade sa periodicky opakuj s istou
periédou T (v prvom pripade kladieme T = 24 hod = 1 440 min), mdZ%eme ich s vyho-
dou zobrazit na kruZnici x s dlZzkou (obvodom) T, t.j. polomerom TJ2x. Pritom v prvom
pripade body t;, t;,..., t;y, @ v druhom pripade body t;;, t;21, <+ tin1s -+ Litmips +-
s+ tin,m, tvoria m; - uholnik, vpisany do x.

Podmienka (i), resp. (i) Ziada, aby to bol pravidelny mnohouholnik alebo blizky

k nemu. Ak ozna&ime m = ) m,, podmienka (ii), resp. (ii’) Ziada, aby vrcholy vietkych
i=1

s mnohouholnikov vytvorili pravidelny m-uholnik alebo blizky k nemu.

V pripade, Ze budeme chciet, aby sa podmienka (i) splnila presne a (ii) o najlepsie
prichddzame k tejto ulohe: Zékladna tloha. Dan4 je kruZnica » = (S, T|2r) a prirodzené
éisla my, ..., m,. Do x treba vpisat

pravidelny m, - uholnik {4,,, ..., A} = &,

pravidelny m, - uholnik {4, ..., 4,, } = o,
tak, aby Cislo
d(eLy, ..., o) = min 4;;A;;
i¥i
bolo maximalne.

Pre &islo d(&/y, ..., o) platia niektoré ohraniGenia:
1. Ak o, je pravidelny m,-uholnik na x a o, pravidelny m,-uholnik na x,, tak

T

doAg,A,) < ——,
(s 2)—2[m1,m2]

priCom pre kazdé m;, m, a &, existuje také «/,, Ze plati rovnost.
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IL Ak my 2m,>...2m, a &4,...,4, su pravidelny m,-uholnik, m,-uholnik
atd. na »x, tak vZdy plati pravd z nasledujucich nerovnosti a existuji &5, ..., &,
Ze plati Tavd:

T

T <y #) < min <——T—— T) :
s[my, ..., m]

2[my,m,] m

Doékaz tvrdenia I.:

Ak § = (my, m;) je najva&si spoloény delitel &isel m, a m,, mdZeme pisaf m, = n,3,
m, = n,d, priCom n,, n, s uZ nesideliteIné a plati n = n,;n,d. Je zname, Ze existuji
celé &isla g, r také, Ze gn; + rn, = 1, a teda

(1) qm, + rm, = d.

Cislo n = [my, m,] je zrejme najmengie &islo s tou vlastnosfou, %e ak rozdelime
kruZnicu » na n rovnakych dielov, moZno aj pravidelny m,-uholnik, aj pravidelny
m,-uholnik vpisat do kruZnice tak, Ze ich vrcholy budt len deliacimi bodmi kruZnice.

Ak oy = {Ayy, ..., Aym} @ A5 = {Ayy, ..., Ayp,} SU mnoZiny vrcholov takychto

—

mnohouholnikov a pritom A,; = A,,, tak, pretoZe A ;A4;, je prave n, a A,;A4,, prave
n, dielov, z (1) vyplyva, Ze existujii A,;, 4,;, A;, A, také, Ze

AyAy; = Ay, Ay = 1 dielok = T[ny, n,].

_+ Ak ponechame o, pevny a za&neme ot4dat &/, okolo stredu S kruZnice %, v kladnom
smere budi sa body 4,; a 4,, vzdialovat, a body 4,;, Ay;, pribliZovaf. Po oto&eni
o 1/2 dielika bude

A11A21 = AZja Ay =

2[nyn,] -

Je teda zrejmé, Ze d(ofy, of,) nemdZe nikdy prekrogif hodnotu TJ2[n, n,].

Dékaz tvrdenia II. nebudeme podrobne popisovat. Jeho prava strana je temer zrejma
a Tava sa dostane ak najprv poloZime 4,; = A,; = ... = A,; a potom &, ponechime,
o, otogime o Ts[my, ..., m;], 3 0 2T|s[my, ..., m ]atd.

1.4 Problém algoritmu

Pre s = 3 je otazka algoritmu zloZita; jej zloZitost prudko rastie s rasticim s.
Jeden moZny pristup k rieSeniu ulohy je rozdelit <i ho na dva kroky:
1. topologicky — ur¢it poradie vrcholov jednotlivych n-uholnikov na kruZnici »;
2. metricky — pri zachovéni stanoveného poradia ur¢it presnd polohu vrcholov.
Zatial nie je zndmy iny sp6sob pre vykonanie 1. kroku, ako prebratie vietkych va-
riantov.
Podet vSetkych variantov pre dané m,, ..., m, v8ak nie je znamy, a preto tazko odhad-
nut zloZitost takého algoritmu.
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UkaZeme si preto isty algoritmus, ktorym sa sice neriesi zakladné uloha, pretoZe sa
nemusi dosiahnut maximélne d(#, ..., &,), ale jednak sa nim dosahuji dobré vysledky,
jednak ukazuje prekvapujtci stivis zakladnej Glohy s troma dal$imi dlohami, z ktorych
kaZda patri do inej matematickej discipliny.

Najprv si definujme doleZity pojem:

Nech &/ je dany pravidelny n-uholnik a nech {/;; i = 1, ..., r} sl pravidelny m,-uhol-
nik, m,-uholnik, atd. Potom hovorime, Ze

1. {4, ..., &,} je b-sustava vzhladom na «, ak
1a) kaZdy vrchol kazdého &, je suasne vrcholom &/

1b) Ziadne dva vrcholy dvoch réznych & .o/, nie su totoZné.

2. {y, ..., H,} je m-sustava vzhladom na «, ak je S-sustava a kaZdy vrchol o je
vrcholom niektorého A,;.

Spominany algoritmus (i skor pseudoalgoritmus) vychadza z &isel my, ..., m; a ma
tieto kroky:

1° PoloZme h = 1, M = {m;, ..., m;}. Najdime &islo n = [my, ..., my}.

2° Vybereme z mnoZiny . podmnoZinu A = {m;, ..., mir} taku, Ze existuju m,; -
uholnik o5, m;,-uholnik o,,, atd., také, Ze {5, ..., #,,} je m-sustava. Ak takd
exstuje, definujme A4, = {5y, ..., &2}, nahradime h+1->h, M — N > M
a vratme sa na za&iatok 2°. Ak neexistuje prejdime ku kroku 3°.

3° Vyberme z mnoZiny .# mnoZinu A" = {m;, ..., m;} taki, Ze existuji m, -uholnik
of 51, m;,-uholnik of,,, atd, také, Ze {,, ..., &,,} je S-sustava (pokial moZno s &o
najvac§im po&tom vrcholov). Ak existuje takd A" =+ 0 definujme 4, = {5y, ... 4,4},
nahradime A4 — A4 — #, h + 1 - h a prejdeme znovu ku 4°,

4° VpiSme do kruZnice »x pravidelné n-uhelniky 4,, ..., 4, také, aby spolu tvorili
pravidelny & . n-uholnik. Vyberme v kaZdom &, vrcholy n-(resp. 8) ststavy i, ..., 4;,.
Mnohouholniky Ay, ..., &1, ..s &p1s -+ .» &y, tvoria hladani sistavu a sme hotovi.

Pri pouZiti tohto algoritmu dostaneme d(/,, ..., &) = T/hn.

Podstatni Glohu v naSom postupe hra vyhladanie n-ststav pravidelnych mnohouhol-
nikov. Tato tloha ma suvis s troma dost navzijom odlisnymi matematickymi discipli-
nami, a to s tedriou &isel, tedriou grafov a tedriou informacie.

a) Stvis s tedriou &isel. Za upozornenie naii je autor vda¢ny S. Znamovi. Spoéiva v tom,
Ze ak kruZnicu x, rozdelenu na n dielov, nechame odvalovat sa po Ciselnej priamke, pri
vhodnej voIbe podiatku a meritka budi body kruZnice x prechidzat celo¢iselnymi bodmi
priamky, vrcholy pravidleného m;-uholnika na x» definuji na priamke aritmetickd
postupnost s diferenciou n/m;, n-sistava potom definuje presne pokryvajiicu sistavu
aritmetickych postupnosti a d-stistava Ciastocne pokryvajuica sistavu.

b) Stvis s tedriou grafov. UvaZme vietky orientované stromy, ktoré maju tieto vlast-
nosti:
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— jediny koreii (prameti),
— vsetky vrcholy rovnako vzdialené od korefia maji rovnaky stuperi,
— vSetky hrany smeruji od bodu bliZsieho koreiiu do vzdialenejsieho,
— existuje &islo h také, Ze o vzdialenosti h od koreiia je prave n (koncovych) vrcholov
stupnia 1.
MnozZinu takychto stromov oznaéme .
Zaverovou mnoZinou W stromu S e€ & volame mnoZinu takych vrcholov, Ze do
kaZdého koncového vrcholu vedie orientovani cesta prave z jedného vrcholu w e W.
Je zrejmé, Ze kaZdej dvojici S, W moZno jednozancne priradit n-sistavu pre n-uholnik,
kde n je polet koncovych vrcholov stromu S, a to tak, Ze vrcholu w e W odpoveda
m ~uholnik, kde m,, je pocet koncovych vrcholov, dosiahnutelnych z W.

¢) Suvis s teériou kédovania. Zaverové mnoZiny W stromov z predchadzajiceho odseku,
kde koreil ma stupeii r a zvy$né vrcholy okrem koncovych maju stupeii r + 1, st jedno-
jednozna&ne zobraziteIné (aZ na evidentni ekvivalenciu) na r-adické kédy s prefixovou
vlastnostou (t.j. také, Ze Ziadne kédové slovo nezagina inym kédovym slovom).

2. Niektoré dalSie netradi¢né aplikacie

Vyznam aplikdcie matematiky v doprave a spojoch je vSeobecne zndmy a uznavany.
U nas i v niektorych inych §tatoch vychovavajii vysoké §koly dopravné odbornikov typu
,,inZiniersko-matematického”, ktori by mali byt hlavnymi nositelmi uplatnenia matema-
tiky v doprave. Co ich bude &akaf? Nielen znime ulohy typu ,,dopravny problém”,
alebo dimenzovanie poétu opravarov metédami tedrie hromadnej obsluhy. Budu sa
musief potykaf aj s ulohami netradiénymi, na ktoré nie je vopred v znidmej §katulke
prichystand zndma metdda. Uvedieme si niektoré priklady takychto ,,netradiénych”
problémov, ktoré sa objavili v nedavnej minulosti.

2.1 Uloha pridelovania vysielacich TV kanalov

Prvy televizny program by mal pokryt celé uzemie na§ho dost hornatého $tatu, a to
sa da dosiahntf len tak, Ze sa siet zdkladnych a vykryvacich vysielaéov doplni stovkami
tzv. prevadzadov lokalného vyznamu. KaZdy z nich ma mat prideleny svoj vysielaci
kanal, a to tak, aby Ziadne dva vysielage, ktorych signal moZno prijimat na tom istom
(obyvanom) mieste, nemali rovnaky vysielaci kanal.

Splnit tuto ulohu s disponibilnymi 11 kanalmi nie je Iahké.

Z matematického hladiska je to v§ak prekvapujico uloha o vyfarbeni vrcholov grafu
tak, aby Ziadne dva susedné vrcholy nemali rovnaku farbu. Efektivny algoritmus na
rieSenie tejto tlohy vSak nepoznime.

2.2 Uloha o riadeni posunu v rozsiahlych Zelezniénych staniciach

Riadif posun vo velkej stanici znamena uréif kedy a kade sa voziiové skupiny presuni
Z miesta, kde s, na miesto uréenia. Aby sa takéto ulohy dali rie$if, vznikla pribliZne pred
dvoma rokmi u nis nova &ast tedrie grafov, ktord sa zaobera tzv. ,,polarizovanymi
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grafmi”, t.j. grafmi, ktorych vrcholy maji dva pdly a Ziadna cesta, ktord do vrchola
vchadza jednym pdlom, nemdZe nim hned aj vyjst bez toho, Ze by najprv presla za druhy
po6l. To zodpoveda Zelezniinej vyhybke, na ktorej nemdZe v smere hrotu (jazyka)
prejst kolajové vozidlo z jednej vetvy na druhu bez toho, Ze by preSlo za hrot. Pri
riadeni posunu ide o problém hladania ciest na polarizovanych grafoch.

2.3 Kritérium pre ukondenie zhromaZdovania zafaZe

V 1. &asti sme uvaZovali problém navrhu pevného grafikénu pre pracu zoradovacej
stanice. Ind moZnost je viak grafikén volny, pri ktorom sa o ukonéeni zhromaZdovania
vlaku na smerovej kolaji rozhoduje podIa toho,

1. &i su k dispozicii potrebné naleZitosti (rulefi, ¢ata a pod. — ak ich niet, s vlakom
i tak nemoZno odist),

2. ¢i sa nedosiahla maximalna dovolena zataz m; ak ano, s vlakom treba odist pri
najbliZSej prileZitosti;

3. &i predpovedany priliv zafaZe je dostato¢ny na to, aby sa eSte oplatilo vlak zdrZiavat
v stanici.

Matematicky zaujimavé je rozhodovanie sa na zaklade 3. podmienky. Ak oznadime
x(t) stav zataZe na smerovej kolaji v &ase ¢ (do budiicnosti podla predpovede), boli by
naklady na odvezenie tejto zataZe pri ukon&eni zhromaZdovania v &ase t vtvare ax(t) + b,
teda na 1 tonu a + b/x(). Ak by sme naopak zhromaZdovali ete o &as At dlhsie, boli by
néklady na odvezenie vlaku po &ase t + At spolu so stratami za prestoj v tvare (0 < O <
< 1) ax(t + At) + b + cx(t + © Af) At + dAt, tj. na 1 tonu a + b[x(t + Ar) +
+ cx(x + OAt) At[x(t + At) + dAt/x(t + At). Krivka y = x(t), pre ktori sa tieto
naklady pre €as t a t + At rovnaji, musi spliiovat rovnost

b b cAtx(t+9At) d At
x(f)  x(t + Af) x(t + A1) x(t+ A1)’

&o vedie na diferencidlnu rovnicu so separovatelnymi premennymi
, ) d 2
x'(f) = B () + Zx(t) = ax(f) + Bx(f)

pri podiato&nej podmienke x(0) = x, (Sas mdZeme potitat od chvile, kedy sa musime
rozhodniit).
Jej rieSenim je funkcia:

ﬂxoeﬁ'

%) = [B + axo(l — €] ’

ktorej graf je blizky exponencidle. Nas zaujima len v oblasti I = <0; X~ !(m)), kde
m je maximalna pripustna zafaZ, pretoZe pri x(f) = m treba zhromaZdovanie ukon&it
ihned.
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Rozhodovanie potom prebicha takto: Ak je momentdlne na kolaji zafaZ x, a jej
predpoved pre tel je x(f), pricom x(t) < X(f) na celom I, treba zhromaZdovanie
ukongit (pretoZe priliv zataZe bude primaly na to, aby ,,zaplatil” prestoje). Ak existuji
t eI také, Ze x(t) > X(t), treba vyZkat.

2.4 Uloha o zvy§ku z4faZe na smerovej kolaji pri pravidelnom grafikéne

V ustélenom stave je velkost zvy§ku nahodné premenné s hustotou pravdepodobnosti
g; priliv ztaZe za obdobie medzi dvoma odlivmi je ndhodna premenna s hustotou
pravdepodobnosti f; ak m je maximélna prispustnd zataZ vlaku, dostaneme funkciu
g ako rieenie tejto zaujimavej integrélnej rovnice

u+m

o(u) = f(u) J :g(v) do + J Fu +m — 1) gf)dr.

3. Myty a skuto¢nost

Skisenosti s pracou aplikovanych matematikov v doprave a spojoch, z ktorej drobné
paberky sme si uviedli, privadzaji nds k mnohym vdZnym otdzkam o aplikovanej
matematike vdbec, o jej postaveni v naSom matematickom Zivote, o jej moZnostiach
ziskaf pre matematiku viacSie spolofenské uznanie, o $kolskej priprave kddrov pre
aplikacie, ako i o ich dalSom vedeckom raste a pod. To sa viak uZ v zasade v$etko
povedalo v pozoruhodnych ¢lankoch D. W. LickA a S. L. SOBOLEVA v Pokrokoch €. 1
r. 1974. Obmedzime sa preto len na niektoré myty, zakorenené v nasSej obci matema-
tickej, na ktoré tieto skiisenosti vrhaji trochu iné svetlo.

3.1 ,,Iné odbory (napr. doprava) nds pre svoj rozvoj potrebuju, my ich nie.*

UteSovat sa takto sice m6Zeme, ale si dobré predpoklady na to, aby sa situacia
celkom obratila. Dopravéci, ekonédmovia a ini, vidiac nd§ nezdujem, si vychovavaji
vlastnych odbornikov so silnou matematickou pripravou a dopyt po matematikoch
(napr.v inzeratoch) na $kodu ich aj naSu klesa. Na druhej strane hned spominané dva
odbory stimulovali rozvoj niekolkych matematickych disciplin, ba i vznik novych.

3.2 ,,Praca v aplikéciach je otrava a vedecké hodnosti sa fiou aj tak ziskat nedaji.
Tu je (Zial) pravdiva len druhé &st mytu. K prvej snad nieo povedali i prv uvedené

priklady.

3.3 ,,Aplikovani matematici v doprave vystadia s linedrnym programovanim a dopravny-

mi siefami.

3.4 , Farebny problém tedrie grafov je neaplikovateIna hracka.

3.5 ,,Tedria ¢isel je aplikovanym matematikom nanig.*

Tri posledné myty sndd mdZeme ponechat bez komentara.

Zaverom snad len tolko: Hadam by neSkodilo prestat delif matematicku &innost na
&istli a nedistu (opravujeme aplikovanu), ale viimat si hodnotu jej vysledkov bez ohladu
na to, v ktorej oblasti vedy néjdu tieto vysledky hlavné uplatnenie.
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