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ZPRAVY, JUBILEA, HISTORIE

PROBLEM KVADRATURY KRUHU A LAMBERTUV DUKAZ
IRACIONALITY CISLA =

Kvadratura kruhu je jednim ze tfi proslulych matematickych problémi starovéku (trisekce
thlu, zdvojeni krychle, kvadratura kruhu). S ulohou zapolili matematici nékolik tisicileti. Jde
totiz o nasledujici ukol:

Lze sestrojit ¢tverec o stejném plo$ném obsahu jako ma dany kruh, a to jen pravitkem a kru-
zitkem?

S timto ukolem je v podstaté matematicky ekvivalentni tzv. rektifikace kruznice, tj. konstrukce
délky =, vyjadfujici pomér obvodu kruhu k jeho priméru.*)

Popularita problému kvadratury kruhu zéaleZela hlavné v tom, Ze s¢ mu mohlo porozumét
bez vétsich matematickych znalosti.

Problémy jsou zdanlivé jednoduché, a proto se je snazili fesit po cela staleti vedle matematik(
i laici, ktefi neméli v matematice ¢asto ani dostatedné znalosti.

Teprve J. H. LAMBERTOVI se podafilo vr. 1767, jako prvnimu, dokazat iracionalitu ¢isla = a LiN-
DEMANNOVI v r. 1882 jeho transcendentnost. Tim byla dokdzana nefesitelnost tlohy a cely problém
definitivné ukoncen.

Déjiny kvadratury kruhu mizeme rozdélit do nékolika obdobi (2], str. 8 —9).

Prvni obdobi sahd od za¢atku matematiky pfiblizné az do poloviny 17. stoleti; charakterizuje
ho skoro vyhradné geometricky ptistup ke studiu problému, ktery byl zdkladem i numerickych
vypoctu Cisla 7.

Druhé obdobi zatind v dobé, kdy vznikajici diferencidlni a integrdlni pocet zalind skytat
prostiedky i pro studium kvadratury kruhu a pfevladd v ném pouziti a rozvinuti infinitezimalnich
metod.

Tieti obdobi miizeme pifesné vydélit: zaina rokem 1767, tj. rokem vydani Lambertova pojed-
nani ,,Mémoires sur quelques propriétés remarquables des quantités transcendantes, circulaires
et logarithmiques** (ervenec 1767 v Mémoire de I’Académie de Berlin, Année 1761, Berlin 1768,
str. 2265—322) a kon&i r. 1882, kdy vychézi v Berlinské akademii Lindemannova prace ,,Uber
die Ludolphische Zahl** (viz Sitzungsberichte der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften
zu Berlin, 1882, str. 679—682) a pojednani ,,Uber die Zahl n** (viz Mathematischen Annalen,
ro¢. 20, str. 213 —225). Teprve toto obdobi pfinasi kone¢nou odpovéd poznavanim povahy &isla 7,

*) Historicky jsou vsak rektifikace kruznice a kvadratura kruhu odlisné. Oba problémy snad
byly az do doby Archimedovy feSeny nezavisle na sob€ a jejich souvislost se nechédpala.
Oznac¢ime-li si totiZ r polomér kruhu, d = 2r jeho pramér, u« jeho obvod a P jeho obsah, potom

u=nd=2r

Z druhého vztahu vyplyva, Ze P se rovna obsahu trojihelnika, jehoz zakladna je rovna obvodu
kruhu a vy$ka poloméru kruhu. Jde tedy o geometrické sestrojeni délky « (rektifikace kruznice),
nebot dale jiZ umime sestrojit ¢tverec rovnoplochy danému trojahelniku.
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kdyz Lambert zahdjil obdobi poznanim iracionality ¢isla 7 a Lindemann dtikazem jeho trans-
cendentnosti vyvoj ukonéuje.

V tomto Clanku chceme podrobnéji charakterizovat prvni a druhé obdobi a podrobnéji se
zabyvat vlastnim Lambertovym diikazem iracionality ¢isla = a s nim tzce spojenym dikazem
iracionality Cisla e.

V prvnim obdobi byla kvadratura kruhu fe$ena jen vepsanymi a opsanymi mnohouhelniky
s velkym poétem stran. Existovala snaha urlit ¢islo 7 vypodtem tak pfesné, jak jen bude nume-
ricky mozné. Slo tedy pouze o aproximadni provedeni kvadratury kruhu s jistou pfesnosti *).
Nejvétsi piinos v matematice tohoto obdobi pfinesli ARCHIMEDES a HUYGENS.

Jeden z prvych pokusi o vypolet obsahu kruhu se nachazi na egyptském papyrusu ,,Rhind*,
uloZzeném v Britském museu ([3], str. 19, 43). Bez dal$iho vysvétleni se tam doviddme, Ze plocha
kruhu je rovna plose ¢tverce o strané, kterd je o 1/9 mensi nez pramér d. Tedy:

2 2
d 8 64 1
——) =(-d) = —d?= -nd?
9 9 81 4

Z toho tedy dostdvame, ze n = 256/81 = 3,1605, coz je pomérné dobrym pfiblizenim. Naproti
tomu Babylonané pouzivali hodnotu 7 = 3 a jen vzacné hodnotu = = 3% ([3], str. 102).

V r. 420 pf. n. 1. nasel Hipprias z ELisU kiivku ([4], str. 101 —2), kterd s jistou piesnosti, i kdyz
omezenou, fedila jak problém trisekce thlu, tak i problém kvadratury kruhu*). Nazyvala se
kvadratrix (tretoaywvifovea), coz je prvni zndma transcendentni kfivka. Nebyla oviem hledanym
feSenim, protoZe ji samotnou nelze sestrojit pouze pravitkem a kruZitkem.

Pro nékteré specialni pfipady vypocital plochy ohrani¢ené oblouky — ,,menisky‘“ — Hirpro-
KRATES z Chia (ve 2. pol. 5. stol. pf. n. L.), ([3], str. 183 —8, nebo [4], str. 103—5).

Nejvétsim piinosem pro feSeni problému kvadratury kruhu byly viak ve starovéku prace
ARCHIMEDA ze SYRAKUS (287 —212). Archimedes dokazal ve svém dile ,,Mé&feni kruhu‘* ([2],
str. 71— 81) t¥i dulezité véty:

1. véta: Kazdy kruh je obsahové rovny pravouhlému trejihelniku, jehoZ jedna odvésna je
rovna obvodu kruhu a druha odvésna je rovna jeho poloméru (2], str. 71).

2. véta: Pomér plochy kruhu a ¢&tverce jeho praméru je ptiblizné roven poméru 11 : 14 ([2],
str. 74).

3. véta: Obvod kruhu je vétsi neZ trojnasobek jeho priiméru a rozdil obvodu kruhu a troj-
nasobku priméru je mensi nez 1/7 a vétsi nez 10/71 praméru:

10 1
3,14084 ... = 3ﬂ< < 35= 3,14285 ...

([2], str. 75).
PFi duikazech pouziva Archimedes opsané a vepsané mnohouhelniky s rostoucim poétem stran.

*) Demokritovska matematika nepredpoklddala limitu. Kruh byl tedy mnohotihelnik o velkém
podtu stran, a kvadratura kruhu byla tedy mozna.

Naproti tomu Archimedes pouZzil myslenky limitniho pfechodu a déle nemluvi o pfesném uréeni
¢isla 7, ale pouze o jeho aproximaci. U ného se vlastné dloha kvadratury kruhu méni v ulohu
rektifikace kruZnice a tim zadinaji vlastn€ snahy o co nejpiesnéjsi stanoveni ¢isla n. Nesmime viak
zapomenout, Zze uvahy fecké matematiky, tedy i Archimeda, byly vyjadfovdny v geometrickych
pojmech.

*) Hippias pomoci kvadratrix fesil pouze trisekci Ghlu. Teprve DiNOSTRAT (284 — 305) ji pouzil
pti feSeni kvadratury kruhu.
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Archimedova horni aproximace &isla 7, tj. 31, se stala v pozdéj§i dobé v Recku pouzivanou
hodnotou pro pomér obvodu kruhu k jeho priméru.

Jesté piesnéjs§i hodnota n, neZ je Archimedova, se vyskytuje v PTOLEMAIOVE ,,Almagestu‘*
okolo r. 150 n. 1. ([4], str. 190—2):

17
n = 3—=3,1416
120

U Citand se setkdvame s hodnotou 7 = \/10 u CZAN-CHENA (78 —139). Hodnoty 7 = \/10
pouzival téZ Ind BRAHMAGUPTA (*598) a v 9. stoleti Arab MucHAMMAD AL-CHOREzMI. Liu Hul
(3. stol.) se pokousel aproximovat plochu kruhu stejnym zptisobem jako Archimedes. Vychézel
pfitom z vepsanych pravidelnych k .2"-thelnik@i. Pro aproximaci plochy kruhu S pouzival ne-
rovnosti

S$:n< §< 8, + A8 — Sy

kde S,, S,,jsou plochy pravidelnych n a 2n-uhelniki. Pro 96-tuihelnik dostal tak hodnotu = = 3,14
a pfi pouziti 3072-uhelnika = = 3,14159.
Jesté presngjsi hodnotu r ziskal Cu CcHunG Ti (430— 501). Podle ného:

3,1415926 < n < 3,1415927,

coZ je hodnota spravna na 6 desetinnych mist ([5], str. 70— 3).
Indové, jmenovité ARYABHATTA I. (*476), znali hodnotu

62832
n=——=13,1416.
20000

K tomuto vysledku se miZeme dostat pfi pouZiti vzorce

san= /12 — /(4 — 5D,

kde s, je strana vepsaného n-uhelnika; pro 384-uhelnik dostaneme \/ 98694 a to vede na Arya-
bhattovu hodnotu 7.

Arabové pii vypoétu &isla 7 nepiekonali po dlouhou dobu piesnost dosazenou Reky. Ve III.
knize ,,Kanona Masuda‘‘ vypolital AL-BIRUNI (973 —1048) n = 3,1417. Pouzil pfitom vepsaného
a opsaného mnohouhelnika. Vysledek byl tedy méné piesny nez diive znima hodnota = = 3,1416.

Velmi dulezity je vypocet ¢isla # DZEMSIDEM GEJASEDDINEM AL-KASIM v ,,Rysala al-muchitijja*

(Traktat o kruZnici) z r. 1424. Al-Kasimu se podafilo

C spocitat = na 17 spravnych cifer. Pf1 vypocétu si polozil

podminku, Ze = musi byt uréeno tak, aby chyba v ob-

D vodu kruZnice o priméru rovném 600 000 praméria Zemé
\ nepfevysovala ,,8itku vlasu* ([5], str. 301). Pii vypoc-
B

an tu se také opira o vepsané mnohouhelniky, jejichZ stra-

4 ny si viak vyjadiuje poné€kud jinym zptisobem nez napf.

A 0 Archimedes. V kruznici o poloméru 60 urluje posloup-
Obr. 1. nost tétiv pfisluSejicich obloukim 120°, 150°, 165°,

172,5° ... (obecné a, = 180° — 60°/2"~!). Déle po-
uziva véty ([6], str. 268):
Plocha obdélnika o stranach rovnych poloméru OA4 a souétu priméru AB s tétivou AC oblouku

mensiho nez 180° je rovna plode &tverce tétivy AD soudtu tohoto oblouku a poloviny jeho dopliiku
do 180° (obr. 1).
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Véta vyjadiuje rekurentn€ ¢leny zminéné posloupnosti tétiv. Oznacime-li r polomér, ¢, tétivu
piisluinou uhlu «, pak plati .

2
@r+ 1) r =tig+(1800-ay27 -

Polozime-li a, = (180° + az)/2, potom a = a,_, a pfedchozi rovnice pfejde na tvar

t:" =Q2r+tq,_)r.
Zapiseme-li toto v nasem oznaceni (podle obr. 1), dostaneme:

c2=rQ2r+ c,_y)
a odtud

= \/[r/Zr + cp-p].
Stranu vepsaného mnohotihelnika a, pak lze snadno vyjadfit pomoci Pytagorovy véty:
a, = \/(4r2 —c?.

Vypocet provedl al-Kasi v $edesatkové soustavé. Ale jako prvni mezi arabskymi matematiky pouzil
pfi vyjadieni 2z téZ desetinnych zlomkui. S jeho jménem je v8ak spojen jesté jeden dilezity fakt:
tiebaZe vyjadfil # mnohem pfesnéji neZ Archimedes, fika: ,, ... kromé Allaha nezna nikdo jeho
pfesnou hodnotu‘, ¢imZ zfejmé pochybuje o moznosti vyjidfeni 7 v kone¢ném tvaru. O tom,
Ze Cislo 7 neni raciondlni, byl také presvédcen jiz al-Biruni ([5], str. 305). Podobné hebrejsky
filosof MoISE; BEN MAJsoN (1135—1204) se jiZ okolo r. 1190 zminil o tom, Ze Cislo = se neda
piesné vyjadfit stejné jako /5000.

Evropsky stiedovék znamenal, podobné jako ve viech védach, i v matematice dobu stagnace.
A tak teprve FrRancors VIETEOVI (1540 — 1603) se podafilo postoupit kupfedu a novym zpiisobem
urdit ¢islo = na 9 desetinnych mist. Vychazel pfitom z jim dokazané véty:

Vepisou-li se kruhu dva pravidelné mnohouhelniky, z nichZ prvni méa polovi€ni pocet stran nez
druhy, je plo$ny obsah prvniho mnohouhelnika k druhému v poméru suplementdrni tétivy
(apotomy) prvniho k priméru ([2], str. 33).

Vieté tak dosel k vysledku, Ze plocha kruhu (pro 2r = 1) je

n 1

4 21 /G + 1DJI+ 3G+ DI

cili

n 1
2 JEJEH DB+ RG]
Odtud odvodil r. 1593 vztah:

2 T T 14 n
— = COS — COS — COS — COS — ...
n 4 8 16 32

Zasluhou Vietéovou bylo, Ze patrné jako prvy pouZival pro vyjadfeni = analytickych prostiedka,
mimo jiné i nekone¢ného soulinu ([7], str. 89).

Naproti tomu LUDOLPH VAN CEULEN (1539—1610), jehoZ jméno &islo © nese, ve svém dile
,,Van den Circkel* pouze spotital Archimedovou metodou pfi pouZiti aZ 60 . 22°-uhelnika &islo
na 19 desetinnych mist. Pozd&ji provedl vypo&et aZ na 35 desetinnych mist. Cislo 7 nese tedy jeho
jméno piesto, Zze Ludolph nepfinesl principidln€ nic nového.

Druhou nejvyznamné&jsi osobou prvniho obdobi byl vedle Archimeda holandsky matematik
Christian HuyGens (1629 —1695), ktery ve svém dile ,,De circuli magnitudine inventa* ([2],
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str. 85—131) védecky zdokonalil a 0 nové myslenky rozmnozil Archimedovu metodu numerické
rektifikace kruZnice. Podafilo se mu pfi vypoctu &isla n ziskat tfikrat vice desetinnych mist, nez
dévaji obvyklé metody. Pro 60uhelnik dostal hranice Cisla 7: 3,1415926533 < 7 < 3,1415926538,
kdezto podle Archimeda by se dostala desetinna mista pouze dvé ([2], str. 130). Huygens dokazal
ve svém dile fadu zajimavych vét:

Véta V ([2], str. 93—4): Plocha kazdého kruhu je vétsi neZ plocha jemu vepsaného pravidelného
mnohouhelnika zvét§end o tfetinu prebytku, o ktery pfevySuje plocha tohoto mnohouhelnika
jiny vepsany mnohothelnik s poloviénim mnoZstvim stran.

Véta VI ([2], str. 95): Plocha kazdého kruhu je mensi neZ dvé tfetiny plochy jemu opsaného
pravidelného mnohothelnika, zvétsené o jednu tfetinu podobného vepsaného mnohotuhelnika.

Véta VII ([2], str. 96): Obvod kazdého kruhu je vétsi nez obvod jemu vepsaného pravidelného
mnohouhelnika, zvét§eny o tfetinu pfebytku, kterym pievySuje tento mnohouhelnik obvod jiného
vepsaného mnohouhelnika s polovi¢nim podtem stran.

Véta IX ([2], str. 99): Obvod kazdého kruhu je mensi nez dvé tfetiny obvodu jemu vepsaného
pravidelného mnohothelnika, zvétsené o tfetinu obvodu podobného opsaného mnohouhelnika.

Véta XI ([2], str. 110): Obvod kazdého kruhu je mensi neZ mensi
z obou stiednich umérnych mezi obvody podobnych pravidelnych
mnohouhelnik®, z nichZ jeden je kruhu vepsin, druhy opsan. Plo-
cha kruhu je vSak mensi nez plocha mnohotihelnika podobného
oném dvéma, jehoZ obvod je roven vétsi z obou stfednich umér-
nych.

Véta XVI ([2], str. 123): Kazdy libovolny kruhovy oblouk, ktery je
mensi nez polovina obvodu kruhu, je vétsi neZ jeho tétiva zvétsena
o tfetinu rozdilu, kterym tétiva prevySuje sinus. Soucasné je vSak
mensi nez tétiva zvétSend o veli¢inu, kterd se ma k této tretiné jako
CtyFndsobna tétiva zvétSena o sinus, k dvojndsobné tétivé zvétSené
Obr. 2. o trojnasobny sinus. Tedy oznalime-li si a délku oblouku, ktery je

mensi nez polovina kruZnice, s jeho sinus, s’ jeho tétivu (obr. 2),

dostavame:
s —s 45 + s
3 25+ 3s’

7 S/_S ’
s+—3—<a<s+

Druhé obdobi se datuje pfiblizné od r. 1650 do r. 1766, zahrnuje tedy ptiblizné sto let. BEhem
tohoto stoleti v§ak se objevily v matematice takové osobnosti jako byl NEwToN, LEIBNIZ, BER-
NOULLIOVE a EULER. V tomto obdobi se jiZ misto ,,geometrické metody‘* zafalo pouZivat nové
vzniklé analyzy. Byla zde snaha uréit ¢islo n analytickymi vyrazy. Tak se napf. podafilo Johnu
WaLLisovi (1616—1703) vyjadfit ¢islo # pomoci nekoneiného soucinu (,,Arithmetica infinito-
rum*, Oxford 1656):

4 1.3.3.557.7...

7 24.4.6688..°

pfi¢emZ n/4 nazyval ,,malym Etvercem* ([8], str. 109). Velmi dulezitd je i Leibnizova fada ([9],
str. 30):

n { 1 4 1 1 . 1 1 X
4 T 3's 779 11T
Je to vlastné rozvoj funkce arctg x
) x3 4 x> X N :
arctgx=x— —+ — — — + ... rox=1.
& 375 P
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V r. 1706 vyjadtil anglicky matematik John MAcHIN (1680—1752) ¢&islo 7 na 100 desetinnych
mist ([8], str. 148; [10] str. 299). Vychazel pfitom ze vztahu

b4 4 ¢ 1 . 1
— = 4 arctg - — arctg — ,
2 g5 €539

rozvinutého do tvaru

n 4 1 11 1 n 1 1 n 1
4 \5 35 55 75777 239 32393 ' 52395 7

V r. 1719 ur¢il francouzsky matematik DE LAGNY (1660— 1734) ¢islo 7 na 127 desetinnych
mist*.

Nejvétsi prinos ve druhém obdobi znamenal nesporné Leonhard EULER (1707 —1783). Zaved!
jako prvni oznaceni 7 a e (baze pfirozenych logaritmi). Symbolu 7 uzil poprvé ve svém pojednani
.,Variae observationes circa teries infinitas‘* (1737). Euler odvodil také vztahy mezi exponencial-
nimi a goniometrickymi funkcemi ([8], str. 146), které vyjadfil v ndm zndmém tvaru:

e L e ix ) el _ gTix
1) cosx = ———— sinx= ———,
2 2i

kde e* zna&i exponencialni funkci, definovanou vzdy konvergujici fadou:
x X X P

Vzorce (1) mizeme psat téZ ve tvaru:

e* = cos x + isinx, e = cosx— isinx
Polozime-li x = x, potom e = —1,
& pro x = 27 e2in— 1.

Takto dospél Euler k vyznamnym vztahim mezi &isly € a n; pro Lambertovy vysledky pfipravil
Euler puadu i dal§im zji§t€nim.

Ve svém dile ,,Introductio in analysin infinitorum** (Lausanne 1748) vyjadfile a \/e fetézovym
zlomkem:

—_ -
—

e=(1,2m1)=2+
m=1,2,3,...

[ SRR
+

+

—

+

—]

1
1+ ...

+

B -

+

* Pro uplnost uvedeme i dalsi pozdéjsi vypod&ty ¢isla n. Tak VEGA (1754—1802) ve svém ,,The-
sauru‘‘ podal 7 na 140 mist, z nichZ 136 bylo spradvnych, a pfitom bylo zji§téno, Ze de Langyho
hodnota je platnd s vyjimkou 113. mista, kde mélo byt 8 misto 7 ([10], str. 442). V r. 1844 ur&il
Zacharias DAsE (1824 — 1861) pomoci Schulzovy formule

p 4 . 1 i . 1 n . 1
— = arctg — arctg — arc -
4 g3 £ 3

Cislo n na 200 desetinnych mist ([8], str. 367; [2], str. 46). Jesté pozdéji se podafilo RICHTROVI
spotitat m na 500 a SHANKsOVI na 700 desetinnych mist.
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S — 1
e=(4m+ 1,1, 1) =1+~ 1
Je= 5 4m+ =11
14+- 1
1+- 1
iyt
14 ..
Podobné vyjadril i
e— 1 1
3 i+l
6+— 1
Q) 10+E+1
18+ ...

V souvislosti s rozsahlymi vypodty &isla # na mnoho desetinnych mist a s pouzitim novych
analytickych prostiedki, zesilily v 17. a 18. stoleti pochybnosti, zda vibec patti ¢islo 7 mezi
raciondlni Cisla. Objevila se fada pokust o diikaz jeho iracionality, ale teprve kdyZ Euler odvodil
vztahy mezi goniometrickymi a exponencialnimi funkcemi, podafilo se v r. 1767 Johannu Hein-
richu LAMBERTOVI*) jako prvnimu iracionalitu &isla = dokazat.

Od tohoto roku se datuje tfeti a posledni obdobi v d&jinach problému kvadratury kruhu.
Lamberttv dikaz iracionality &isla 7.a soudasné i &isla e* a tg x pro racionalni x je obsaZen v jeho
pavodni praci, citované v tivodu, nebo v jeho pozdéjsim pojednéni ,,Vorldufige Kenntnisse fir
die, so die Quadratur und Rectification des Circuls suchen* ([11], str. 140—169).

Pokusime se v dal§im o stru¢né nastinéni Lambertovych myslenek.

Jesté pted vlastnim diikazem Lambert uvazuje: Kdyby bylo mozZné psat pomér

2r:2nr=1:71 (2%

jako racionalni ¢islo, potom by ¢itatel i jmenovatel musela byt velmi velika cela &isla (jak plyne
z Ludolphova ¢&i Lagnyho vypo&tu). Postupné pro (2*) dostava posloupnost poméri:
1:3
7:22
106 : 333
113: 355

324521540032945 : 1019514486099146
atd.

Piritom kazdy. z téchto pomériu je pfesnéjsi neZ piedchozi. Pro nazernost posledni zde udany
pomér uréuje 7 pouze na 25 desetinnych mist. Kdyby tedy Sel pomér 1 : 7 vyjadfit raciondlnim
Cislem, tvofila by jej Cisla je$té nesrovnatelné vétsi. Lambertem udané poméry pro 1:r tvofii
vlastné sblizené zlomky fetézového zlomku:

1 1

nﬁgﬂ—

Q=

1
+ = 1
2924 - 1
e

+

—

-

+

N | -

_+_

—]
—

T

*) Johann Heinrich Lambert (1728 —1777), némecky matematik, fyzik, astronom a filosof,
¢len Berlinské akademie.
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Je ziejmé, ze kdyby pomér 1: x el vyjadrit jako pomér celych é&isel, i kdyZ velikych, musel by
tento fetézovy zlomek byt konecny (nebo periodicky), jak jiZ dokazal Euler. Po této uvaze se
Lambert dovolava nékterych svych vysledkd z pojednani ,,Verwandlung der Briiche** ([11], str.
82— 3). Zde totiz stanovil kromé jiného i nekonelny fetézovy zlomek (neperiodicky) vyjadiujici
oblouk kruhu jako funkci tangenty odpovidajiciho uhlu (pfi jednotkovém poloméru). Naopak
také nalezl Lambert opa&né vyjadieni tangenty pfislu§ného oblouku jako funkci tohoto oblouku;
tento vztah je vyjadien nasledujicim fetézovym zlomkem:

¢ 1
v=—
& 1

1
3) yoo3 1
v s 1
v 7 1
vy 9
- -

Odtud vyplyva, Ze tangenta oblouku rovného 1/n poloméru (n pfirozené) musi byt iracionélni,
nebot pro v = 1/n dostavame z (3) fetézovy zlomek nekoneény a neperiodicky:

1 1
tg —= - 1
n n——

Specialn€ pro oblouk rovny poloméru (v = 1):

tg 1 =

—

1
@ 3 -

N
[
N -
|
O —
|

Dalsi Lambertiv postup lze také vyjadfit takto:
Sblizené zlomky «; = p;/q; vyrazu (4) si vyjadiime v tabulce:

a; P q;
1 0
1 0 1 Pi=aipi_1+Pi_»
-3 1 1
5 _3 _ 9i=a9;i_1+ gi—2
-7 —14 -9
9 95 61
—11 841 540
13 —9156 —5879
atd. atd. atd.
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Odtud pro né dostdvame posloupnost &isel p;/q;:

) 3 14 95 841 9156
2’9’ 61°540° 5879°

jejiz kazdy nésledujici Clen urfuje tg 1 piesnéji nez pfedchozi. Posloupnost (5) je nekonelnd,
pri¢emzZ Citatel i jmenovatel (aniZ by existoval jejich spole¢ny délitel) stale v absolutni hodnot&
monotonné rostou.

Nalezené sbliZzené zlomky si rozepiseme:

14_3+1

9 2 29

95_3+ 1 N 1

61 2 29 961

841_3+ 1 N 1 L 1

540 2 ' 29 961 ' 61.540
9156_3+1+1+ 1 N 1
5879 2 ' 2.9 ' 9.61 ' 61.540 ' 540.5879

Pokracujeme-li dale, miZzeme koneéné tangentu oblouku rovného poloméru vyjadiit nekoneénou
fadou:

1 1 1 1
toa T - -

1
tgl = — +
2.9 61.540  540.5879 = 5879.76887

+

[SS RN

Lambert o této fad€ podotyka, Ze ,,konverguje rychleji nez kazda geometricka fada‘*), a tvrdi,
Ze ,.jeji soucet je iraciondlni* ([11], str. 165)**). Dale Lambert ukazuje, Ze nejen tg 1/n pro n
pfirozené, nybrz kazda tg m/n (m, n pfirozena) je iracionalni. Tim vlastng dok4zal Lagnyho vétu,
Ze tangenta racionélniho oblouku je iracionalni.

Lambert vSak soudasné tvrdi, Ze v§ak musi platit i véta obracena, tj. Ze o blouk racionalnitan-
genty je iracionalni. Kdybychom totiz pfedpokladali, Ze jak tangenta oblouku, tak i oblouk jsou
racionalni, bylo by to v rozporu s pravé dokdzanou vétou.

Tim je v podstaté vlastni diikaz iracionality ¢isla = ukoncen.

Lambert na zdkladé poétaiské zkulenosti, ziskané pfi vypoétu trigonometrickych tabulek,
tvrdi, Ze se vyskytuje jedina raciondlni tangenta, jmenovité pro uhel 45°, ktera je rovna jedné.
Je tedy oblouk prislusny 45° a dale téz oblouk pfislusny 90°, 180°, 360° iraciondlni, a proto po-
méry téchto obloukid k poloméru nejsou raciondlni <isla.

Ponévadz plati

4
tgarc45°=tg-= 1,
4
plyne odtud podle pravé dokdzané véty, Ze n/4 je iracionalni.

*) Lambert se zabyval kenvergenci a dokonce rychlosti konvergence fady. Srovnava fadu
s geometrickou fadou. V 18. stoleti se s nééim podobnym setkdvame jen ojedinéle.

**) Lambertiv zavér vyplyva zde viak z Legendreovy véty, kterou ani nevyslovuje ani nedo-
kazuje, ale kterou pravdépodobné na zakladé pocetnich zku$enosti pokladal za zfejmou, jak se
o tom zminime ddle.
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V zavéru pojednani se Lambert zabyva otazkou soumétitelnosti oblouku, jeho tangenty a polo-
méru. ProtoZe oblouk a tangenta nemohou byt soutasné raciondlni, plyne odtud, Ze tedy oblouk,
tangenta a polomér jsou nesouméfitelné.

Lambertiv diikaz je na svou dobu velmi pfesny a naprosto spravné mySlenkové proveden.
Chybi mu vSak matematické odivodnéni véty o iracionalité né€kterych nekonecnych fetézovych
zlomku, které se v duikaze vyskytuji. Tuto vétu dokézal pozdéji Adrien LEGENDRE(1752—1833)
ve svych ,,Eléments de geométrie* na str. 161 ([2], str. 157— 166). Véta znéla:

Je-li

ml

T+

3|3

+

m”

n” 4+ ...

X

nekonedny fetézovy zlomek, kde m, n, m’,n’,m”, n”, ... jsou libovolna celd &isla rizna od nuly
a kde kromé toho viechny jednotlivé zlomky m/n, m’[n’, m”[n”, ... jsou mensi neZ 1, je hodnota
fet€zového zlomku iracionalni. Legendre téz ukézal, Ze fetézovy zlomek md iraciondlni hodnotu
i tehdy, kdyz zlomky m/n, m’[n’, m”[n”, ... nejsou vSechny mensi nez 1, ale aZ od uréitého pogi-
naje. Touto vétou pak Legendre doplnil diikaz iracionality &isla n. Stejné rozvoje mu dovolily
dokazat i iracionalitu Cisla nz, coz provedl ponékud jinym zpisobem pozdéji i Hermite.

Citované Lambertovy prace obsahuji také poZzadavek na dal§i studium iracionalit. Lambert
totiz upozoriiuje, Ze v matematice existuji vedle ¢isla 7z i jina ¢isla, u nichZ bude zapotfebi zjistit,
zda je lze nebo nelze vyjadiit pomoci poméru celych ¢isel. K nim patfi napf. &islo e, které podle
Lamberta ma v souvislosti s logaritmy pravé takovou tlohu jako ¢islo 7 vzhledem k délce kruhu.
Obé maji tedy velky vyznam. Piesto se matematici zabyvali vice Cislem n a studium podstaty
Cisla e opomijeli*). Lambert vidi divod pfedevdim v tom, Ze pojmy kruhu a &étverce jsou zndmé
skoro kazdému, coZ se nedd fici o pojmu logaritmu, ktery se zacal studovat az v 17. stoleti.
Kdyby toho nebylo, pak by se podle Lamberta jisté vyskytlo pravé tolik chybnych a marnych
pokusit dokazujicich racionalitu &isla e, jako se jich vyskytlo v souvislosti s Cislem 7.

Problém kvadratury kruhu v8ak diikazem iracionality = a e* nebyl ukon&en. Toho si byl védom
i sdm Lambert a vyslovil proto ve svém pojednéani ,,Mémoire sur quelques propriétés remarqua-
bles des quantités transcendantes circulaires et logarithmiques** domnénku, Ze e a # nejsou viibec
algebraick4 ¢&isla. Podobnou domnénku vyslovil i Legendre v ,,Eléments de géométrie** ([2],
str. 166): ,,... je pravdépodobné, Ze Cislo 7 neni obsazeno mezi algebraickymi iracionalitami, tj.,
Ze nemuze byt kofenem Zadné algebraické rovnice s kone¢nym poctem Clend, jejiz koeficienty jsou
raciondlni. Ale bude asi téZké tuto vétu presné dokazat*‘. Byla to jakasi vyzva pro dalsi nasledovni-
ky. Nejpozoruhodnéjsi v§ak bylo, ze Lambert svou domnénku vyslovil v dob&, kdy nebyla znama
vibec Zaddnd transcendentni &isla. Vyvoj studia algebraickych a transcendentnich Cisel se viak
vymyka z tematiky, kterou jsme sledovali.

Jaroslava Zéékovd

*) Euler nalezl rozvoj ¢isla e a vyrazu (e — 1)/2 v nekoneény fetézovy zlomek. Lambert v tomte
ohledu na né&j navézal ([11], str. 161) a dokézal, Ze také vyrazy (e — 1)/(e + 1) a (e? — )/(e2 +1)
a koneZné i obecné (¢* — 1)/(e* + 1) (kde x je raciondlni) Ize vyjadtit jako nekone&né neperio-
dické fetézové zlomky.
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SEDESAT LET DR. JIRTHO KABELE, CSc.

Dne 16. ledna 1966 se dozil Sedesati let zaslouzily $kolsky pracovnik RNDr Jifi KABELE, ktery
je dobfe znam na3i uditelské obci jako neinavny a houZevnaty pracovnik zabyvajici se dlouha
1éta problematikou vyulovani matematice, deskriptivni geometrii a rysovani. Na tomto useku
rracoval zejména v poslednich dvaceti letech, kdy ve svém ufednim postaveni musil ¢asto hajit
unosné podminky pro vyufovadni zminénych oborli na zdkladni i na stiedni 3kole. VyuZival
pfitom svych znalosti a zkuSenosti, kterych nabyl po absolvovani pfirodovédecké fakulty Masa-
rykovy university v Brné nejprve na této $kole jako asistent profesora Seiferta a pozdéji pii svém
pusobeni na primyslovych $koldch. Od roku 1945 je pracovnikem Vyzkumného ustavu pedago-
gického v Praze, kde vede nyni skupinu metodiky vyuCovani matematice a fyzice.

Z dlouholeté metodické a vyzkumné prace dr. Kabele vznikla vedle mnoha zprav a sdélent
o provedenych vyzkumech fada jeho studii o vyuCovani matematice a nékolik osobité pojatych
publikaci k zdvaznym otdzkdm uplatnéni védeckého svétového ndzoru pfi vyuCovani matematice
na zdkladni a stfedni $kole. Velmi zasluZnou praci vykonal dr. Kabele jako dlouholety vedouci
redaktor ¢asopisu Matematika ve $kole, kde vénoval nemalo usili snaze o pozvednuti odborné
i metodické urovné nasich uditell matematiky, deskriptivni geometrie a rysovani.

I kdyZ vzpominame Zivotniho jubilea dr. Kabele, ktery je doluholetym pracovnikem i v nasi
Jednoté, ponékud opozdéné, pfejeme mu do dalsich let Zivota upfiméné mnoho zdravi a Zivotni
pohody k realizaci jeho osobnich i pracovnich pldnt.

Josef Hardlek

DOC. DR. BOHUMIL VLACH SEDESATNIKEM
Dne 30. éervence 1966 se doziva 60 let RNDr Bohumil VLACH, docent fyziky na pfirodovédecké

fakulté University J. E. Purkyné v Brné.
Po studiich na prirodovédecké fakulté v Brné ucil matematice a fyzice na byvalych mé§fanskych
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