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Publikécie [5]—[9] poskytuju zakladr.é informacie o entropickej teérii, pravda, neobsahuju najnovsie
Ornsteinove vysledky. Ornsteinove vysledky, ako aj vysledky dalSich autorov sd obsiahnuté v pra-
cach [4], [10]—[15]. Clanky [16] a [17] st prehladné, v [18] sa aplikujii dosiahnuté vysledky na teoriu
staciondrnych procesov.

Poznamky k tretej Casti
18. Hilbertovho problému

Ernest Jucovic¢, Kosice

K napisaniu tychto poznamok podnietil autora ¢lanok V. FREIA [4], vlastne niekolko
(nie celkom vystiZznych) tvrdeni v iom. O 18. probléme HILBERTA sa tam hovori, Ze ,,ne-
patfi patrné k otazkam mimofadné plodnym pro samotnou matematiku‘. A o tretej
Casti uvedeného problému (urit maximélne zaplnenie E, zhodnymi gulami, popr. inymi
telesami — neskorSie ukaZeme, Ze Hilbert nie je pdvodcom tohoto problému) sa v [4]
piSe, Ze ,,sotva ji lze zodpovédét vyCerpdvajicim zpisobem*, pricom o dalSom vyvoji
tejto Casti Hilbertovho problému sa tam nehovori. KedZe ale na fiu nadviazuje vela
zaujimavych poznatkov geometrie poslednych desatro¢i (dakedy oznadovanych za
,,diskrétnu geometriu*‘), z ktorych mnohé je mozné pre kazdého zrozumiteIne formulovat,
je hadam vhodné struéne o tychto partiach modernej geometrie &itatelov Pokrokov po-
informovat a doplnit tak ¢lanok V. Freia. Ak to na prisluSnych miestach nebude inaksie
povedané, bliZsie informacie najde &itatel v monografidach [2], [3], [7], [8]; vynimkou
je iba vlastny problém b) v 4. odstavci.
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1. Na kruhovy stdl S s polomerom R poloZme k jednotkovych kruhov k, k,, ..., k;;
mnoZinu tychto kruhov oznaéme K a za hustotu uloZenia K v S oznaéme podiel zo suétu
obsahov kruhov z K a obsahu kruhu S. Ak sa polomer R zvaé§uje bez obmedzenia (a K
obsahuje nekoneéne vela jednotkovych kruhov — len to je zaujimavé) limitnym pre-
chodom dostavame hustotu uloZenia K v rovine. Dve uloZenia s zvla§t zaujimavé:
a) Ak Ziadne dva kruhy z K nemaju spolo¢ny vnitorny bod; takému uloZeniu povieme
zaplnenie a hladdme zaplnenie s maximélnou hustotou. b) Ak kaZdy bod roviny naleZi
najmenej jednému kruhu z K. Takému uloZeniu hovorime pokrytie roviny a hfadame
pokrytia s minimalnou hustotou. Zovseobecnenie pre vyssie dimenzionalne euklidovské
(i iné) priestory je zrejmé. Co tu je zname?

Pre E, stredy kruhov v zaplneni s maximalnou hustotou i stredy kruhov v pokryti
s minimalnou hustotou st vo vrcholoch pravidelnej trojuholnikovej mriezky. Maximalna
hustota zaplnenia je n/,/12, minimélna hustota pokrytia 2r/,/27.

Pre Ziadne n > 2 nie si zndme ani maximdlne hustoty zaplnenia ani minimalne
hustoty pokrytia E, zhodnymi n-rozmernymi gulami. Zname su iba odhady tychto ex-
tremalnych hodndt.

Viac sa vie povedat o extremalnych hustotdch zaplneni a pokryti ak pridams poZia-
davku: stredy gal prislu$nych uloZeni nech su vo vrcholoch mriezky prislusného pries-
toru (= mriefkové uloZenia). Tak su zndme maximalne hustoty mrieZzkovych zaplneni
E, zhodnymi gulami pre vSetky n < 8. Pre n = 2, 3 ich poznal uZ Gauss, pren =4, 5
v sedemdesiatich rokoch minulého storodia KORKIN a ZOLOTAREV. Prave tieto &iselné
udaje najde ditatel v citovanom ¢lanku V. Freia.

2. Vratme sa do E,. Ukladajme do roviny kruhy s nezhodnymi polomermi, presnejsie:
Pod homogenitou hkruhov z K je myslené &islo sup (K;/K j), K;, K;e K (K; znaci sicasne
aj obsah kruhu K,). A tlohou je k danému 4 ur¢if maximalnu hustotu zaplnenia u(h)
a minimalnu hustotu pokrytia () roviny E, kruhmi s homogenitou A. Priebeh funkcii
u(h) a t(h) nie je v celom obore znamy. Intuitivne by sa dalo &akat, Ze u(h) je spojite
rastica a t(h) spojite klzsajuca. No, nie je tomu tak. Napr. pre vietky 1 < & £ 1,81 je
u(h) = n[\/12, pre vietky 1 < h < 1,56 je t(h) = 2n/,/27. Nazorne povedané: Kruhmi,
ktoré sa navzajom neprekryvaju a ktorych polomery sa ,,prili§* od seba neliSia, sa neda
pokryt vic¢Sia ¢ast roviny ako kruhmi navzajom zhodnymi.

3. Zrejmé je prenesenie celej problematiky do neeuklidovskych priestorov. UkazZzme si
to na priklade gulovej plochy.

Hladané je zaplnenie, resp. pokrytie gulovej plochy #» zhodnymi gulovymi vrchlikmi
s maximalnou o(n), resp. minimalnou g(n) hustotou uloZenia. Priebeh funkcii a(n), o(n)
opif nie je znamy. Hodnoty o(n) st zname iba pre n < 12an = 24 (pren = 10a 11
DaNzerov kompletny dékaz doteraz nebol vytladeny), hodnoty o(n) pren < 7 a n = 10,
12, 14. Pre ostatné n su zndme v oboch pripadoch iba dolné a horné ohraniCenia
extremalnych hodnét a v ostatnych rokoch sa rieSenie problému podstatne z miesta ne-
pohlo. Rovnako sa ma vec s uloZeniami nezhodnych kruhov na gulovej ploche. Pritom
rozvoj vyuZitia umelych druZic Zeme (napr. spojovych) v spologenskej praxi priniesol aj
ekonomicky vyznamna priamu aplikabilitu vysledkov vyskumov, najma o pokryti
gulovej plochy vrchlikmi. Dalsie oblasti aplikacii si: biolégia, teéria informAcii, stereo-
chémia.
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4. V tomto odstavci pohovorime o dvoch §pecidlnych uloZeniach.

a) Mnozina {K i} navzijom disjunktnych otvorenych ciernych jednotkovych kruhov
(= domy) nech je tak uloZena v rovine, Ze kazdy K; sa zvonku dotyka navzajom dis-
junktnych bielych kruhov k; , (= parkovisko), k; , (= vrtulnikova pristévacia plocha),
k; 3 (= detské ihrisko), k; 4 ... atd. s polomermi g, @,, .... MnoZinu kruhov {k; ;}
nazvime priestorovym ndrokom kruhu K ; pritom priestorové naroky K;, K; pre i # j
nemusia byt disjunktné. Ulohou je: K danym polomerom g, @,, ... uréit zaplnenie ro-
viny s maximalnou hustotou &iernych kruhov. — V tejto vSeobecnosti nie je uloha roz-
rieSend; presné hodnoty extremélnych hustot si znadme iba pre niektoré priestorové na-
roky, ina¢ st k dispozicii odhady. — V poslednom c&ase bola bliZ§ie popisana stavba
niektorych virusov a bakteriofdgov. RozloZenie latkovych jednotiek tu pripomina
priestorovo naro¢né zaplnenia gulovej plochy. Napr. u bakteriofaga ¢X 174 alebo
u TYMYV (Turnip Yellow Mosaic Virus — pozri [6].)

Je veImi dobre moZné, ba pravdepodobné, Ze biologické vlastnosti virusov suvisia
s ich geometrickou Struktirou. Tu by ale mali biolégovia experimentalne preskimat.

b) Zapliime (pre zmenu) E, gulami dvojakého druhu, ,bielymi‘“ s polomerom r
a jednotkovymi ,,iernymi‘‘ tak, Ze kazdd polpriamka s pociatkom v strede ,,bielej*
gule pretne aspoti jednu ,,éiernu‘* gulu skor ako pretne int ,,bielu‘ gulu. Takéto uloZenie
nazyvame oblakovité a problém zrejme je: K danému r urit maximélnu hustotu ,,bie-
lych* gal v oblakovitom zaplneni E,. IsteZe, otdzku je mozZné zovSeobecnit zaveduc
dalsi parameter: Kazdd spominana polpriamka nech pretina aspoii z ,,Ciernych* gul
(z-ndsobné oblakovité zaplnenie). Citatelovi urdite napadli realne interpretécie so Ziarov-
kami, alebo menej prijemnymi zdrojmi Ziarenia v stredoch ,,bielych* gal. (Novy, tazsi
problém dostdvame, ak nechame Ziarit celé gule.) Musim povedaf, Ze ku Ziadnemu r nie
je znamy definitivny vysledok, ba ani netrivialny odhad.

5. K histérii celého problému.

Ako si v§imol V. Frei [4], badatelia v diskrétnej geometrii sa v minimalnej miere od-
volavaju na Hilberta, priGom sa cituje skor [5] a nie jeho prednaska na pariZskom mate-
matickom kongrese r. 1900. V knihe [3] FejEs TOTHA sa v kapitole o hustote zaplnenia
E, a F, gulami neuvddza, Ze ide o Hilbertov problém. Pekna kniha [7] ROGERSA, za-
oberajuca sa vyluéne uloZeniami v E, ani nov§ia monografia SToJANA [8] necituja Hil-
berta vobec. Nie je to ale vobec také divné. V 1. odstavci sme videli, Ze problém hustoty
uloZeni v euklidovskych priestoroch bol sformulovany a ddleZité vysledky boli ziskané
uz pred Hilbertom, ktory k celej problematike ani ni¢ podstatného nepridal. (Tato
skutoCnost samozrejme Hilbertovi vobec neubera na vyzname.) Suvislost medzi ted-
riou (geometriou) Cisel a otazkami uloZeni je pestovana uz od prac K. MINKOVSKEHO
o mrezovych uloZeniach v E, z ¢ias okolo r. 1900 (porov. [1]).
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A. P. JUSKEVIC — 70 let

Dne 15. &ervence 1976 oslavil své 70. naroze-
niny vedouci predstavitel sovétské $koly histo-
rikli matematiky a v celém svété uznavany od-
bornik na problematiku stfedovékého a novo-
vékého vyvoje matematiky ADOLF PAvLOVIC
JUSKEVIC (* 15. 7. 1906 v Odé&se).

Pattil mezi Zaky a spolupracovniky zakladatel
sovétské Skoly historiklt matematiky, kterou pfi
moskevské univerzité zaali systematicky ve 20.
letech budovat S. A. JANOVSKAJA (1896—1966)
a M. JA. VyGopsku (1898—1965). Juskevi¢
konéi v r. 1929 své studia matematiky na mos-
kevské univerzité praci vénovanou Carnotové
teorii kompenzace chyb.

Historie matematiky v ném dostala zihy
vyznamného badatele a nakonec zejména po
2. svétové valce i jednoho z tvarci védeckého
programu sovétské Skoly historikit matematiky;
pfitemZ vyznam jeho badatelské i organizaéni
¢innosti daleko piesahl hranice Sovétského svazu
a beze sporu se projevil i v na$i zemi. Pfipomeii-
me jen jeho Usilim vydavané periodikum Istoriko-
matématicdeskoje issledovanija (od r. 1948), které
dlouhou dobu bylo jedinym periodikem soustie-
dujicim se na systematicky vyzkum historie ma-
tematiky.

A. P. JuSkevié. ktery v letech 1930—1952
pusobil na moskevském technologickém institu-
tu, pfednasel soucasné od tficatych let d&jiny
matematiky na moskevském pedagogickém tsta-
vu, spolupracoval se seminafem historikii mate-
matiky pfi moskevské univerzité a tam se stal
1935 kandidatem a 1940 doktorem fyzikalné
matematickych v&d. Od r. 1945 patfil mezi prvé
pracovniky obnoveného Ustavu pro d&jiny pri-
rodnich véd a techniky AV SSSR, kde piisobi
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ve funkci vedouciho oddéleni historie matema-
tiky dosud a poméha spoluvytvafet pracovni
program celého institutu.

Dlouhou dobu se vé&noval vyzkumu vyvoje
matematiky v Rusku. Detailnim studiem opravil
BoByNINOVO hodnoceni praktickych uéebnic 17.
stoleti. Zabyval se vyznamem matematiki, ¢len
petrohradské Akademie prvého obdobi jejiho
vyvoje a zde velmi intenzivné pfispival k eule-
rovskému badani, zejména vyzkumem a vyda-
vanim EULEROVY rukopisné pozistalosti. V§imal
si i LoBACEVSKEHO algebry, rozvoje matematiky
na moskevské univerzité v letech 1756—1866
a své vysledky v této oblasti pak shrnul v pfislus-
nych kapitolach knihy Istorija estestvoznanija
v Rosii (1957—1966) a zejména v samostatné kni-
ze Istorija matématiky v Rossii do 1917 g. (1969).
Pravé v této knize ukazuje velmi dobfe spoleten-
skou podminénost vyvoje zdanlivé od praktic-
kého Zivota tak odtazité abstraktni teorie, za
jakou byva povaZovana matematika.

Od samého pociatku své badatelské &innosti
projevoval A. P. Julkevi¢ zdjem o otdzky zi-
klad matematické analyzy. Zabyva se L. CAR-
NOTEM (1929, 1935), L’HOSPITALOVOU svétoveé
prvou udebnici matematické analyzy (1935),
specifiénosti LEIBNIZOvA pfistupu k zdkladim
analyzy (1948, 1967). Zabyva se téZ EULREOVYMI
pracemi ze zdkladi analyzy, OSTROGRADSKEHO
pracemi z matematické fyziky ap. Jiz v r. 1935
piSe obecny na¢rt rozvoje myslenek zakladu
analyzy v 18. stol., vraci se k této problematice
v pracich o evoluci pojmu funkce (1965, 1967)
a v r. 1966 se pokousi charakterizovat revolu¢ni
zmény v matematice 17. stol. v souvislosti s vé-
deckou revoluci nové doby.

Od r. 1947 se zakal A. P. Juskevi¢ zabyvat
rovnéz matematikou stfedovékého Orientu. Pub-
likoval tehdy &lanek o algebraickych vysledcich
OMARA CHAJJAMA. Od pocitku 50. let pak Jus-
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