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O Schauderovych bazich
a jejich aplikacich

Svatopluk Fucik, Alois Kufner,
Praha

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie vykondvaji jist€ zdsluZznou &innost, kdyZ své &tenére
systematicky seznamuji se sou¢asnym stavem badani o problémech, které v roce 1900 zformuloval
David Hilbert. Hilbert tehdy projevil vskutku genidlni pfedvidavost; rozsdhl4 literatura vénovana
Hilbertovym problémiim to jen potvrzuje. Nelze viak zapominat, Ze Hilbert formuloval své problémy
na pfelomu stoleti; za uplynulych sedm desetileti vznikly jist&€ problémy alespoii stejné aktualni jako
problémy Hilbertovy, ne-li je§t€ aktudlngjsi.

Tzv. problém existence Schauderovy bdze, s nimz bychom chtéli étenafe seznamit, se neodvaZujeme
srovnavat s Hilbertovymi problémy, a nechceme ho vydavat za ,,24. Hilbertiiv problém*‘‘. Domniva-
me se oviem, Ze je dobré o jeho Fefeni néco védét — vidyf jeho vyznam neni omezen jen na funkcio-
ndlni analyzu, v niZ vznikl. A pozoruhodné na jeho (negativnim) vyfeseni je mj. i to, Ze se v,,moderni**
teorii (= funkciondlni analyza) vyrazné uplatnily i zcela ,,klasické* vysledky (= teorie &isel).

1. ,,Rovina je urfena tfemi riznymi body neleZicimi na pfimce*, fik4 jedna ze zaklad-
nich poudek elementérni matematlky Oznaélme li zminé€né tfi body pismeny A, B, C,

bude rovina ur€ena dvojici vektorﬁ AB AC: KaZdy bod X roviny je jednoznaéné uréen

7 xr

dvojici Cisel a;, a,, nebot vektor AX lze vyjadfit jedinym zptsobem ve tvaru
AX = a, AB + a, AC.

Jinymi slovy: Vektory AB a AC tvofi bazi dvourozmérného eukleidovského prostoru
RZ?. Zv14st jednoduché to je v ptipadg, kdy vektory ABaAC jsou kolmé — pak hovofime
o ortogondlni bdzi. Tu tvo¥i v R? napf. vektory e; = [1,0] a e, = [0, 1] a jednozna¥né
pfifazeni mezi bodem (vektorem) x a uspofadanou dvojici realnych &isel (jeho soufadnic)
Xy, X, je zcela ziejmé:

X = X1€; + Xz€,.

Analogicky je tomu v N-rozmérném eukleidovském prostoru R": bézi (jednu z mnoha
mozZnych) zde tvoii vektory e, = [1,0,0,...,0],e, =[0, 1,0,...,0],...,ey = [0,0, ...,
0, 1] a pro bod x z R¥ existuje jednozna&né vyjadieni

N

x =) x5,
i=1

jimZ je dano vzijemn& jednoznalné pfifazeni mezi bodem x a N-tici [x;, X3, ..., Xn]
jeho soufadnic.

2. Linearni algebra pfenasi pojem baze pfirozenym zpisobem do abstraktnich prostort
kone&né dimenze, takZe ani tam nejsou problémy: baze vidy existuje. Vznikd ovSem
pfirozeni otdzka: Do jaké miry je podstatné, ¥e dimenze pFislusného linedrniho pro-
storu je konecnd, neboli co se stane, bude-li prostor nekonecné rozmérny?
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Vlastn€ by nemély vzniknout potiZe. Pro koneénou dimenzi je univerzalnim modelem
eukleidovsky prostor R¥, a pfirozenym nekoneéné rozmérnym analogem eukleidov-
ského prostoru je prostor I, jehoZ prvky x jsou posloupnosti {x;};2, realnych &isel x;,
a to takové posloupnosti, pro néz fada

konverguje. Vyraz |x|| = (Y x?)"/2 definuje normu prvku x = {x;}{2, z I, a je zobecné-
i=1

nim pojmu velikosti vektoru. V prostoru I, tvofi bazi (opét jednu z mnohych) prvky
ey = {0,0,...,0,1,0,...} s jednitkou na j-tém misté (j = 1,2,...) — tedy e;, =
= {6ii}i°0=15 je pak totiz

X =
i

Xi€is

s

kde konvergenci fady vpravo chapeme takto:

©
lim || ) xief| =0.
n—=o 1=n
3. V prostoru I, (nekonen& rozm&rném eukleidovském prostoru) tedy opdt existuje
baze, a to dokonce baze velmi ndzornd, ortogonalni. A pomoci prostoru I, je problém
existence baze vyfeSen i pro Sirokou tfidu abstraktnich Hilbertovych prostori: Kazdy
Hilbertiiv prostor H (tj. separabilni uplny linedrni prostor se skalarnim soudinem) je
izomorfni s prostorem I, (tj. existuje izomorfismus mezi H a I, — linearni spojité a prosté
zobrazeni prostoru I, na prostor H). Z tohoto tvrzeni plyne, Ze bézi v prostoru H tvofi
pravé ty prvky h; z H, které jsou pomoci zmin€ného izomorfismu pfifazeny vySe defino-
vanym prvkim e, z I, (j = 1,2,...) — viz napk. [16].
Dodejme pro uplnost, Ze problematika bize v Hilbertové prostoru H tzce souvisi
s teorii abstraktnich Fourierovych fad v téchto prostorech.

4. Hilbertovy prostory jsou pfirozenym zobecnénim eukleidovskych prostori — zobec-
nénim, které zduraziiuje jisty rys vektord, totiZ to, Ze miZeme definovat thel, ktery
sviraji, e pracujeme se skaldrnim soudinem. Zobecnime-li jen metrické (a linedrni)
vlastnosti eukleidovskych prostorti, dostaneme §irs$i tfidy prostori. My se zde omezime
na Banachovy prostory, tj. na Gplné linearni normované prostory.

Definice. Posloupnost {e;};>, prvki Banachova prostoru B nazveme bazi tohoto
prostoru, jestliZe kaZdy prvek x z B lze prdvé jednim zpiisobem vyjddFit ve tvaru

(1) X = Z ae;,
i=1

kde a; jsou redlnd ¢isla. Je-li | . | norma v prostoru B, chdpeme rovnost (1) takto:
n
lim|x — Y a;e;| = 0.
n-»o i=1
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K pojmu baze jsme dospéli logickym procesem zobeciiovani jednoduchého a nazor-
ného geometrického faktu. Zvolili jsme tento postup z metodickych divodi, abychom
&tenafi pfibliZili problematiku rychle a nadzorn€. Na§ postup oviem neodpovida histo-
rické skutednosti — cesta vedouci k pojmu baze v Banachové prostoru byla podstatn&
sloZit&jsi a prapivodni motiv jeho zavedeni nebylo zobeciiovani, které jsme zde nazna-
¢ili. K tomuto pojmu dospél J. SCHAUDER ([20]) v roce 1927 z diivodil ryze utilitarnich:
je to vlastn& ,,vedlej$i produkt® dokazovani jistych vysledkdt v prostorech nekoneéné
dimenze (pfi némZ Schauder postupoval metodou ,,pfendSeni* vysledkit z prostorii
konedné dimenze). J. Schauder se o studium tohoto pojmu a jeho souvislosti velmi
zaslouZil, a proto hovofime o Schauderové béazi.

Budiz B Banachiiv prostor, v n¥m? existuje Schauderova béaze {e;};%.,. Pak mnoZina R
viech koneénych linedrnich kombinaci

k
Z ré;,
i=1

kde r, jsou racionélni ¢isla, tvofi spofetnou a hustou podmnoZinu v B. Takovy Banachiv

prostor je tedy separabilni. Tim vznikl pfirozeny problém, ktery je vlastn& tématem
tohoto ¢lanku:

(P) Ma kaZdy separabilni Banachiw prostor B Schauderovu bdzi?

5. Poprvé tento problém explicitn& formuloval v roce 1932 S. BANACH ve své knize [2];
trvalo 40 let, neZ bylo moZno dat jednoznaénou (a to negativni) odpovéd na vyse polo-
Zenou otazku.

A protoZe odpovéd byla dlouho velkou nezndmou, kradela vétSina feSiteld tohoto
problému cestou hledéni parcialnich odpovédi — cestou konstruovani baze alespoii pro
n&které speciélni Banachovy prostory, pfedevsim pak pro prostory, které jsou duleZité
z hlediska aplikaci. O né&kterych takovych speciélnich prostorech (a o bazich na nich)
zde pojednédme. Budou to pfedeviim prostory posloupnosti ¢, I, a I, a prostory funkci
C(2), L(2) a Wi(2). Podejme proto nejprve stru¥ny popis téchto prostori:

co (resp. I,, resp. l,,) oznaduje mnoZinu viech posloupnosti realnych &isel {x;}:2,,
@
pro n&% plati lim x, = 0 [resp. ||x| = (¥ [xi|")"/* < oo, resp. |x|| = sup |x;| < ].
n- o i=1 i

Symbolem C({2), kde @ je oblast v RY, oznadujeme mnoZinu viech redlnych funkci
f(x) spojitych na uzavéru Q oblasti 2; norma je dana vztahem

I£] = max |16
L,(9Q) je prostor viech mé&fitelnych funkci f (x) definovanych na Q < R¥, pro n&% je

Il =P ey <o (sp<w).

Wi(®2) — tzv. Soboleviv prostor — je (zhruba Yedeno) prostor viech funkci f(x)
definovanych na @, jejichZ derivace aZ do fadu k v&etng jsou prvky prostorit L,(Q).
(Podrobn&jsi popis a vlastnosti téchto prostordi najde &tenaf napt. v [17].)
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6. Proc nas vlastn€ zajimaji pravé tyto specidlni prostory a pro¢ je vibec tfeba hledat
odpovéd na problém (P)?

Pripometime si abstraktni formulaci zdkladni ulohy teorie aproximace: Je-li B
Banachtiv prostor s normou ] | a V podprostor prostoru B, jest nalézt pro dany prvek
x z B prvek u € Vtak, aby ,,vzdalenost x od u‘ byla minimélni, tj. aby platilo

[x —u| < |x - o pro viechny prvky ve V.

A zde je velmi vyhodné, méme-li zaruéenu existenci baze. Ma-li napf. prostor V konec-
nou dimenzi N, lze ulohu pfevést na ulohu hleddni minima funkce

N
F(al, az, ey aN) = “x _'Zlaieiu .

Zcela pfirozené feSeni ma tento problém v Hilbertové prostoru: Tvofi-li prvky {e;} ol
bézi v Hilbertové prostoru B a prvky {e, }i>, (kde {k;};2, je posloupnost vybrana z po-
sloupnosti {i}{2 ) bazi ve V, je hledana nejlepsi aproximace u ihned zndma — je

[eo]
u=Yya.e,,
i=1

kde {ak,} ;%1 je posloupnost vybrana z posloupnosti {a;} {2 , &isel pfifazenych jednoznaén&

prvku x vzorcem x = ). ae;.
i=1

Teorie aproximace mi Siroké aplikace a znalost existence baze jeji uZiti podstatné
usnadni. S aproximacemi Uzce souviseji numerické metody. Existuje napf. celd fada
postupt pfiblizného feSeni rliznych rovnic, zaloZenych na tom, Ze mame k dispozici bazi
(fiké se ji ,,soustava soufadnicovych funkci i jinak); konkrétni realizace té€chto metod
viak p¥inasi fadu problémt spo&ivajicich mj. v tom, Ze teoreticky predpoklad existence
baze se neda ovéfit (bud viibec nevime, zda baze existuje, nebo ji neumime sestrojit).

Toto tuskali — rozpor mezi teorii a praxi — miZeme ilustrovat na pfikladu feSeni
parcialni diferencialni rovnice. Vét§ina ucebnic uvadi jako jednu ze zakladnich metod
feleni tzv. Fourierovu metodu (metodu rozd€leni prom&nnych), ktera je ve své podstat&
metodou konstrukce baze pro jisty prostor funkci vice proménnych na zakladé znalosti
baze v prostoru funkci jedné proménné. Tato metoda se vSak hodi jen pro funkce defi-
nované na velmi jednoduchych oborech — napf. pro dvé proménné jsou to obdélniky
a kruhy &i mezikruZi, ale uZ pro nejjednodusii mnohouhelnik ztraci tato metoda na
ucinnosti.

7. I kdyZz vime, Ze prostor ma bazi, miZe byt problémem jeji sestrojeni. UvaZzujme
napf. prostor C(<0, 1)) [za @ volime interval (0, 1)]: Podle klasické Weierstrassovy
véty lze kaZdou spojitou funkci aproximovat polynomem; nabizi se tedy moZnost volit
za prvky baze funkce e,(f) = "1 (n = 1, 2, ...). Je oviem ihned vid&t, Ze tyto funkce —
piestoZe spojitou funkci aproximuji s libovolnou pfesnosti — bazi netvofi. Kdyby ji
totiZ tvofily, byla by kazda spojita funkce na intervalu {0, 1> dana konvergentni mocnin-
nou fadou, a byla by tedy analyticka.
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Podivejme se nyni, jak vypadalo hled4ni odpové&di na ot4zku o existenci Schauderovy
baze v obecném Banachov€ prostoru a jak je to s jeji konstrukci pro specialni prostory.

Nektefi matematici se domnivali, Ze Schauderova baze existuje vkazd ém separabilnim
Banachové prostoru. Ve svych vysledcich tohoto pfedpokladu mi¢ky pouZivali a problém
existence baze tfeba v prostoru Wy(£2) pro n& byl tak jasny, Ze nestal za zminku (je tfeba
fici, Ze pro konkrétni prostory, v nichZ tohoto vysledku pouzivali, byl jejich pfedpoklad
spravny; nikdy vSak vysledek tohoto typu nepublikovali a neni jasné, zda se spoléhali
na intuici ¢i zda sice tento &aste€ny problém vyfesili, ale nepovazovali ho za tak vy-
znamny, aby stal za uvefejn&ni). Jini byli skepti6t&jsi — napt. I. SINGER vyslovil ve své
monografii [19] z roku 1970 domné&nku, Ze bude existovat separabilni Banachiiv prostor
bez baze.

Je jest& tieba Fici, Ze do té doby byly zndmy pouze pozitivni vysledky. Tak uZ Schauder
dokazal ve vySe citované praci [20], Ze prostor C(<0, 1)) mé bazi: zkonstruoval soustavu
po &astech linearnich funkci e(f), které tuto bazi tvofily. Ve stejné praci dokazal, Ze
soustava posloupnosti e(;, = {0;;};2;, s niZ jsme se setkali u prostoru I,, tvofi bézi
v prostoru ¢, i v prostoru [, (1 < p < o0).

TyZ autor dokazal ([21]), Ze baze existuje i v prostoru L,(0, 1): tvofi ji soustava Haaro-
vych funkei e,a(t) (n = 0, 1, ...), definovanych na intervalu <0, 1) takto:

e()=1,
J2¥ pro te (2l - 2)[2¥1, (21 — 1)[2+Y),
exeei(t) =3 —/2¥ pro te (2l — 1)[2¥*1, 212 1),
0 pro ostatni t z <0, 1) .

8. Tyto konkrétni vysledky maji svou dileZtost, jak ihned uvidime; oviem obecna
odpov&d stale nebyla znama. K FeSeni problému (P) se nabizely zhruba dvé cesty:

(a) Vytesit problém (Pl): Ukazat, Ze kazdy podprostor prostoru B se Schauderovou bazi
ma sam také Schauderovu bazi.

(b) Pokusit se o n&jaké ,,porovnani* naseho (obecného) prostoru B s prostorem, o ném%
vime, Ze uz Schauderovu bazi ma (napf. dokazat existenci izomorfismu mezi t&mito
prostory).

Ad (a): Kladnou odpov&di na problém (P,) by byla dana i kladnad odpovéd na obecny

problém (P). Plyne to z tzv. Banachovy-Mazurovy véty o univerzalit prostoru C(<0, 1))

(ktera Fika toto: Je-li B separabilni Banachiiv prostor, pak existuje takové spojité prosté

a line4rni zobrazeni T z prostoru B do C(<0, 1)), Ze T(B) uZ je podprostorem prostoru

C(<0, 1)); viz [17]) a z faktu, Ze izomorfismus zachovavé vlastnost ,,mit Schauderovu

bazi“.

Problém (P,) se nepodafilo kladng vyfesit (dnes uZ vime, Ze z principidlnich ddvodd).
Podafilo se v8ak dok4zat, Ze ,,témé&f kazdy* podprostor prostoru LP(O, 1) m4 Schaudero-
vu bazi ([13]). VyuZitim tohoto faktu a jistych vét z teorie tzv. interpolacnich prostori
dokazali S. Fulik, O. JoHN a J. NECas ([10]) existenci Schauderovy baze v Sobolevo-
vych prostorech W,’,‘(Q) a v jistych jejich podprostorech, které hraji dileZitou roli pravé
pfi zkoumani parcidlnich diferencialnich rovnic.

Ad (b): Pfi tomto postupu je vlastn& tfeba dokazat, Ze jisté dva Banachovy prostory
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jsou izomorfni. (Jsou-li B; a B, separabilni prostory, neplati obecng, Ze jsou izomorfni,
plati viak, Ye existuje spojité a prosté zobrazeni T z B, na B, takové, 7e T~ ! je spojité;
viz [14].) ProtoZe se podafilo dokazat, Ze prostor L,(®) je izomorfni s L,(0, 1), je tim
dokazana existence Schauderovy béze v prostorech L,(€) pro kaZzdou omezenou oblast
Q v RY, Tento vysledek spolu s existenci Schauderovy baze v separabilnich Orliczovych
prostorech (které jsou zobecn&nim prostort L,) je dokézan v knize [15]. Ctenaf se o me-
tod® dikazu miZe dodist téZ ve skriptech [11].

Existenci takového izomorfismu a tim existenci Schauderovy baze pro §irokou tfidu
Banachovych prostori, které maji uzky vztah k teorii parcialnich diferencialnich rovnic
(rtzné prostory, které zobeciiuji prostory Sobolevovy), dokazal H. TrIeBeL ([24]);
roz§ifil tak v jistém smyslu vysledky dosaZené v praci [10].

9. Ani tyto metody vSak nevedly k rozfe$eni problému (P). Nejobecn&j$im pozitivnim
vysledkem v tomto sméru je tvrzeni obsaZené v knize [6], podle néhoZ v libovolném
Banachové prostoru existuje separabilni nekonecné rozmérny podprostor, ktery md Schau-
derovu bdzi.

Definitivn& vyfesil problém (P) aZ v roce 1972 PErR ENFLO ([7]), ktery sestrojil separa-
bilni Banachtiv prostor bez Schauderovy baze. Jeho zajimavy protipfiklad je pfilis
komplikovany na to, abychom ho mohli uvést byt alespoii ve zkracené formé. Hlavnim
vysledkem Enfloovy prace je toto tvrzeni:

Véta. Existuje separabilni reflexivni Banachiiv prostor B o téchto vlastnostech: Existuje
posloupnost {M,,},‘:°=1 konecné rozmérnych podprostorii prostoru B takovych, Ze
dim M, — 00 pro n — o a Ze pro kaZdy operdtor T z B do B, jehoZ obor hodnot md
konecnou dimenzi a pro ktery je |T —I| < 0,1 na M,, je |T| = (log dim M,)*'.
(dim M, zde znadi rozmér podprostoru M,, I je identicky operator; |T — I||, resp.
[T| zna&i supremum vyrazé |Tx — x|, resp. |Tx| pro viechna x e M, takova, Ze
I+ = 1)

Z této véty uZ plyne, Ze v prostoru B nemiiZe existovat Schauderova baze {e;};2 .
Kdyby totiZ existovala, stacilo by volit n tak velké, aby platilo (log dim M,)*' = 1,1,
a za T volit operator Ty, pfifazujici prvku x N-ty Casteény soudet jeho rozvoje v fadu

N

podle prvkii baze: Tyx = Y ae;. ProtoZe |Tyx — x| — 0 pro N — oo, bude na M,
i=1

|Tw = I]| < 0,1, zvolime-li &islo N dostatetn¥ velké; nerovnost |Ty| < |Tw —I| +
+ |} < 0,1 + 1 = 1,1 je pak ve sporu s tim, Ze | Ty| = (log dim M,)*! = 1,1.

Je tfeba se zminit o tom, Ze Enfloova konstrukce je podstatnym zpisobem zaloZena
na vysledcich o rozloZeni prvodisel. Jeho ptiklad je znam pouze z ,,istniho podani‘
(je k dispozici preprint pfipravovaného &lanku), ale pfesto se uZ objevilo n&kolik daliich
vysledki (zatim opét ve form& preprinti), které metodu P. Enfloa zobeciiuji a zjednodu-
Suji. Tak napf. T. FIGIEL a A. PELcZYXsKI ([9]) dokazali, Ze existuje podprostor prostoru
l,. ktery nemé4 Schauderovu bazi. Stejny vysledek dokazali A. M. Davie ([5]) a T.

Figiel ([8]) pro prostory 1, (p > 2).*)
*) Dodéano pfi korektufe: Clinek vznikl pfed rokem, a proto &4st praci, které jsme tehdy méli

k disposici ve form& preprintd, uZ vy$la (popf. s drobnymi ipravami proti ,,preprintové* verzi).
Proto jsou v seznamu literatury uvedeny prace [7] a [9] uZ v definitivnf formé&.
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10. Tim je tedy dana odpov&d na problém (P). Odpov&d nepfili§ uspokojujici, nebot
vyvolava nutnost zkoumat ,,skoro kazdy‘* konkrétni prostor oddélen&. Pfitom existuji
dalsi velmi duleZité prostory funkci, o kterych neni zndmo, zda maji nebo nemaji
Schauderovu bazi. Pro ilustraci: i kdyZ prostor C(<0,1)) byl jeden z prvnich, pro ktery
byla baze sestrojena, nepodafilo se zatim tento vysledek uspokojivé rozsifit na prostory
CX®) (tj. na prostory vsech funkci, jejichZ derivace aZ do fadu k v&etn¥ jsou spojité
na Q). Pro prostor C'(<0,1> x <0,1)) byla existence baze dokazana S. SCHONEFELDEM
([22]) a Z. CresieLskim ([3]); zobecnéni pro prostory CZ(I%) a Wy'(I9) (I° je kartézsky
soutin d intervald (0,1)) provedli Z. Ciesielski a J. DomstA ([4]); pro prostory
CX(T9), kde T je torus, dokézal existenci baze op&t S. Schonefeld ([23]). PotiZe zde
vznikaji proto, Ze 74dné vzajemné jednoznaéné zobrazeni mnoZiny Q na interval <0,1)
(které existuje v diisledku stejné mohutnosti uvedenych mnoZin) neni spojité (a nelze
tedy pro tyto prostory ,,napodobit* postup, jimZ se pomoci obdobného zobrazeni
dokazuje izomorfismus prostortt L,(®) a L,(0,1)).

Daliim dileZitym prostorem je Soboleviv prostor Wy(2), kde Q je obecné oteviena
a omezen4 mnoZina v RY; viechny zatim dosaZené vysledky pfedpokladaji bud specialni
tvar mnoZiny Q ([4]), nebo jistou hladkost hranice mnoZiny Q ([10], [24]).

Témét klasickym problémem je problém existence Schauderovy béze v prostoru H!
(tj. v prostoru viech komplexnich integrovatelnych funkci f na jednotkové kruZnici
takovych, Ze

[e"™f(9)d9 =0 pron=12,..).

Tento problém zformuloval jiZ S. Banach [2]; E. Akutowicz [1] podal sice jeho feseni,
pozdiji se viak ukézalo, Ze jeho ditkaz obsahuje chybu ([19]).

11. VyfeSeni problému (P) situaci nijak nezjednodusilo, jak je patrno z odst. 10. A tak
zustava stale v souvislosti s bazemi celé fada (i teoretickych) problémi oteviena. Jsou to
problémy velice aktudlni a uZite¢né pro praxi. Uvedme pro ilustraci jeden z nich: Pfi
zkoumani existence feSeni nelinedrnich rovnic definovali néktefi autofi tfidy separabil-
nich prostorti, které maji jenom &4st vlastnosti Banachovych prostori se Schauderovymi
bazemi (viz napf. W. V. PETRYSHYN [18], S. Fudik a J. Neéas [12]). Studium vztaht mezi
t€émito Sir§imi tfidami prostord, tfidou separabilnich prostorii a tfidou prostord se
Schauderovou bazi pfedstavuje Siroké pole piisobnosti.

12. Zavérem chceme pod&€kovat doc. RNDr. B. NovAkovi, CSc., ktery b&hem svého
studijniho pobytu v USA obstaral (a laskavé ndm zapiijéil) preprinty citované v odst. 9.

Clanek vznikl na ziklad& referatu, ktery pfednesl S. Fudik v semin4fi z funkcionélnich
prostorlt na katedfe matematické analyzy MFF UK v bfeznu 1973.

Pozndmka:

KdyzZ byl tento &lanek v tisku, dostal se autorim do ruky &asopis Wiadomos$ci matematyczne XV
(1972), v némZ je otistén text referdtu, ktery pfednesl A. Pelczyniski v roce 1972 ve Var$avé u piile-
%itosti podpisu smlouvy o zaloZeni Mezindrodniho matematického centra Stefana Banacha. Cést
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této odborné pojaté pfedndsky je vénovdna problému existence Schauderovy baze a sv&€d&i o aktual-
nosti problému, o némz zde pojedndvame.
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Paul Ehrenfest (1880—1933).
Ehrenfestovo jméno nemizi z udebnic teoretické z prislusnych obor ani nemluvé), i kdyZ od

fyziky, piedevdim v partiich o termodynamice jeho tragického skonu uplynulo jiz 40 let.
a kvantové mechanice (o specidlnich knih4ch Z jeho zasluh o tuto, jim tak milovanou védu,
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si pfipomeiime fadu zpfesnéni jak Boltzmanno-
vych tak Gibbsovych tvrzeni o termodynamice
a statistické fyzice, zdkladni price v termo-
dynamice termoelektrickych jevi a po ném
pojmenovanych rovnic pro fizové piechody
druhého druhu, déle hypotézu adiabatickych
invariantd (resp. teorii adiabatickych transfor-
maci) pfi formovani problematiky kvantovani
v ,,primitivni*“ kvantové teorii (jde o r. 1916)
a Ehrenfestovy relace (z r. 1927), s jejich charak-
terem klasickych kanonickych rovnic pro stiedo-
vané hodnoty soufadnic a hybnosti v operito-
rové formulaci kvantové mechaniky. Pfitom
vét§inou soucasnych vedoucich teoretickych
fyziki byla zvla§té vysoko hodnocena jeho
logi¢nost a kriti¢nost, dile jeho nev§edni schop-
nost vyjasfiovat problémy a vyhmatavat jejich
podstatu a v neposledni mife i jeho zdpal pro
vie nové ve fyzice; etnymi svymi kolegy byl
¢asto oznafovan ,,za svédomi** (tehdej$i) mo-
derni fyziky.

P. Ehrenfest se narodil 18. ledna 1880 ve Vidni,
kam se jeho rodi¢e asi pfed 20 lety pfest&hovali
z jejich domova ,,in Loschwitz, a little Jewish
village in Moravia*, jak uvadi jeho Zivotopisec
M. J. KLEIN v knize Paul Ehrenfest (North-
-Holland Publishing Company, Amsterdam
-London 1970); patrné jde o moravskou vesnicku
z okoli Boskovic. R. 1899 se zapisuje na chemické
fakult® Vysoké 3koly technické ve Vidni, ale
navstévuje soucasné i fadu pfednédsek na videfiské
université, kde zfejm& BOLTZMANNOVY pfed-
nadky, piedeviim o mechanické teorii tepla,
pfivodily jeho rozhodnuti stit se teoretickym
fyzikem. To pro ného znamena ziskat co nej-
hlubsi vzdéldni v matematice a fyzice, coZ jej
pfivadf k tomu, Ze po dvou letech studia ve Vidni
pfesidluje do jednoho z tehdej$ich svétovych
center té&chto dvou oborl, totiz do Géttingen,
kde pusobi osobnosti jako KLEIN, HILBERT,
VoIGT, ABRAHAM, STARK aj. Odtud se po dvou
letech vraci do Vidn&, aby zde r. 1904 ziskal
doktorat; kritce nato se zde i oZenil s ruskou
matematiC¢kou TATANOU ALEXEJEVNOU AFA-
NASJEVOVOU, s kterou se seznamil v Géttingen.
(Nebyl jednoduchou zileZitosti v rakousko-
-uherské monarchii stiatek Zida s piisludnici
ortodoxn{ pravoslavné cirkve — oba se museli
prohlésit za bezkonfesijni.) S manZelkou publi-
koval Ehrenfest fadu ¢&lankd; ziejmé to byl
i kongenialni druh jeho v&decké prace.

Zd4a se, e novomanZelé od svych rodin, resp.
z d&dictvi ap. méli dostatek prostfedkii pro
relativné slusné Zivobyti, takZe v letech 1904 az
1912 nem4 Ehrenfest trvalé zaméstndni. Né&jaky
&as ziji (a piln& védecky pracuji) v Gottingen,
poslednich pét let tohoto obdobi pak v Petro-
hradé v carském Rusku, tedy v domové€ manZelky
(z té doby se také datuje trvalé ptatelstvi k fadé
ruskych fyzik®, piedeviim s A. F. Jorrem). Kdyz
viak mu nekyne sebemensi nadé&je na moZnost
trvalého plsobeni na nékteré vysoké Skole
v Rusku, zah4ji Ehrenfest r. 1911 intenzivni
kroky, aby se stal soukromym docentem
(s vyhlidkou na profesuru) na nékteré vysoké
$kole mimo carské Rusko. Urity &as se i zdélo,
Ze by se mohl stit EINSTEINOVYM ndstupcem
v Praze (ten odchizel do Curychu), zde viak
pusobila komplikace jeho bezkonfesijnost. (Krét-
ky Ehrenfestiv pobyt r. 1912 u Einsteina v Praze
stadil k tomu, aby uzavieli upfimné pratelstvi
na cely Zivot) KdyZ se jiz zdédlo, Ze nikde
neuspéje, prichdzi nabidka od H. A. LORENTZE,
aby se stal jeho ndstupcem na université v Leyde-
nu v Holandsku. Od prosince 1912 naléz4 Ehren-
fest v Leydenu relativné klidny pfistav pro
nasledujicich 20 let tusp&$né vé&decké prace.
V r. 1922 na pozvani JCMF mél v Praze pred-
nisku o aktuilnich problémech moderni fyziky.
V poslednich dnech svého Zivota trp&l Ehrenfest
zna¢nou melancholii, jist& k ni pfispival i vyvoj
pomért v sousednim Némecku, kterd byla asi
pfi¢inou i jeho dobrovolného odchodu ze Zivota
v rodné Vidni dne 25. z&fi 1933.

V letech 1919—1920 studoval v Leydenu
u Ehrenfesta prof. dr. V. TRKAL a z té doby je
i spolednd jejich priace o entropické konstant&
viceatomovych plynl, kterd byla hojné a stdle
jesté je citovéna v zdkladnich u&ebnicich termo-
dynamiky. Z vypravéni prof. Trkala o tomto
pobytu nemohu si odpustit, abych neuvedl
kratkou typickou historku. Do Leydenu pfi-
jizdival pfednéset z Berlina tehdy jiZ velmi slavny
Einstein. Nebylo vyjime&nou udélosti, Ze proud
FEinsteinova vykladu byl pferufen Ehrenfesto-
vym ,,Unsinn*, pak nasledovala kratk4 klidnd
vyména n4zorti a prednd¥ka pokrafovala déle.
A po takovych predni¥kdch oba vynikajici
fyzikové a pfitom velci pfatelé (Einstein byl
o necely rok star¥f) dlouho do noci se vénovali
muzicirovdni a vychutndvali pavaby napf.
Brahmsovych sonat pro housle a klavir.

Miroslav Brdi¢ka
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UtZivate spravné fraze?
(Fejeton)

PovaZujeme za nutné upozornit eventualniho
&tenarfe tohoto ¢lanku na drobnou, ale originalni
praci, kterou pod nazvem A Brief dictionary
of phrases used in mathematical writing*) uvetej-
nil neddvno prof. H. PETARD. Zd4lo se ndm
vhodné poskytnout &eskému &tendfi materidl
v takové formé, aby se nejen seznamil s nejza-
vaznéjs$imi vysledky zminéného &lanku, ale také
ziskal trvalou praktickou pomiicku pro pifipravu
matematickych publikaci v &eském jazyce.
Zijemcam, ktefi publikuji v angli¢ting, viele
doporu¢ujeme studium priace prof. Pétarda.

V jednotlivych odstavcich jsou seskupeny
fraze pfibuzného charakteru s popisem situace,
ve které se jich zpravidla uZivd; na nékterych
mistech jsou pfipojeny upfesiiujici udaje. Ctenaf
snadno nahlédne, Ze jsme se umysiné vyhnuli
komentafi k nékterym velmi frekventovanym
frazim (napf. CtendF¥ snadno nahlédne...; ... tri-
vidiné vyplyvd ... apod.), jejichz pouzitelnost je
takika univerzdlni a mohou znamenat opravdu
cokoliv.

Prvni vyrazy a véty musi autor &ldnku vybirat
uvazlivé, a to i tehdy, maji-li pro &ldnek maly
nebo vibec Z4dny vyznam, nebof velkd &ést
&tenaih (v&etné nékterych recenzentl) vénuje
zvy$enou pozornost pravé uvodu. Za osvéd&ené
lze povaZovat tyto Gvodni véty: V praxi se éasto
setkdvdme s problémem...; V posledni dobé jsou
Soustiedéné studovdny...; Problém vysetfovany
v této prdci byl jiz zkoumdn X v [...]a Y v [...].
(Nejlépe, kdyZz X a Y jsou slavni matematici.)
Pokud by se problematiky naseho ¢&lanku
mohla tykat prace pana X, jejiZ vyznam a obsah
jsme nepochopili, konstatujeme sule: Vysledky
publikované X jsou v této souvislosti velmi
zajimavé.

Uvadime dale pfiklady uvodnich obratd,
uzivanych pro pfechod ,,k véci“. Vybere-li si
autor napf. obrat: Je pFirozené zadit touto
uvahou. .., ma zpravidla na mysli fakt, Ze nékde
se zacit musi. Casto se setkdme s frazi: Zavedeme
ndsledujici oznaéeni... (signalizuje seriézni pfi-
stup a umozZiiuje &aste¢né prodlouzeni ¢lanku),
nebo: Uvedeme nejprve nékolik trividlnich tvrzeni
zndmych z literatury ... (sem se uvadi zejména ta,
o jejichz platnosti je autor alesponi &éastedné

*) Amer. Math. Monthly, 73 (1966), 196—197.
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presvéd&en, neumi je jednoduSe dok4zat a nezna
vhodny odkaz; nékterd z nich oviem v dal§im
textu pouzije). Snadno se najdou fraze typu:
Abychom nekomplikovali zdkladni myslenku
dikazu hlavniho tvrzeni, omezime se v dalsim. ..
(tohoto uvodu lze uzit v pfipadé, jsme-li schopni
prezentovat jenom zminény jednodu$$i pfipad
nebo obecny pfipad vyzZaduje zcela jiny pfistup).
Tim se oviem muzZe ¢lanek zkratit, coZ lze vSak
kompenzovat jinak, napf. uZitim frize: Toto
tvrzeni je zndmé, ale pro uplnost [pro pohodli
Stendre]l zde uvedeme jeho ditkaz. Obratu:
Ze vzorce ... snadno vyplyvd... se nékdy uziva
ve spojeni s formuli zna¢né nepiehlednou a kom-
plikovanou. Autor ji jakoZto uvodni voli
(védomé ¢&i nevédomé) k varovani, popfipadé
k uplnému odmr$téni eventudlniho <&tendre.

Neni-li autor price schopen dokongit dikaz
n&jakého tvrzeni, je mozZné se uchylit k osvédce-
nym slovnim spojenim: Odtud obdriime snadnym
vypoétem...; Detailni dokonleni dikazu pone-
chdvdme C{tendri...; ... z &ehoZ uzitim X-ovy
véty plynou dokazovand tvrzeni; také lze situaci
vyfesit jemné a prosté: Ditkaz je dokonden.
Pfi obtiZich na jiném misté neZ na konci diikazu
se uzivaji obraty jako: ... Odtud trividlné vy-
plyvd...; Standardni tvahy vedou k...; Ctend¥
ihned vidi, Ze...; Podobné jako nahofe se od-
vodi...; Z uvedenych vysledkii snadno plyne...
apod. Lze téZ uzit obrati: ... po snadné ndmaze
StendF zjisti, Ze...; ... pFimym vypodtem se zjisti,
Ze..., a to napf. v pfipadé, Ze jsme pii vypo&tu
dospéli nékolikrdt k riznym vysledkim (a je
&as se pro néktery rozhodnout), nebo v piipadé,
Ze jsme své pozndmky s vypolty ztratili.

Pro zvy$eni dojmu a zdaraznéni duleZitosti
svého oboru se hodi skromné& prohlésit napf.:
Ackoliv vySetfovdni pFipadu... je prakticky
uzavreno, vétsina otdzek z naznadené problema-
tiky stdle odoldvd usili matematikii. Cilem této
prdce je ...

Je-li pouze z Gstniho podéni z vy$§ich kruhlt
zndmo, Ze néjaké tvrzeni je trividlni, mGZeme
ho v praci dokazat — Sifitel této informace
kone¢né zisk4 pramen k odkazu a &asto i pfesnou
formulaci tvrzeni.

V préci je téZ zddouci uvést i problémy, které
se studovanou problematikou tzce ¢&i vzddlené
souviseji. Pro uvedeni problému, jehoZ feSeni
neznidme, je vhodny obrat: ..., pFiemZ je
pravdépodobné, Ze tento problém neni dosud
Fesen a, jak se zdd, ndlezi k obtiznéjsim. Drive



rozie$ené problémy komentujeme slovy: ..., coZ
Jjednoduse ovsem plyne ze zndmych tvrzeni...,
nebo konkrétné&ji: ..., ktery obdriime trividlné
Jjako dusledek jedné X-ovy véty. Polozime-li
napf. X = S. Banach, stéZi ndm nékdo bude
oponovat.

Zavazinost prace lze zvysit bez vét§iho usili
uzitim téchto slovnich spojeni: Platnost odvo-
zeného tvrzeni se snadno rozsiFi i na pFipad...;
V pFipadé. .. se uvedené uvahy pouze zjednodusi.. .;
Bez ujmy na obecnosti roziesime pripad pro...
Slozit&jsi problém sta&i pak jen formulovat.
Uziti téchto frazi vSak vyzaduje od autora
dostate¢ny talent, aby se vystfihal o&ividnych
chyb, resp. Zdd4 méné& pozorného &tenéfe.

Véfime, Ze tento prispévek obrati pozornost
k zajimavé problematice a alesponi nékterym
bude stimulem k dal§imu studiu v této oblasti.

Doufime, Ze jsme se vyhnuli pfili§ striktnimu
rozboru jednotlivych frazi, nebof by mohl pfispét
k nezdravé unifikaci &eskych matematickych
text, ¢imZ by utrpéla jejich jazykovéa distota
a krisa. Ostatné &tenéf, ktery se jen letmo sezna-
mil s touto problematikou, snadno vylusti
vyznam frazi typu: Diikazy uvedenych tvrzeni
budou uvefejnény pozdéji [ndvod: tfeba se na
to zapomene] ... (Pokradovdni) [ndvod: nikdo
netvrdi kdy] apod.

Proslycha se, Ze by bylo mozné zfidit specialni
sekci pro mluveny a psany matematicky jazyk —
zdjemcim by bylo moZno pak z prostiedkt
sekce poridit & zapujéit specialni drilova cvideni,
zameé&fen4 napf. ke spravnému uZiti elementirnich
vazeb se slovy trividlné, snadno, zfejmé¢ apod.

Zpracovdno podle citovaného pramenu

Hilbertovy problémy

O jedenactém a dvanactém

Hilbertové problému

Jedenacty a dvanacty Hilbertiv problém naleZeji svym puvodem do teorie &isel
soudasny stav badéani v této problematice je viak stavi do souvislosti s dal§imi matematic
kymi disciplinami, nap¥. s teorii funkci komplexni proménné a s algebraickou geometrii.

Jedenacty Hilbertiv problém byl ve své dobé motivovan tim, Ze tehdy jiZ existovala
dobfe rozvinuta teorie kvadratickych forem nad télesem raciondlnich &isel. Hilbert
doporuduje vénovat pozornost teorii kvadratickych forem nad libovolnym algebraickym
&iselnym télesem, zejména pak tomuto problému: Je dina kvadraticka rovnice s libo-
volnym poétem promé&nnych, jejiz koeficienty jsou prvky n&kterého algebraického
Ciselného t&lesa. Maji se zkoumat feSeni této rovnice v celych nebo zlomkovych alge-
braickych &islech patficich do zdkladniho télesa.

Dvanacty Hilbertiv problém vychazi z tzv. Kroneckerovy véty. Ciselné t&leso K se
nazyva abelovskym roziifenim té&lesa racionalnich &isel Q, jestlize je jeho normalnim
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