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vzhiru. Jeji innost, pokud se dd vyjddFiti v penézich, neméFi se jiZ tisici, ale desetitisici,
ba jesté spise statisici. Jeji vyznam kulturni a ndrodni jest pak vitbec nedocenitelny.
Nezapomerime vSak nikdy, %e k tomuto velkolepému rozvoji dospéla Jednota jen radost-
nou soucinnosti a oddanosti vSeho svého clenstva, nadsenou a nezistnou obétavosti pfednich
muZi z jeho Fad, pFednich muZi ndroda. Jeji utéseny rozvoj a blahoddrnd, dalekosdhld
&innost ziskdvaly ji vidy v stejném poméru svého vzristu nové prizné, nové prdtele a pra-
covntky. Preletné strdanky této knihy jsou toho dokladem. KéZ tomu jest tak i v budouc-
nosti, kéz by také toto vypravovdni, jeZ osvétlilo tuto Cinnost, vyneslo na povrch tolik
zdsluh a ldsky, kéZ by i ono dovedlo rozmnoZiti ldsku a oddanost dnesnich pritel Jednoty,

kéz by i dovedlo ziskat ji novych.

Af Zije, af roste, at vzkvétd Jednota Ceskych mathematikii!*
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Stan Wagon:
The Banach-Tarski Paradox

Protismyslné jevy odporujici na§im pfed-
stavdm se nazyvaji zpravidla paradoxy.
Maji své misto v matematice zddnlivé ne-
logicky, v mnohém v3ak ovlivnily i jeji
vyvoj. Se zménou hloubky pozndni ztrd-
ceji postupné svij myticky charakter.
Dnes napf. nikoho neudivi, Ze v8ech pfiro-
zenych dCisel ,,je stejn€ mnoho** jako téch,
kterd jsou &tverci jiného prirozeného Cisla.
Tento jev zpozoroval uZ Galileo Galilei
(1564—1642), nicméné dnes bychom ho
st&€Zi oznacili za paradox. Dokonce i v po-
zménéné formé rozkladu mnoZiny viech
ptirozenych &isel na disjunktni nekoneéné
spodetné mnoZiny (napf. sudych a lichych
gisel) lze jim sotva prekvapit &lovéka
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sezndmeného se zdkladnimi poznatky
teorie mnoZin. Pfesto v§ak zde vystupuje
myslenka rozdéleni celku na dvé disjunktni
Cdsti stejné velké jako celd mnoZina, tedy
»zdvojeni N,

Jsou-li X a Y zcela libovolné omezené
mnoZiny v trojrozmérném prostoru, které
maji neprdzdny vnitiek, 1ze X i Y rozloZit
na kone&n& mnoho (feknéme n) po dvou
disjunktnich mnoZin X, X,, ..., X, a Y;,
Y,, ..., Yy tak, Ze Y; je izometrickym obra-
zem X;, j = 1, ..., n. Jinak feeno, téleso
X lze rozbit na koneény polet kouski,
které po preskupeni (kousky je dovoleno
jen posunovat a otddet) lze slozit tak, Ze
dostaneme téleso Y.

Toto tvrzeni je skuteéné pravdivé a po-
vazuje se za jeden z nejpfekvapivéj§ich
matematickych vysledkid. Je zcela proti-
smyslné, pfedstavime-li si X jako brambo-
ru a Y jako zemé&kouli a varuje nds tak
dirazn€ pied sméSovdnim ,,idedlnich*
objektli matematiky s ,,konkrétnimi‘ pfed-
méty z béZného Zivota. V ,,matematickém
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svéte*‘ je prekvapujici, nicméné plati a md
fadu zdvaZnych disledki v teorii miry,
souvisi Uzce s teorii grup a podstatné
z4visi na axiémech teorie mnoZin. Rikd
se mu Banachuv-Tarského paradox a po-
chdzi z r. 1924. Recenzovand kniha je bi-
lanci souc¢asného stavu bdddni, které bylo
stimulovdno objevem tohoto paradoxu.

Pro pfiblizeni problematiky za&n&me
krdtkou exkurzi do teorie miry (oznadeni
,»mira‘ uZzivdime v ir§im smyslu). Je velmi
pravdépodobné, Ze pod problémem méfeni
objemu geometrickych objekti v euklei-
dovském prostoru si pfedstavujeme v§ichni
vice méné totéZ. Systém & vSech ,,méfi-
telnych* objektt by mél pfinejmensim
obsahovat télesa zndmd z elementdrni
geometrie (krychle, koule apod.). Piitom
by mél byt co nejvétsi, v idedlnim pfipadé
by mél obsahovat vSechny podmnoZiny
prostoru. Kazdé mnoZin€ Te & chceme
pfifadit jeji ,,miru“ (. v R® objem,
v R? obsah, v R! délku) a na této mnozi-
nové funkci u poZadujeme, aby méla
n&které prirozené vlastnosti: méla by byt
nezdpornd a mélo by platit u(T; U T,) =
= uTy) + (T;), pokud T, T,e&
a Ty n T, = 0 (tzv. aditivita). Ddle by se
méla shodovat s elementdrnim objemem,
tj. pro jednotkovou krychli W < R™ by mé-
lo platit u(W) = 1 (normalizace) a euklei-
dovské transformace mnoZin z & by mély
zachovdvat jejich miru (invariance). Jinak
feeno p(¢(T)) = w(T) pro kazdou izo-
metrii ¢: R™ — R™ a kazdé Te &, pro néz
o(T)e &.

Je zndmo, Ze zvolime-li za & systém
viech mnoZin méfitelnych v Jordanové-
-Peanové smyslu, je na ném takovd u pred-
chdzejicimi poZadavky jednoznaéné urde-
na. Tento systém je vSak z hlediska mate-
matické analyzy pfili§ chudy, neobsahuje
napfiklad ani vSechny oteviené mnoZiny
v R™. Defini¢ni obor p lze jesté ddle rozsi-
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fovat, nikoli vS§ak neomezen&. Banachiiv-
-Tarského paradox ve verzi pro R™,
m 2 3, ukazuje, Ze nelze Zddat, aby & byl
systém vSech podmnozin R™ (volte napf.
za X jednotkovou kouli, za Y sjednoceni
dvou stejné velkych takovych disjunktnich
kouli a s vyuZitim aditivity a izometrie
odvodte u(X) = u(Y)). Vtip je v tom, Ze
éasti X,,..., X, vystupujici v tvrzeni ne-
mohou byt viechny méfitelné pro Zddnou
aditivni normalizovanou miru invariantni
vici izometriim. Banachtiv-Tarského pa-
radox md tedy ve vicerozmérném prostoru
za ndsledek neexistenci miry s uréitymi
pfijemnymi vlastnostmi.

Ctendfi je jisté podezielé, 7e jsme taktn&
pomlceli o situaci na pfimce a v roving.
To md hlubsi diivod: na R! i na R? in-
variantni aditivni normalizované miry
definované na systému viech podmnoZin
prostoru existuji. Tento vysledek ndleZi
Banachovi; fikd ndm, Ze se na R' a R?
Zddny Banachuv-Tarského paradox ne-
kond. Existence zminéné miry na R! a R?
nemd vSak tak velky vyznam, jak by se
mohlo na prvni pohled zddt: takovd mira
neni urena jednoznacné a jeji konstruk-
ce — jak se dd ofekdvat — je zaloZena na
axiému vybéru.

Jak jsme jiz zdidraznili, Banachiv-Tar-
ského paradox mad tizky vztah k otdzce
existence mér s urcitymi pfirozenymi geo-
metrickymi vlastnostmi. Tato souvislost
je v recenzované knize velmi podrobné
prozkoumdna; zhruba polovina knihy je
vénovdna konstrukcim jistych paradoxnich
rozkladd (ty maji za ndsledek neexistenci
jistych mér) a zbytek se tykd konstrukce
specidlnich mér (ty naopak ukazuji, Ze za
uréitych okolnosti nemohou paradoxni
rozklady existovat). Spojovacim &ldnkem
je kap. 9, z niZ vysvitd, Ze ve skuteCnosti
existence paradoxniho rozkladu (vzhledem
k jisté grupg) je ekvivalentni neexistenci
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invariantni (op&t vzhledem k uvaZované
grup€) normalizované aditivni miry.

Méli bychom poznamenat, Ze odliSnost
situace v R? a R? je zavinéna rozdilnymi
grupové teoretickymi vlastnostmi izo-
metrii; proto tedy nepfekvapuje, Ze se
v knize klade velky diiraz na algebraické
aspekty paradoxnich rozkladd; vénujme
se v§ak obsahu ponékud podrobné;ji.

Uvodni kapitola pfindsi abstraktni po-
hled na paradoxni rozklady. Do popfedi
zde vystupuje jiZ zminénd myslenka ,,zdvo-
jeni. Jejim jinym ptikladem je tzv.
Sierpinskeho-Mazurkiewiczliv paradox,
ktery Fikd, Ze existuje neprdzdnd mnoZina
X = R?, X, < X, otodeni ¢ a posunuti t
v rovingé R? tak, Ze

oX)=Xo, (X)=X\X,.

Takovou mnoZinu X je moZno popsat
,.efektivné*’, tj. bez pouziti axiému vybéru.
Vadou na krdse je, Ze X je neomezend
a spofetnd (je zndmo, Z¢ X nemiiZe byt
omezend mnoZina s neprdzdnym vnitf-
kem).

Ndsledujici kapitola obsahuje dikaz
paradoxu Hausdorffova: existuje spocetnd
podmnoZina D jednotkové sféry S < R3
takovd, e S \ D je SO, — paradoxni.
Podrobnéji: lze definovat spofetnou mno-
Zinu D a mnoziny G,, G,, G; tak, Ze
S2 N\ D =G,uG,uG; a pfitom pro
vhodnou dvojici rotaci ¢, Y plati

‘P(Gl) =G,V G;, ¢(G1) = G,,
(Vo ‘//) (61) =G;.

Je zajimavé, Ze jak Hausdorffiv tak Sier-
pinského-Mazurkiewiczliv paradox se ob-
jevuji v tomtéz roce, tj. v r. 1914,

Treti kapitola poddvd dikazy rtiznych
verzi Banachova-Tarského paradoxu. Pod-
stata véci spo€ivd v odstranéni vySe zminé-
né spocetné mnoziny D, coZ jiZ otvird cestu
k jeho ,,silné formé*, uvedené ve druhém
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odstavci recenze. Cdst kapitoly je téz vé-
novdna problematice rozkladu mnoho-
thelnikd (srv. Wagoniv &ldnek otistény
v pfekladu v PMFA 28 (1983), 320—328).

Ctvrtd kapitola se zabyvd ,,optimaliza-
ci‘‘ paradoxnich rozkladu z hlediska poétu
prvkil rozkladu. Z r. 1947 pochdzi napt.
vysledek, Ze jednotkovou kouli lze roz-
loZit na 5 &isti (jedna je dokonce jedno-
bodovd), které lze ,,pfestavét na dvé
disjunktni koule o poloméru 1. I kdyz
zfejmé neni moZné, aby téchto 5 ¢asti bylo
vesmés méfitelnych ve smyslu Lebesgueovy
teorie, nejsou tyto Cdsti z topologického
hlediska nutné pfili§ $patné; je zndamo,
Ze kazdd z nich miZe byt souvisld a lokdIné
souvisld. Cislo 5 je pro paradoxni rozklad
koule minimdlni, paradoxni rozklad na
mens$i poCet Cdsti moZny neni.

Dal3i kapitola je vénovdna problematice
prostoril vyssi dimenze, resp. paradoxnim
rozkladiim v neeukleidovskych prostorech.
Jeden z problému zde feSenych stoji za
zminku: Steinhausiv had je posloupnost
(alespoii dvou) shodnych pravidelnych
Styfsténlt v R? takovd, Ze sousedni &tyf-
stény maji spoleénou prdvé jednu sténu
a kazdy ¢tyfstén je rizny od predchidce
svého pfedchiidce. Nyni se ptdme, zda
existuje takovy Steinhaustv had, aby jeho
posledni Ctyfstén byl posunutim prvniho
étyisténu. Odpovéd je negativni, takovy
had neexistuje.

V Sesté kapitole se studuji volné grupy
rotaci a s nimi souvisejici paradoxy,
v sedmé pak se objasiiuji paradoxy vzhle-
dem ke specidlnim grupam transformaci
v prostorech nizké dimenze. Posledni
kapitola prvni Cdsti knihy je vénovdna
abstraktni teorii shodné rozloZitelnosti.

Pomineme spojovaci a jiz dfive zminé-
nou kapitolu 9 a budeme se vénovat druhé
¢dsti knihy. Kapitoly 10 a 12 jsou vénova-
ny pojmim amenability a superamenabili-
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ty — zkoumaji se miry na grupdch in-
variantni vici grupové operaci a jsou
charakterizovdny ty grupy, na nichZ tako-
vé netrividlni miry existuji. Posledni kapi-
tola poskytuje srozumitelny vyklad o roli
axiébmu vybéru pii vySetfovdni otdzek
teorie miry a paradoxnich rozkladi. Pro
pohodli &tendfe pfipojené dodatky jsou
vénovdny Jordanové objemu a grupdm
eukleidovskych transformaci. Ke knize je
téZ pfipojen seznam 19 problémi, z nichZz
nékteré jsou oteviené od tficdtych let
naseho stoleti. Jeden z nich souvisi s obsa-
hem kapitoly 11, o které jsme dosud
nemluvili.

V r. 1923 formuloval polsky matematik
Ruziewicz tento problém: je Lebesgueova
mira jedind invariantni normalizovand
aditivni mira na systému v§ech omezenych
lebesgueovsky méfitelnych mnoZin z pro-
storu R™, m = 3 ?(Je vcelku b&Zn& zndmo,
Ze Lebesgueova mira je jedind o-aditivni
mira s uvedenymi vlastnostmi.) Na pozi-
tivni feSeni tohoto problému vSak bylo
piesto nutné &ekat tém&f 60 let (D. Sulli-
van, G. A. Margulis). Pfitom je pozoru-
hodné, Ze zaménime-li ve formulaci problé-
mu ,,lebesgueovsky méfitelné‘‘ mnoZiny za
,,borelovské*, odpovéd na vznikly pro-
blém neni dosud zndma. Zndmé metody
v této situaci zcela selhdvaji. PotiZ spodivd
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v tom, Ze mnoZina miry nula md obecn&
mnoho neborelovskych podmnoZin.

Pfi pozitivnim FeSeni Ruziewiczova pro-
blému sehrdl dileZitou roli i Banachiv-
-Tarského paradox. D4 se ho totiZ vyuZit
k dikazu toho, Ze kaZdd mira z Ruziewic-
zova problému je absolutné spojitd vzhle-
dem k Lebesgueov& mife (viz jiz dfive
citovany &ldnek S. Wagona v PMFA).
To otevird cestu k pouZiti metod funkcio-
ndlni analyzy.

Kniha je psdna poutavé a s vysokou
matematickou kulturou. Obsahuje po-
drobné komentdfe o vyvoji problematiky
a seznam citovanych praci &itd pres 250
poloZek. Prvni tfi kapitoly jsou dostupné
Ctendfi s minimdlni matematickou pri-
pravou — staci zndt néco o spocetnych
mnoZindch, linedrni algebie a teorii grup.
Zbytek knihy je ndro¢néjsi — ten totiZz
ukazuje, Ze teprve spojeni moderni analyzy
a algebry vede k uspé&$nému feSeni t€Zkych
a zajimavych problémi. Jemnost probira-
né lidtky umoctiuje uzkd vazba na otdzky
zdkladd matematiky, souvisejici zejména
s axiémem vybéru.

Kniha p€kné ilustruje nutnost vzdjemné
interakce matematickych disciplin. Potvr-
zuje, 7e hleddni hranic mezi algebrou,
geometrii, analyzou apod. je nejen nesmy-
slné, ale i zcela beznadéjné.

Ivan Netuka a JiFi Vesely
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