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Konvexita
(1. cast)

Marcel Berger

MARCEL BERGER: Narozen v Paifzi (1927). Po ziskdni doktordtu na zakladé disertace
Holonomni grupy Riemannovyjch variet (pod vedenim A. Lichnerowicze) piisobil v letech
1955-1974 jako profesor na univerzitich ve Strasbourgu, Nice a v Pafizi. V letech
1974-1985 byl feditelem vyzkumu v CNRS (Statn{ stfedisko védeckého vyzkumu). Od
r. 1985 je feditelem IHES (Ust.av pro vyssi védeckd studia). Pusobil také na MIT
(1956-57) a na University of California v Berkeley (1961-62). V r. 1981 pfednisel na
University of Pennsylvania v ramci Rademacherovy profesury. V letech 1979-81 byl
prezidentem Francouzské matematické spolecnosti. Od . 1982 je ¢lenem korespondentem
Francouzské akademie véd. Je redaktorem a vykonnym redaktorem fady matematickych
tasopisli, vykonnym redaktorem Zzluté série Grundlehren der Mathematischen Wissen-
schaften, vydavané nakladatelstvim Springer. Publikoval na 45 ¢ldnkid z riemannovské
geometrie a tii knihy (Springer-Verlag): Geometrie I a II, Diferencidlni geometrie:
variety, kiivky a plochy (spole¢né s Gostiaux) a Problémy z geometrie (spoluautofi:
Berry, Pansu a St. Raymond).

Jak uvidime, konvexita je velmi stara disciplina s kofeny sahajicimi pfinejmensim
k Archimedovi. Viceméné se tésila stélé prizni a nyni zaznamendva vitézny navrat na
scénu. Ten ¢dsteéné souvisi se vznikem linearniho programovani a s po¢atky pocéitacové
éry v Sedesatych letech. Mezi skvélé vysledky, které pfinesla geometrickd metoda do
analyzy, spadaji také atraktivni poznatky o konvexnich télesech.

v

Konvexita je pfitom mimoradné jednoduchy a pfirozeny pojem. Véfime proto, ze
¢tenat ochotné piijme nasledujici vyklad. Je sdm o sobé zajimavy: ilustruje uréitd —
viceméné klasickd — matematickd fakta, kterd je vSak dulezité si uvédomit, jakkoli se
nam mohou jevit jako paradoxni. Prvni z nich je, Ze existuji snadno formulovatelné
otazky a problémy (jako v teorii &isel), na néz je odpovéd stdle neznama nebo byla
ziskana a7 v nedavné dobé&, ¢asto za pomoci velice ndroénych postupti z jinych &asti
matematiky. Druhym takovym faktem je, ze k feseni elementdrnich geometrickych pro-
blému formulovanych v nasem obyéejném dvourozmérném ¢&i tfirozmérném prostoru
jsme nuceni uzivat abstrakci a mimo jiné , pfejit do nekoneéna“ & do prostoru vyssi
dimenze. A koneéné, Ze intuice je nékdy zavadéjici.

S ohledem na omezenou délku ¢lanku nemohu vyéerpat vsechno. Vlastné jsem musel
zvolit pouze nékolik oblasti. Vybér byl zalozen na pfirozenosti, jednoduchosti, osobnim
vkusu a na ilustraci pravé uvedenych faktd. Standardni partie, které jsem opravdu
nemohl zafadit, okrajové komentuji v posledni ¢asti ¢lanku.

MARCEL BERGER: Converity. American Mathematical Monthly 97 (1990), 650-678. Pte-
lozili IvAN NETUKA a Jiti VESELY. Obrazky podle origindlnich na¢rtii narysovala ALENA
SAROUNOVA.
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Material je usporadan takto:
1. Konvexita je prirozeny pojemi; historické priklady
2. Presné definice; priklady
3. Johniv-Loewneruv elipsoid; aplikace
4. Konvexni funkce; piiklady a aplikace
5. Mnohostény: ¢tyfi ,elementarni® problémy
6. Dvé algebraické operace na mnoziné konvexnich téles: dualita a s¢itani
7. Topologie na mnoziné viech konvexnich téles: intuice je nebezpecna
8. Stru¢ny piehled dalsich dilezitych partii konvexity
Pii priprave tohoto textu mi myj. pomdhali Peter Gruber a Vitali Milinan. S poteé-
Senini jim na tomto mist¢ dekuji.

1. Konvexita je prirozeny pojem; historické piiklady

Slova konverni a konkdval se v wineni uzivaji bézne, jak ukazuje tato poznamka

o modernim sochafstvi:

Tato socha odrazl vliv kubismu vzd-
Jemnow oplickow provdzanosti konkav-
nich a konvexnich t(varu a wve vyuZill
prazdna k vyjadien hmoty. (7 publikace
Poklady Izraclského muzea v Jeruzald-
meé, Zencva, 1985.)

Totéz plati o ucebnicich anatomie:

Menisky neboli polomésicité vazivové
chrupavky. Vzhledem k jejich ulvdiend
neodpovidayl klowbni plochy tibic kondy-
Liom femoru. Soulad vznikd prosticdnic-
toim kloubnich meniski neboli polomcsi- =
cilyeh vazivovyeh chrupavek, vloZenyeh
mezt b a femur. Tyto vazivood chru-
pavky, lak jako kloubni plochy tibic, jsou
zevnd a vnitinid. Kaida = nich je trojihel-
nikovild prizmalicka lamela stocend do
polomésic¢ilého lvaru.

Rozezndavd se na nich: herni konkav-
ni plocha, stykajict se s kondyly [emo-
ru, spodni plocha, klerd je v konlaktu

s periférid piistusné kloubni plochy tr-

bie; zevni ncboli obvodovd plocha (za-

ALEXANDER ARCHIPENKO (1887-1964):
Zena, kterd st céese vlasy. Bronz.

kladna prizmatu), kterd je konvexni a
velme Mlustd, pripojend ke kloubnimu Collection Israel Muscum, Jerusalem
pouzdru; vnilind ncbolt centrdlni okray, Photo credit: Israel Muscum
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ktery je konkavni, osiry a jeho? konkavita je obrdcena ke stiedu stycné kloubni
plochy.

(Pieklad *) z klasické Rouviérovy francouzské uéebnice anatomie.)

Povsimnéme si, Zze konvexita a konkavita vystupuji jako natolik samoziejmé pojmy,
Ze se nemusi vymezovat ani v textech o uméni nebo anatomii!

Archimedes (asi 250 let pi.n.l.) explicitné vyslovil tvrzeni, Ze vnitini kiivka na nize
uvedeném obrazku je kratsi nez vnéjsi, pokud je vnitini kfivka konvexni. To zfejmé
neplati, pokud konvexni neni (obr. 1).

Poinsot (kolem r. 1800) si vsimal konvexity pfi studiu statiky. Vyslovil napf. tvrzeni,
Ze pro zaruéeni stability nize na¢rtnutého stolu je potieba, aby svisla pfimka prochaze-
Jjici tézistém protinala podlozku uvniti konvexniho obalu (viz ¢ast 2) mnoziny tvofené
nohami stolu (obr. 2).

Obr. 1.

a'x +bYy+'<0

d'x+bly+c'< 0¥

ax+by+c=0

nevhodnex\/

Obr. 2. Obr. 3.

Ve srovnatelnou dobu také Fourier studoval statiku a byl veden ke studiu simultan-
nich linearnich nerovnic typu ilustrovaného na obr. 3.

Byl dostate¢né bystry, aby si uvédomil nutnost uréeni téch skuteéné podstatnych
nerovnic (viz ¢ast 5). To byl za¢dtek linedrniho programovani, které se za¢alo rozvijet
v Sedesatych letech nascho stoleti. Spadéd do néj napt. otdzka: Najdéte maximum funkce
Yy =z —x3 + 2z3, pokud

rp+ 2+ 33+ 2455,
) + z3—4ay4 2,
L1 20

*) Za pomoc s piekladem dékujeme MUDr. M. Ry$avému z LF UK v Praze. Na doporuéen{
recenzenta uvadime ceské terminy: kondyl = kloubni hrbol, femur = stehenni kost, tibie =
= holenni kost. (Pozn. prekl.)
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Na FeSeni takovych problému existuje velka fada potitatovych programi. Poznamka
ze zacatku ¢lanku se tykd toho, Ze to nejzajimavéjsi z linedrniho programovani (za
pouziti poéitace) spoéiva ve zpracovani velkého poétu nerovnic a proménnych. Odtud
vyplyva potfeba (v Zadném piipadé luxus vnucovany matematiky) pracovat a rozvijet
intuici ve vicerozmérnych prostorech.

Jiz okolo r. 1720 uzival Newton podstatné konvexitu pii hleddni lokdlniho tvaru
rovinnych realnych algebraickych kfivek v singuldrnim bodé (jakkoli slozitém). Jeho
feseni bylo docela tiplné, jak ukazuje tento piiklad:

2y5+y4l,3__73/4;1:5+3y3£2__y?.1:4_5y2m+yz4+a:5:0.

Budeme vysetfovat singularitu v po¢atku (0,0). V jiném pfipadé toho lze dosdhnout

posunutim soufadnicové soustavy. Nyni vyzna¢me tuéné kazdy miizovy bod (m,n)
3 2 v’ 2 ’ v . ve

roviny R* pat¥ici k nenulovému élenu a,, ,,2™y™ rovnice kiivky.

Y

g

i 5 X Obr. 4.
X

Potom naértnéme konvexni obal (starejme se pouze o zapadni a jizni &ast) této
mnoziny bodu, ¢imZ dostaneme nékolik useéek. Pro kazdou tisetku vybereme dva éleny
odpovidajici v dané rovnici koncovym bodum usecky. V kazdém pfipadé naértnéme
lokalné kfivku vyjadfenou rovnici s témito dvéma ¢leny. Newtonova véta fika, Ze bez
ohledu na dalsi vyznaéené body, sjednoceni naértnutych kiivek predstavuje lokdini
tvar celé kiivky. Podrobnosti a obecnou teorii lze nalézt ve [14] a [36].

5 r

2% — 5y’e =0, 2® —Bay? =0
2y — 5z = 0, et =52 =0
Sr = 21°, 2>=Vby a 2*=-Vhy

(z® = by’ + 2y° = 0)
Obr. 5.

tri vétve

2. Piesné definice; priklady

V nasledujicich ¢astech 2-6 budeme pracovat vyhradné ve vektorovém prostoru
RY={x=(x1,...,24) : z; € R }. Podle povaly studovaného problému budeme tento
prostor uvaZovat s kanonickou euklidovskou metrikou

o, y) = V(z1 —n)? + ...+ (€a — ya)?
nebo bez ni.
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Rikdme, ze podmnozina k' prostoru R¢ je konvezni, jestlize pro kazdé z a y z mno-
#iny K je tusecka [z,y] s koncovymi body ¢ a y obsaZena v K, tj. [#,y] C K. Nize
uvedené obrazky davaji predstavu o konvexnich a nekonvexnich mnozinach. ProtoZe
otevieny kruh 22+ y? < 1 spolu s jakoukoli ¢asti hranice (kruznice 2 +y* = 1) je kon-
vexni, budeme vidy pracovat s olevienymi nebo uzavfenymi konvexnimi mnozinami.
Poznamenejme, %e pro étverec se véci maji jinak. Pro kazdy pfipad pfipominame, zZe
se mnozina K C R? nazyva otcviend, jestlize je kazdy jeji bod stfedem néjaké oteviené
koule B(z,») = {y : d(z,y) < r} (r > 0) obsazené v K. Nazyva se uzaviend, kdyz jeji
doplnék R4\ K je otevieny. To je ekvivalentni vyroku, ze limita z kazdé konvergentni

posloupnosti {x;} bodd z N lezi v K.

konvexni

nekonvexni
Obr. 6.

Zde jsou tii bezprostiedni vlastnosti konvexnich mnoZin:

Prvni z nich byla zndma jiz Archimedovi: jestlize K je deska v R2 nebo té&leso
z uréitého materiadlu v R3, potom obsahuje svoje t&zists. Viimnéme si, Ze se nepozaduje
konstantni hustota.

Druha vlastnost: podivejme se na nasledujici dvé metriky na libovolné podmno#i-
né K v R Prvni z nich gg je tzv. indukovand metrika (z euklidovské struktury R?),
tedy or(z,y) = o(z,y) pro kazdé z,y € K; g je euklidovskd metrika v R? Druhd
metrika oznatovana g je tzv. vlastni (nebo vnitini) a gx(z,y) je definovano jako
infimum délek vsech kfivek spojujicich x, y a leZicich zcela v K. Snadno se pak
nahlédne, 7ze K je konvexni, pravé kdyz px je identické s pg.

Treti vlastnost patfi do svéta algebraické topologie, ktera studuje vlastnosti ob-
Jjektu, které zavisi pouze na zobrazenich zachovdvajicich topologii, a to zejména téch
vlastnosti, které jsou invariantni vzhledem ke spojitym deformacim. Ve skute&nosti
jsou vsechny oteviené konvexni mnoziny ekvivalentni, specialné ekvivalentni s R%. Pro
algebraického topologa tedy konvexni mnoZiny nejsou predmétem zdjmu. Dukaz je
jednoduchy: vytvoite spojité zobrazeni K — R? tak, ze vezmete libovolny bod z € K
a roztahnete kazdy omezeny paprsek v K s po¢atkem v z na odpovidajici neomezeny
paprsek v R9,

Obr. 7.
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Nasledujici konkrétni ptiklady konvexnich mnoZin maji zakladni vyznam:

(i) Kazdy ze dvou poloprostori (otevieny nebo uzavieny) uréeny nadrovinou (tedy
mnozinou popsanou rovnici typu

Z(li:ci:b,

i=1

kde nejsou v8echna a; nuly) je konvexni. Poloprostory jsou pro konvexitu stavebnimi
kameny. Klasicky vysledek (jehoz ditkaz neni tézky) totiz ¥ika, ze kazda uzaviena
konvexni mnoZina je prinikem vsech uzavienych poloprostorii, které ji obsahuji; viz
¢ast 6. Navic lze toho vidy dosahnout pomoci spoéetného systému poloprostorii.

A

(ii) Uzavieny elipsoid

Obr. 8.

Je dilezité poznamenat, ze — pokud neni do R? zavedena zadna euklidovska struktura
— jsou vSechny elipsoidy (afinné) ekvivalentni. Specidlné jsou vSechny ekvivalentni

d
standardni uzavfené kouli }_ z? < 1 (obr. 9).

@ adh) &
Obr. 9. a Obr. 10.

(iii) Uzavieny rovnobéinostén je mnozina, kterou lze zapsat (po posunuti) ve tvaru
{(z1,...,24) : |#:]| £1, i=1,...,d} vzhledem k vhodné bézi prostoru R? (obr. 10).
Vsechny rovnobéinostény jsou (afinné) ekvivalentni standardni krychli {z : |z;| <
<1, i = 1,...,d} (zde jsou pouzity standardni soufadnice v RY). Pii dvahach
metrického charakteru vsak mohou byt rovnobé&znostény velmi rozdilné.

(iv) Kazdy prunik (dokonce ne nutné spocetny) konvexnich mnozin je konvexni. M4
tedy smysl mluvit o nejmensi konvexni mnoziné obsahujici danou mnozinu A C R4
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a nazvat ji konverni obal mnoziny A. V dalsim bude oznatovin conv(A). Mnohostén
je konvexni obal koneéné mnoziny. Poznamenejme, Ze ne véechny body jsou nutné; ty
opravdu nutné se nazyvaji vrcholy, ¢i extremalni body mnohosténu.

& 4D

Obr. 11.

(v) Mnoziny |z|* + |y|* £ 1 v R? jsou konvexni pro viechna relna &isla A 2 1.
Dikaz neni zfejmy; viz ¢ast 4.

Obr. 12.

3. Johnuv-Loewneruv elipsoid; aplikace

Zde uvedeme vysledek, ktery je zaroven jednoduchy — nikoli trividlni — a mimorad-
né silny. Nalezli ho zcela nezavisle F. John (ktery studoval mechaniku) a C. Loewner
(ktery studoval zobrazeni pomoci komplexnich funkei), a to ve &tyficatych letech.
(Pripad d = 2 saha k Behrendovi do tficatych let.) Vysledek Fikd, ze pro kazdou
omezenou mnozinu A (s neprazdnym vnitikem) v R? existuje prdvé jeden elipsoid E
obsahujici A a majici minimalni objem (pFfipomerime, ze v§echny elipsoidy maji stied
v polatku).

Obr. 13.

d
Objem elipsoidu Y (z%/a?) < 1 se chipe v elementdrnim smyslu, tedy jako kano-
1=

nickd mira v R9 (se standardni euklidovskou metrikou). Plati

d 4 d d
vol (Z% < 1) = (Ha,—) - vol (sz < 1) .
i i=1 i=1

i=1
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To plyne z véty o substituci z teorie integralu. Ozna¢ime f(d) objem standardni
d

koule Y z? £ 1. Hodnotu této diilezité funkce lze nalézt v n&kterych uéebnicich
i=1

z integralniho poétu, viz [6]; je totiz

nF
B(d = 2k) = e
k+1_k
B(d=2k+1)= 1.3.;..?2/64-1)’
neboli dohromady 2d/2
pd) = T(d/2)+1)’

pokud znate [-funkci.

Pokud jste o tom nikdy nepfemysleli, zkoumejte pro rostouci d chovani g(d). Spoé-
téte specialné prvni hodnotu d, pro niz #(d) < 1 (objem jednotkové krychle). Dulezité
je asymptotické chovani 3(d); viz ¢ast 6. Ze Stirlingovy formule se dostane

prod — oo.

e (d+2)/2
d

B(d) ~ konstanta - (—

To umoztiuje porovnani B(d) s 29, coz je objem krychle opsané jednotkové kouli.
Odkazujeme na zajimavou aplikaci na konci ¢asti 5 A.

Vratme se k Johnovu-Loewnerovu tvrzeni. Existence vyplyne ze snadného argu-
mentu zalozeného na kompaktnosti. Pouze dejte pozor, abyste vylou¢ili degenerované
elipsoidy. To je zarué¢eno pravé podminkou o neprazdnosti vnittku mnoZiny A. Dukaz
jednoznaénosti vedte sporem. Ukaite, Ze k danym dvéma riiznym elipsoidiim stejného
objemu existuje tfeti elipsoid mensiho objemu, ktery obsahuje jejich prinik. Vypocet
zjednoduste pomoci pievedeni pozitivnich kvadratickych forem simultanné na diago-
nalni tvar. Jiny dukaz je uveden v pFisti éasti.

Obr. 14.

Johnuv-Loewneruv elipsoid se nyni ¢asto uziva pfi studiu konvexnich mnozin v &isté
i aplikované matematice; viz [19]. Uvedeme tfi aplikace v ruznych oblastech.

Pruni aplikace se tyka teorie kvadrik (resp. kuzelosetek v roviné). Elipsoid E ma
vlastnost (nazyva se diametralni), kterd spotivd v existenci nadroviny soumérnosti
pro kazdy systém & rovnobéznych p¥imek v R%. To znamena, Ze existuje nadrovina Hj
pfifazend § takova, Ze soumérnost definovand dvojici (6, Hs) zachovava E. Jsou elipsoi- '
dy jediné podmnoziny A v R? majici tuto vlastnost pro kazdy systém rovnobéinych
ptimek ? Kladnd odpovéd se snadno ziska uzitim Johnova-Loewnerova elipsoidu E
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mnoziny A. Nadenicky ditkaz — zkuste si ho — je uz pro d = 2 velice zapeklity (a ne
piilis pouény). Pro d = 2 byl proveden Bertrandem a Brunnem (obr. 15).

Druhd aplikace se tyka geometrické teorie grup: fika, ze kaZdd kompakini podgrupa
tiplné linearni grupy G L(d;R) v R? zachovava nékterou euklidovskou strukturu v R,
Zvolme libovolny bod & # 0 v R? a vytvoime Johniiv elipsoid pro jeho orbitu G(z).
Elipsoid uréuje kyZenou kvadratickou formu; jednoznaénost je zde ovsem zasadni.
Poznamenejme obecnéji, Zze zkoumana kompaktni grupa se muze zvolit v tiplné grupé
Aff(d;R) vsech afinnich zobrazeni v R¢ (dovoluje se posunuti). Podle Archimedova
vysledku z tivodni &asti je totiz tézisté orbity GG(z) invariantni-vzhledem ke G, takZe ho
muZeme zvolit za po¢atek. Ve vhodné formulaci ma uvedeny existenéni vysledek gru-
pové teoreticky charakter: dvé maximalni kompaktni podgrupy G, G’ grupy GL(d;R)
jsou konjugované, tj. existuje g z GL(d;R) tak, ze G’ = gGg~!. Ve skuteénosti to
je specialni pfipad obecného vysledku Elie Cartana o tom, Ze takova konjugovanost
kompaktnich maximalnich podgrup plati v libovolné Lieové grupé.

Treti aplikace se tyka toho, co mél vlastné F. John na mysli. Nazvéme konveznim
télesem kompaktni podmnozinu v R? s neprazdnym vnitikem. Potom pro kazdé
konvexni té&leso K v R?, které je soumérné vzhledem k pocatku (tj. plati tedy —z € K,
kdykoli z € K) existuje elipsoid E takovy,ze E C K CAE a X £ V/d. Krychle ukazuje,
Ze tento odhad je optimalni (obr. 16).

oe

Obr. 15. Obr. 16.

\

\

Opét lze postupovat sporem. PouZitim duality (viz &ast 6, je-li tfeba) zavedme
elipsoid maximalniho objemu obsaZeny v K a pfedstavujme si ho (po vhodném
linedrnim zobrazeni — viz (ii) z &asti 2) jako jednotkovou kouli v R9 (obr. 17).

Predpokladejme, 7e existuje z € K, pro né# ||z|| > v/2. Podle piedpokladu o sou-
mérnosti bude K obsahovat oblast vysrafovanou v obrazku. Jednoduché poéitani (opét
uzZijme pfevedeni na standardni krychli) ukazuje, Ze koule vepsana do této krychle je
obsaZend v K a ma vétsi objem neZ je objem jakéhokoli vepsaného elipsoidu.

Ze dvou diivodii stoji za zminku faktor v/d pfi opisovéani a vepisovani elipsoidu.

Prvni z nich je Banachova-Mazurova struktura na mnoziné vsech soumérnych
konvexnich téles v R? kterd je definovana takto: pro dvé konvexni télesa K, H
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(soumérna vzhledem k pociatku) oznatéme A nejmensi ¢&islo, pro néz existuje li-
nearni zobrazeni f na prostoru R? takové, ze f(H) C K C f(AH). Potom se
d(K,H) = X nazyva Banachova-Mazurova vzdalenost (presnéji feéeno, po faktori-
zaci mnoziny konvexnich téles vzhledem k linedrnim izomorfismim, ma logd(K, H)
vlastnosti metriky). Johniv vysledek prosté fika, Ze vzdalenost mezi soumér-
nym konvexnim t&esem a jednotkovou kouli je vidy nejvyse logvd. Rika, ze
banachovska struktura v R? nikdy neni p#ilis daleko od euklidovské struktury!
Druhy duvod souvisi s nasledujici velice jednoduchou otazkou:
jaka je nejvétsi Banachova-Mazurova vzdalenost od jednotkové
krychle ? To je ptipad (viz ivod), kdy odpovéd neni dodnes zna- (
ma. Cilem je stlagit soumérné konvexni téleso mezi dva podobné
rovnobé&znostény co nejtésngji. Hodnota v/d nevyhovuje. Szarek
dokézal v r. 1987, ie je tieba alespon v/dlog d. Optimalni odhady
stale nejsou znamy. A jesté dvé poznamky: Za prvé, Szarkova fle)
konstrukce piikladi neni ve skuteénosti explicitni, ale je zalo-
Zena na teorii pravdépodobnosti. To je technika dnes rozsifené
uplatiiovana v teorii konvexity. Myslenka spo¢iva v tom, Ze pro ,obecné“ konvexni
téleso K jsou body dotyku " s optimalni krychli daleko od jakékoli ortonormalni baze.
Na druhé strang, hly jsou docela inalé. Za druhé — to je velmi obecna poznamka —
kvali praktickym aplikaciin v teoretické harmonické analyze nebo numerické analyze
je mnohem dulezit&jsi mit asymptotické odhady pro dimenzi d bliZici se k nekoneénu,
nez explicitni hodnoty. V r. 1988 dokazali Szarek a Talagrand, Ze asymptoticky je
Banachova-Mazurova vzdalenost mezi krychli a jakymkoli soumérnym konvexnim
télesem vidycky fadové d7/3. Soudi se, Ze Fad je Vdlogd (az na uréitou univerzalni
konstantu). Viz [33].

Obr. 18.

4. Konvexni funkce; ptiklady a aplikace

Nejjednodussi pojem pro zacatek je konvexni redlna funkce definovana na intervalu,
feknéme uzavieném intervalu [a, b], na realné ose:

f:[a,b] — R se nazyva konvexni (resp.

Obr. 19.
ryze konvexni), jestlize '
FQz+(1-2A)y) £ M (2) + (1 =) f(y)

(resp. totéz se znaménkem <), ‘o
kdykoliplatia Lz <y<bald< A< 1. Cod 'i " R
bt ' ue
Jinak feéeno, graf f lezi vidy pod té- g x a c

tivou spojujici jakékoli jeho body. Jedno-
duseji: konvexita f je ekvivalentni pozadavku, aby , nadgraf“ funkce f (tj. mnoZina
{(z,y) : = € [a,}), y 2 f(x)} C R?) byl konvexni. Indukei se jednoduse dostane

f(i)\i:c,-) < Zn:/\if(.l:,‘), neN, z; € [a,b], Ai 20, Z/\,’ =1.
i=1 i=1 i=1
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Konvexni funkce jsou nutné dost regularni: maji vsude derivaci zprava a derivaci
zleva, které se nemuseji shodovat, i kdy? mnozina bodi, v nichz se neshoduji, je nejvyse
spocetnd. Zejmiéna jsou skoro vsude (tj. aZ na mnoZinu miry nula) diferencovatelné,
ve skuteénosti spojité diferencovatelné. Maji také skoro vsude druhou derivaci f” 2 0.
Nejdilezitéjsi je obracené tvrzeni: jestlize f” existuje a je nezdporna (resp. kladnd)
vude, potom je f konvexni (resp. ryze konvexni). Tento jednoduchy vysledek je
neuvéfitelnd silny. Uvedme dva standardni a zakladni piiklady:

(i) f(z) = —logz na [1, 00) davad nerovnost
n n n
E/\i(lizn(l;\', Ai 20, Z,\izl;
i=1 i=1 i=1

zejména plati

n

n
a+...+a
ay...ap < (—Lj_———i—i) )

To je snadné pro n = 2, ale poéinaje n = 3 uz ne zfejmé.
(ii) f(z) = 2, p 2 1. Po sikovném (nikoli hlubokém) potitani se dostane Holderova
nerovnost

i i

1/p 1/q 1 1
Zwiyi < (Z .Lf) . (E yf) , pricemz - + i 1,
i
a Minkowského nerovnost:
1/p 1/p 1/p
(Z o + yilp) < (Z lmv) + (Z |y,~v’) .
i i i

Tato nerovnost k4, ze mnozina |z|* + |y|* £ 1 je v R? konvexni. To neni zfejmé ani
pro A = 4.
Pojem konvexity se da rozsifit na funkce definované na podmnoziné K v R¢:

Sz +(1=Dy) SUf(z)+ (1 -Df(y),

takze zfejmé nutnou podininkou, aby tento pozadavek mél smysl, je konvexita mno-
ziny K v R? Obecné konvexni funkce jsou také dost reguldrni. Maji vidycky skoro
véude diferencial, ve skute¢nosti jsou skoro vsude tfidy C!. Plati vice: jsou skoro
véude ttidy C?, tj. maji druhy diferencial f”: R? x R4 — R, ktery je tam pozitivni
kvadratickou formou. Obraceni, podobné jako u intervalu, plati i zde.

Konvexni funkce maji dvé zakladni vlastnosti, kterych se uZiva v teoretické i ap-
likované matematice. Nabyvaji maxima v hraniénim bodé& defini¢niho oboru. Ryze
konvexni funkce nabyva minima v nejvyse jednom bodé. Z této vlastnosti se da
také dokdzat jednoznaénost Johnova-Loewnerova elipsoidu. Ztotoznéte elipsoid R¢
s (pozitivné definitni) kvadratickou formou a uvazujte viechny tyto kvadratické formy
jako body v R¥4+1)/2 To se udéla napf. pomoci zobrazeni
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Y aijzizy — ((ai;)) € RUHD/Z,
i
I

aj;
To je typicky piiklad toho, jak matematikové tvoii postupné tirovné abstrakce. Ob-
jem vol(E(q)) elipsoidu odpovidajiciho bodu ¢ se rovna (det(q))-l/2 - B(d), kde det

, . . . -1/2. . « ,
znamena determinant. Ovéite, ze funkce g — (det(q)) / je striktné konvexni.
Regularité konvexnich funkci se jesté budeme vénovat v éasti 7. Zakladni piiklad je
uveden v &astech 5 a 6, viz Brunnova-Minkowského nerovnost.

5. Mnohostény: &tyii ,,clementiarni“ problémy

Ptipomeiime, ze mnohostén vIR? je konvexni obal koneéné mnoha bodii z R% jestlize
je d = 2, mluvime o (konvexnim) mnohoiihelniku. Jeho wvrcholy jsou ty skuteéné
nezbytné body; vsechny, které nejsou uzitetné, by meély byt vylouéeny. Neni tézké
nahlédnout (viz napk. ¢ist 6), Ze mnohostén je také koneénym prinikem poloprostorii.
To plati i obracen&, musi se ale pfidat kompaktnost. Stény ((d — 1)-rozmérné stény,
abychom byli pfesni) jsou priiniky mnohosténu se skuteéné nezbylnym: nadrovinami,
které ho definuji. Takova sténa je mnohostén v nadroving, ktera ji obsahuje.

Indukei se definuji i-stény mnohosténu (i = 0,1,...,d—1). Stény — to jsou (d — 1)-
stény, 0-stény jsou vrcholy, 1-stény jsou hrany. Tento seznam je tplny v tfirozmérném
prostoru.

nejoblibené&jsi mnohostén

xv 2

Piikladem mnohosténi jsou rovnobéznostény. Nejjednodussi mnohostény jsou sim-
plexy. Viz obr. 21. Simplex je mnohostén generovany minimalnim poétem bodi v R4,
pii némsz je vysledek konvexnim télesem (zejména neni obsaZen v Zadné nadroving).
Tento pocet je d 4+ 1. Viechny simplexy jsou afinné totozné. Nepiekvapi tedy, Ze sim-
plexy maji zdkladni v§znam (napf. Dantzigova simplexova metoda v linearni analyze).

Vzhledem k jednoduché definici mnohosténi a jejich dobfe znamému vzezieni je
pEirozené olekavat, ze:

a) vSechno o mnohosténech je uz dlouhou dobu znamo;
b) cokoli o mnohosténech se dokazuje snadno.
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Ve svétle naseho uvodu uz étendf uhodl, Ze obé tvrzeni jsou nepravdiva. Budeme to

ilustrovat na ¢tyfech tématech.

d=2: trojuhelnik d=3: &ty rstén Obr. 21.

A. REZY KRYCHLE

Uvazujme jednotkovou krychli C' = [—%, %]d v R? a jeji fezy nadrovinami. Pro kterou
nadrovinu bude mit fez s krychli C' maximalni objem ((d — 1)-rozmérnou miru, tj.
objem vzhledem ke standardni mife v nadroviné obsahujici fez a opatiené pfirozenou

euklidovskou strukturou) ?

rychle

Obr. 22.

Pro d = 2 je odpovéd /2 a maxima se nabyva pro kazdou z ihlopficek. Pro d = 3
bude bystry ¢tenaf hadat, Ze nejkouzelnéjsi fez krychle je pravidelny Sestiuhelnik, ktery
dostaneme jako Fez rovinou kolmou na télesovou thlopfi¢ku a prochazejici pocatkem.
Bude se viak mylit, jeho obsah je roven 3v/3/4, zatimco fez uréeny rovnob&znymi ih-
lop#ickami protilehlych stén ma obsah v/2 > 31/3/4. Po delsi dobu panovala domnénka,
ze hodnota /2 je optimélni pro kazdé d. To dokdzal K. Ball teprve r. 1986; viz [2].
Dikaz neni v zadném piipadé jednoduchy. Je zaloZen na teorii pravdépodobnosti a
jeho koreny sahaji k Fourierové transformaci, ktera se uzije dvakrat k odhadum objemu
fezu krychle s nadrovinami. Tim se pak ziska tento krdsny vzorec pro fez krychle C

i=1 i=1

d d
nadrovinou H popsanou rovnici Y ajz; =0 (3 a? = 1):

1 [ sinagt in agt
vol(CN H) = -] s‘““t‘ ...S‘"“t" de.
TJooo Q1 aq

Dikaz se dokonéi pomoci Holderovy nerovnosti (v integralnim tvaru obdobném ko-
necné verzi uvedené v ¢asti 4) a na zakladé faktu, Ze pro p 2 2 plati

1 /OO P \/i
TJ-—oo

sint
dt < ==
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pfi¢emz znameni rovnosti nastava pouze pro p = 2. Dokazat tuto nerovnost je dosti
jemna zaleZitost.

Zajimavym dusledkem Ballova vysledku je velice snadné vyvraceni (dost intuitiv-
né pfijatelné) domnénky Herberta Busemanna: jestlize dvé konvexni télesa K a H
(soumérnd vzhledem k pocatku, feknéme) maji tu vlastnost, Ze objem fezu télesa
K libovolnou nadrovinou P prochazejici potatkem je vidycky mensi nez objem fezu
télesa H toutéz nadrovinou P, potom je objem K mensi nez objem H. To je zfejmé
pravda, kdyz d = 2. Je to oteviena otazka pro d = 3,...,7. Larman a Rogers v r.
1975 sestrojili dosti komplikovany protipiiklad pro d = 12. Z Ballova vysledku vsak
okamizité vyplyva, ze domnénka je nespravna pro kaidé d 2 10, kdyz se za K vezme
jednotkova krychle v R4 a za H koule v R? o poloméru zvoleném tak, aby se jeji objem
rovnal jedné.

Nyni kratka poznamka ve stejném duchu. Roz-
feite soumérné konvexni téleso rovnobéinymi
nadrovinami. Olekavate, ze objemy téchto Fezii
budou vyjadieny monotonni funkci nabyvajici mi-
nima pro bod, v némz se nadrovina dotyka naseho
télesa a maxima pro nadrovinu prochazejici po-
catkem. To se snadno dokdze pomoci Brunnovy-
Minkowského nerovnosti (viz ¢éast 6), avsak jakkoli
se to muZe zdat samoziejmym, zadny jednoduchy
diukaz zndm neni. Déle: Brunnova-Minkowského
nerovnost je ekvivalentni s tvrzenim, Ze pro kazdé
konvexni téleso v R? (soumérné ¢i nikoli) definuje
objem paralelnich fezii umocnény na 1/(d — 1) konkdvni funkci. PFitom zcela jedno-
duché je to pouze v dimenzi dvé.

Poznamenejme, Ze al se to zda ziejmé, neni lehké dokazat, ze kazdy fez nadrovinou
prochézejici stfedem jednotkové krychle ma objem vétsi nebo roven 1. Dokazal to
Vaaler teprve v r. 1979!

B. KOMBINATORIKA

Ozna¢me f; pocet i-rozmérnych stén mnohosténu I' v R4 Zde i probiha od 0 do
d — 1. Existuji nutné (a postalujici) podminky pro danou posloupnost celych ¢isel
(fo, f1,-- -, fa—1), aby odpovidala n&jakému mnohosténu v R?? Pripad d = 2 je
trivialni: fo = fi je zaroven nutna i postacujici podminka. Pro d = 3 Euler nalézl
v r. 1750 slavnou nutnou podminku fo — fi + fo = 2 (zda se, Ze byla nalezena jiz
Descartem, i kdyz v nikterak explicitni formé&). Neni tézké tuto podminku rozsifit na
libovolné d do tvaru fo — fi + ...+ (=1)% 1 fa_1 = (=14

Teprve v r. 1920 nasel Steinitz soubor nutnych a postalujicich podminek pro d = 3.
Jsou to:

fo—fi+fo=2 a 4< fo<2fe—4Z4fo—12.

Jako nutné podminky byly tyto nerovnosti zndmy Descartovi a Eulerovi. Pro d 2 4
neni takovy soubor podminek znam. V osmdesatych letech se vsak dosahlo dvou za-
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Obr. 24.

kladnich vysledkia. Tykaji se generickych mnohosténu, totiz tzv. simplicialnich mnoho-
sténi. Jsou to takové mnohostény v RY, jejichz viechny (d—1)-stény jsou ((d — 1) — 1)
rozmérné simplexy. Ekvivalentné, jejich vrcholy jsou v obecné poloze, coz znamena,
7e nikdy neni vice nez d z nich obsaZeno v jedné nadroviné. Jsou stabilni vzhledem
k deformaci v tom smyslu, Ze pohneme-li kousek jednim vrcholem, zatimco ostatni '
vrcholy stoji na misté, zustavame ve tfidé generickych mnohosténa.

Pro simplicidlni mnohostény je soubor nutnych a postalujicich podminek znam,
i kdyZ teprve od r. 1980. Je dosti sloZity. Tento soubor byl objeven McMullenem,
ktery jej predlozil jako domnénku. Nejzajimavéjsi je zptisob, jak je veden diikaz.
Postaditelnost, ktera pochazi od Billera a Lee, se dostane z velice naro¢né konstrukce
vhodného Cohenova-Macaulayova okruhu metodami komutativni algebry — odtud
se kyZeny mnohostén vynofi. Diikaz nutnosti pochazejici od Stanleye je dokonce jesté
piekvapivéjsi. Na zakladé prvotni Demazurovy myslenky se dostane pfifazenim vhodné
komplexni projektivni algebraické variety kazdému konvexnimu mnohosténu a na ni
se aplikuje tzv. ,t&7ka Lefschetzova véta“. Tato véta znovu ilustruje nutnost pouziti
komplexni geometrie dokonce i k feseni problémi formulovanych pomoci redlnych éisel;
viz [29], [32].

C. LZE POHNOUT MNOHOSTENEM 7 LZE HO ULOZIT DO POCITACE 7

Necht je dan mnohostén v R3. Pokusme se lehce pohnout jeho vrcholy tak, aby byl
takto vznikly mnohostén téhoz kombinatorického typu, tj. aby mél stejny poéet stén a
kazda sténa meéla stejny pocet vrcholu. Vyjadfime-li to algebraicky, chceme zachovat
linearni relace, které existuji mezi vrcholy pivodniho mnohosténu. Trividlni feSeni, jaké
poskytuji napt. linearni transformace celého prostoru, nas samoziejmé nezajimaji. Jak
Jje ukazano na konci posledni ¢asti, pro simplicidlnf mnohostén (tj. takovy mnohostén,
Jjehoz vsSechny stény jsou trojuhelniky — viz osmistén na obr. 24) je takova pohybli-
vost maximalni: kazdym vrcholem se da lehce pohnout nezavisle na ostatnich. Kdyz
maji stény mnohosténu étyfi nebo vice vrcholi, zaéina byt problém zajimavy. Dalsi
znazornénd télesa na obr. 24 ukazuji, Ze se neda pohybovat napfiklad pouze jednim
vrcholem krychle (napf. V'), protoze by tak mohly pribyvat nové stény; u pravidelného
dvanictisténu lze ale napfiiklad lehce pohnout (ve sméru sipky) rovinou uréenou ,hor-
ni“ sténou. To je vSak mozné pouze diky tomu, Ze dvandactistén je kosimplicidlni (viz
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¢ast 7), tzn. Ze kdyZ ho uvazujeme jako priinik poloprostorti, protinaji se ve vrcholech
vidy pouze tfi hrani¢ni roviny. Tento trik nelze pouzit pro posledni mnohostén na
obrazku. Da se to vSak udclat oto¢enim roviny uréené sténou ABCD kolem A a C.
To se ale pro obecny mnohostén jevi jako velmi slozity problém. V roce 1920 Steinitz
dokazal mnohem obecn&jsi tvrzeni o zcela obecném mnohosténu, Ze totiz nékteré grafy
se daji v R3 vidy realizovat pomoci konvexnich mnohosténti. Odtud dostavame jako
disledek tvrzeni, Ze konvexni mnohostén ma dostateénou volnost pohybu, aby ho bylo
mozno libovolné pfesné aproximovat mnohostény o vrcholech, jejichi soufadnice jsou
vesmeés racionalni ¢isla (budeme je nazyvat raciondlni mnohostény).

To je dilezité, protoze jakmile je pevné zvolen soufadny systém, pocitaé je schopen
rozeznat pouze racionalni mnohostény, zadavané pomoci tii soufadnic kazdého z vr-
cholii. Znamena to, e afinni linearni vztahy mezi vrcholy se musi opravdu zachovat,
ne pouze aproximovat. Nakonec neZ opustime dimenzi 3, je vhodné zminit se jeste
o tom, Ze se stdle nevi, jak efektivné popsat stupen volnosti pohybu mnohosténu,
Jehoz kombinatoricky typ je pfedepsan.

Co lze fici o vyssich dimenzich? Zde je situace dramaticky odli$na, protoZe v ro-
ce 1967 Perles nalezl mnohostén v R® s dvandacti vrcholy, ktery nelze aproximovat
racionalnim mnohosténem. Myslenku jeho dikazu lze zhruba pfiblizit nasledujicim
zpusobem. (Obr. 25.)

Obr. 25.

Uspofadani vrcholii ve zndzornéném diagramu ukazuje, které body maji lezet na
piimkach. Nyni elementdrni vypocet (pouzivajici — pokud jste s timto pojmem se-
zndmeni — dvojpomeéru) v pifsluéné projektivni roviné ukazuje, ze af zvolime jakoukoli
euklidovskou metriku, dostancine

EA FB 3-v5
— nebo

, 3+v6
BE A SeTovnd — -
Z4dné z téchto dvou &isel neni racionalni; viz [22].

V roce 1987 Sturmfels nalezl mnohostén v R®, ktery nema vlastnost racionélni ap-
roximace. Je-li to také mozné v R® nebo dokonce v R%, je stile otevienym problémem.
Shora uvedeny piiklad ukazuje i to, Ze nelze v poéitaéi zobrazit libovolny diagram
a prkitom pfesné zachovat linedrni vztahy mezi body. Pro fanousky dodavame, Ze
poiitatovi experti jim mohou Fici, Ze takové diagramy lze uloZit do poéitaée s vyuzitim
jinych teoretickych postupi.

Zde je na misté poznamka o strnulosti. V hotejsich tivahach slo o pohyblivost
kombinatorickou, nikoli metrickou. Bylo povoleno ménit délky stran (a velikosti stén).

144 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 88 (1993), ¢. 3



i ==
v Eu kS, cat

Obr. 26. | ‘]/ \

Jestlize v R3 budeme trvat na tom, Ze stény budou stejngmi mnohoiihelniky (coz
je automaticky splnéno, jsou-li vdechny stény trojihelniky a strandm nedovolime
zménu délek), pak tento pfipad byl fesen jiz v roce 1812. Cauchy dokazal, Ze zménu
Ize realizovat pouze euklidovskymi transformacemi. V Cauchyové dikazu byla mald
mezera, kterou nezavisle odstranili Hadamard a Steinitz. Poznamendvame, Ze pro
rovinné mnohoiihelniky to neni pravda, jakmile maji alespor étyfi vrcholy.

S pomoci trochy sférické geometrie a indukce vzhledem k dimenzi dava Cauchyova
véta strnulost v libovolné dimenzi vétsi nez t¥i. Cauchyuv dikaz je velice jemny; viz
napfk. [6].

D. VYPLNE

Mnohothelnik P v euklidovské roviné R? nazveme vipini, lze-li celou rovinu vyplnit
(»vydlazdit“) kongruentnimi (shodnymi) kopiemi P; navic se tyto kopie stykaji svymi
stranami. Nejprve budeme chtit nalézt tvar vSech mozZnych vyplni. D4 se pouzit kazdy
trojihelnik nebo obdélnik. Jsou k dispozici ptiklady s pétitihelniky nebo Sestitihelniky.
Pfipad Sestitihelniki je plné feSen, u pétithelniku dosud kompletni popis situaci neni
znam,; viz [24]. Geometfi (vlastngé krystalografové) védi od konce 19. stoleti, Ze Zadny
konvezni k-dhelnik s k vétsiin nebo rovnym sedmi nemuze byt vyplni. Konvexita
se pochopitelné pozaduje. Zda se, ze Zadny zcela elementarni dikaz tohoto tvrzeni
neexistuje. Znamé dukazy vyuzivaji nejen Eulerovy formule, ale také dikazy zahrnujici
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pfechod k nekoneénu. O vyplnich v roviné vysel v American Mathematical Monthly
¢lanek od W. P. Thurstona: Conway’s Tiling Groups [viz ro¢. 97 (1990), 757-773]; viz
také [24].

Podivejme se nyni na stejny problém v R3.

Nazveme viplni takovy mnohostén, pomoci jehoz kongruentnich kopii lze vyplnit
cely prostor, pficemz jednotlivé polygony se stykaji sténami. Zde nas oéekavaji dvé
piekvapeni. Prvnim je to, Ze existuji extrémné komplikované vypiné. Engel nalezl
v roce 1980 vyplii s 38 sténami a 70 vrcholy. Nékteré stény jsou velice malé. To je prvni
piekvapeni: kazda vyphi je obklopena 38 jinymi a dotyk s nimi je u nékterych velni
Jjemny. P konstrukci byl pouzit poéita¢ pravé kvili témto malym sténam. Je zaloZena
na dulezitém a dnes jiz klasickém pojmu tzv. Dirichletovy-Voroného oblasti. Zatneme
s mifzi A v R® a definujeme P pomoci vztahu P = {z € R® : VA € A, d(=,0) £
< d(z,)) }. Nyni, diky této konstrukci, mnohostény { P + X : A € A} vypliji R3.
Engeliv piiklad lze obdrzet nasledujicim rozsifenim Dirichletova-Voroného postupu:
uvazujeme diskrétni grupu G izometrii prostoru R3 obsahujici posunixti o vektory
(body) z jisté mfize; G vSak mizZe obsahovat i rotace a byt mnohem vét3i nez grupa
pouhych posunuti. Engelova vyplii P je typu

P={zeR*:Yged, d(z,0) < d(z,g(0))}.

Tato mnozina P se obecné nazyva fundamentdlni oblast grupy G.

Je zde ale jesté dalsi prekvapujici véc: neni znam odhad poétu vrcholu nebo stén
libovolné vyplné R3, pokud nevznika postupem zalozenym na diskrétni grupé izometrii.
Nevime dokonce ani, zda je pocet vrcholi omezeny ! Viz [23].
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