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Experimentalni matematika
se hlasi o slovo

J. Borwein, P. Borwein, R. Girgensohn, S. Parnes

Prekladateluv Givod

Nedavno publikoval casopis Pokroky matematiky, fyziky a astronomie zajimavy cClanek
o ¢isle  (viz [15]). V pasézi o rostouci tloze tzv. experimentalni matematiky citovali autofi
i ¢lanek, jehoz preklad pravé zacinate Cist. Prestoze nékteré pasaze tohoto ¢lanku mohou byt
povazovany za diskutabilni ¢i mohou byt pfijiméany s rozpaky, zejména tou ¢asti matematické
komunity, ktera chape matematiku jako védu vyhradneé rigorézni, nékteré problémy v ¢lanku
diskutované se mohou v neprilis vzdalené budoucnosti ukazat jako velmi aktualni. Tento
clanek, alespon podle prekladatelova nazoru, jisté stoji za pov§imnuti.

Prekladatel chce touto cestou podékovat prof. O. Kowalskému (MFF UK Praha) za jeho
pomoc pfi zdvéreénych tpravach ceského prekladu.

Mirko Rokyta

Uvod

Objev a jeho ovéfovani. Filozofové ¢asto pfisuzovali matematice specifické posta-
veni mezi ostatnimi prirodnimi védami. Zatimco prirodni védy byly vzdy neoddélitelné
svazany s realné existujicim vnéjsim svétem prostfednictvim experimentti, matema-
tiklim bylo viceméné dovoleno pohybovat se v abstraktnich svétech, které si sami
vymysleli. Tato charakteristika vystihovala pomérné dobfe matematiku uplynulych
tisicileti; nastup vypocetni techniky vsak zacal tento nahled pozvolna ménit. Vypo-
cetni technika umoznila ¢loveéku proniknout do novych matematickych svétd, které
by technikou nevyzbrojend mysl nemohla nikdy odhalit. Cenou za tuto vyhodu je
vSak skutecnost, ze velké mnozstvi novych poznatkid je nam sdélovano pouze ve formé
vysledkl pocitacovych experimentii. Pocitace ndm umoznily navstivit nezndmé kouty
hyperbolickych prostort a nalézt vic nez miliardu platnych cifer &isla nt), vice nez kdy
jindy nas vSak také upozornily na podstatny rozdil, skryty ve vyznamu slov ,,zazitek®
a ,porozuméni®.

1y Koncem roku 1997 jiz bylo znamo vice nez 50 miliard cifer é&isla n, viz [15]. (Pozn. prekl.)

Making Sense of Experimental Mathematics. The Mathematical Intelligencer, vol. 18, no. 4
(1996), pp. 12-18.

© The American Mathematical Society 1996

Prelozil MIRKO ROKYTA.
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Velka vétsina vyletd do exotickych koncin matematiky vSak konci pouze izolovanymi
nazornymi priklady. Heuristické postupy, obrazky ¢i diagramy ziskané v ramci jednoho
oboru matematiky jsou vétSinou nepouzitelné v jiné matematické discipliné. Pritom
mnozstvi nedokdzanych tvrzeni stéle roste, at uz jde o hypotézy, v jejichz pravdivost

o~

se silné véri, nebo pouhou lidovou tvotivost, Sitici se po Internetu.

Autofi tohoto ¢lanku véri, Ze pozornost, kterou dnes vénujeme experimentalni
matematice, miize zitra prinést ovoce v podobé jednotné metodologie matematiky.

Nase vychodiska. Za vznikem tohoto ¢lanku stoji jednoduchd otazka: ,,Jakym
zpUisobem lze vyuzit vypocetni techniku k feSeni matematickych problémt, které
»reagujl vstficné« pri pouziti pocitace, ale vzdoruji vSem jinym postupim?“ Nase
vyzkumy v experimentdlni matematice jsme zahajili tim, Zze jsme prozkoumali nékolik
velmi starych hypotéz a vSeobecné pfijimanych ,pravd“ tykajicich se desetinnych
rozvoju jistych elementarnich konstant a jejich rozvoji v nekonecné fetézové zlomky.
Tyto problémy jsou vesmés pokladany za zcela nefeSitelné soucasnymi matematickymi
metodami. Sjednocena teorie pole nebo kouzelny 1ék na rakovinu se v porovnani s nimi
zdaji byt dosazitelné. Pritom formulace onéch matematickych hypotéz jsou oSidné
jednoduché.

Myslime si, ze metoda, kterou zde uvadime, ndm neposkytne ani rigorézni dikazy,
ani protiptfiklady, které dané tvrzeni vyvraceji; nasim cilem je pfedevsim systema-
tizace experimentalni matematiky, a také zlepSeni komunikace v rdmci matematické
komunity.

Protoze jednim z nasSich cilti je pokus systematizovat experimentdlni matematiku,
chtéli jsme mit k dispozici dostateéné velky soubor experimentalné ziskanych, ,zcela
spolehlivych“ dat, a také urcitych vhledu, které by se daly kodifikovat a ac¢innym
zpusobem sdélit. Byli jsme pfitom vedeni analogii s experimentalni fyzikou. Zajimalo
nas predevsim, jakym zptsobem ovéruji experimentalni fyzici své vysledky a jak se
snazi ukazat spolehlivost svych dat. Rozdil mezi experimentalni fyzikou a experi-
mentalni matematikou, na ktery jsme pritom narazili, lze popsat asi témito slovy:
Zatimco od prirody nelze ocekéavat, ze by nam poskytla dokonalé experimentalni data,
v matematice se spolehlivych tdaji dockat mizeme.
od experimentalnich véd nemé matematika dosud vytvofen slovnik, pomoci kterého
by byla schopna sdélovat tdaje a vhledy ve zhusSténé formeé. Pritom mnozstvi dat
poskytnutych matematickym experimentem bude stejné jako ve vétsiné fyzikalnich
experimentid obecné prilis velké na to, aby se dalo néjak jednoduse popsat nebo
zachytit. Ziskané adaje budou muset byt néjakym zptsobem zestru¢nény a rozt¥idény.

Abychom odstranili zminény nedostatek matematického slovniku, interpretujeme
obvykle nase vysledky v terminech znédmgych spise ze statistiky ¢i datové analyzy.
V tomto c¢lanku se mtzeme pouze pokusit sdélit nase vysledky intuitivnim, po-
puldrnim a pfesvéd¢ivym zpusobem. Doufame vsak, ze koneénym cilem bude ta-
kovy [vicetroviiovy a hypertextovy] zpisob prezentace matematiky, Ze i matematici
z velmi od sebe vzdalenych obori budou moci kriticky prozkoumat a interpretovat
vysledky svych kolegi — bez ohledu na jazykové bariéry, které odlisuji jednot-
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livé matematické discipliny. Tyto otazky jsou diskutovany podrobnéji v publikacich
[4] a [3].

Ve zbytku ¢lanku se budeme vénovat riznym modelim experimentalni matematiky

466

a otazkam, jak je mozno je zaclenit do ,pravé“, rigorézni matematiky.

Experimentalni matematika

...a jejl Casopis. Soucasné experimentdlni matematika je soustfedéna kolem caso-
pisu Ezperimental Mathematics. Usiluje vsak tento ¢asopis skute¢né o zménu samot-
ného zptsobu, jakym se matematika déla, ¢i o zménu stylu, jakym se maji dosazené
vysledky prezentovat? Za¢néme tim, Ze se pokusime specifikovat vyznam pojmu ,,expe-
rimentalni“ citdtem z itvodniho ¢lanku ¢asopisu, About this journal ([6]), ktery napsali
David Epstein, Silvio Levy a Rafael de la Llave:

Ezxperiment vidycky byl a ¢im ddl tim vice je jednou z duleZitych metod vedoucich
k matematickému objevu. (Gauss prohldsil, Ze on vidy hledal matematické pravdy ,skrze
systematické experimentovdni“.) To vsak zustdvd stdle vice skryto vzhledem k ustdlené
tradici predklddat vefejnosti pouze rigordzni, eleganini a ucesané vysledky. ([6], str. 1)

Hodlaji tradi¢ni matematici znevazovat experimentalné dosazené vysledky tim, Ze
je oznaci za neelegantni, nevyvazené a nedbalé? Autofi nevidi tato negativa jako
podstatné vlastnosti experimentalni matematiky, ale spisSe jako lécky, kterym je t¥eba
se vyhnout.

Co casopis Ezperimental Mathematics publikuje? Editofi casopisu stale ocenuji
pfednosti tradi¢ni matematiky a nebrani se publikovani pfesné dokazanych vysledkii,
které byly objeveny experimentalné. Poznamenavaji vSak: , Povazujeme za anomalni,
je-li néjaka dtlezita ¢ast matematické ivahy verejnosti néjakym zptisobem zatajena.
Je jisté ke skodé véci, kdyz vétSina matematické komunity témeér nikdy nevi, jakym
zpusobem byly nové vysledky objeveny.“ ([6], str. 1) Zd4 se tedy, Ze editortun ¢asopisu
jde predevsim o zménu stylu psani matematickych ¢lanku a Ze kladou diraz na tvorivy
¢i synteticky moment matematickych Gvah na rozdil od stylu deduktivniho ¢i analy-
tického. Editofi ¢asopisu véri, ze ,,diskuse o nazorech na véc a pracovnich hypotézach,
a to od samotného pocatku prace na daném problému, zvétSuje moznost, Ze cely proces
vyvrcholi matematickou vétou — zajimava hypotéza je ¢asto formulovana nékym, kdo
nevladne v dostateéné mire pfislusnym forméalnim aparatem, zatimco ti, ktefi danou
techniku dokonale ovladaji, se o problému viibec nedozvédi“ ([6], str. 1).

Jak tedy vypada typicky ¢lanek publikovany v tomto casopise? Jako piiklad nadm
miuZe slouzit neddvno publikovany ¢lanek FExperimental Evaluation of Fuler Sums,
jehoz autory jsou D. H. Bailey, J. Borwein a R. Girgensohn [2]. Autofi uvadéji, ze
jejich zajem o Eulerovy soucty vzrostl po nasledujicim prekvapivém experimentalné
ziskaném vysledku:
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V dubnu 1993 upozornil Enrico Au-Yeung, student University of Waterloo, jednoho z nds
na zajimavou skuteénost, a sice ze?)

o0 1 N2 1 17 177"
T4t — =4,59987... ~ —((4) =
kz_l( +5+ +k) = =4 7 @ = 555

(2], str. 17).

Zajimavé identity, podobné té, kterou jsme prave uvedli, se urcité objevuji neustéle.
Bez sirsiho matematického kontextu vSak zustanou pouhou kuriozitou. Autofi zmi-
néného c¢lanku se takovyto kontext pokusili najit. Na pomérné Sirokou t¥idu soucti
vyse uvedeného typu systematicky aplikovali specidlni algoritmy, které zkoumaji, zda
mezi danymi veli¢inami neexistuje vztah, jehoZ koeficienty by byly celociselné, resp.
racionalni.?) Cilem bylo nalézt vyjadfeni téchto souétii pomoci Riemannovy zeta
funkce. Obecnou strategii takového pristupu je mozno shrnout do bodid uvedenych
v tabulce 1. Nékteré z experimentalné objevenych vztahd byly poté dokazany i ri-
gorézné, jiné nadale zlstdvaji [experimentalné predpovézenymi| hypotézami — viz
tabulku 2. Vsimnéme si rozdilu: zatimco Au-Yeungiv objev nas muze naplnit udivem,
pfistup experimentatora je systematicky a zcela prirozeny.

TABULKA 1.

Experimentalni pristup k Eulerovym souétiim
(Prevzato z prednasky Davida Baileyho.)

(1) Pomoci specidlnich vyéislovacich algoritmt spoc¢ti numerické hodnoty rtznych kon-
stant z dané t¥idy s vysokou pfesnosti (na 100 a vice platnych cifer).

(2) Zformuluj hypotézy o tvaru ¢lenti obsazenych v pfipadném vysledném vzorci.

(3) Pouzij algoritmus pro vyhledévani identit s celo¢iselnymi koeficienty ke zjisténi,
zdali hodnota zkoumaného Eulerova souctu je lineadrni kombinaci s racionalnimi
koeficienty ¢lenti zkoumanych v predchozim bodé.

(4) Zkus najit rigorézni diikazy takto experimentalné pfedpovézenych vysledku.
(5) Pokus se zobecnit tyto dikazy na obecné t¥idy Eulerovych soudtu.

Deduktivisticky styl. Editofi ¢asopisu Exzperimental Mathematics usiluji prede-
v8§im o zménu stylu pri tvorbé matematickych textt tak, aby byl vice zdtiraznén vlastni
matematicky proces. Imre Lakatos ve své zajimavé, i kdyz ponékud diskutabilni knize
Proofs and Refutations [9] podobnou zménu stylu podporuje.

Lakatos zacind svou uvahu o eukleidovské metodologii v podobném duchu, jakjym
je psan uvodni ¢lanek casopisu Fxperimental Mathematics:

2) Ptipomindme, Ze ((4) = n*/90 je definovédna jako hodnota souctu . 1/k*. (Pozn.
k=1

prekl.)

3y Tzv. integer-relation-detection algorithms“. Algoritmu z této tfidy je dnes znama
celad fada, naméatkou uvedme LLL algoritmus nebo PSLQ algoritmus. Vice o nich viz na-
piiklad [16]. Problémy nalezeni celoéiselnych, respektive racionalnich koeficientt v daném
vztahu jsou pochopitelné ekvivalentni s ohledem na moznost vynasobit cely vztah vhodnou
konstantou. (Pozn. prekl.)
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S eukleidovskou metodologii je spjat dnes uz viceméné zdvazny styl prezemtace mate-
matickych vysledki. Budu jej nazyvat ,deduktivistickym stylem®. Tento styl vyZaduje,
aby matematicky text zacinal uzkostlive presnym seznamem axiomu, definic a lemmat.
Axiomy a definice pritom casto vypadaji velmi uméle a matoucim zpisobem kompliko-
vane. Pritom se nikdy nerekne, jak se k takto komplikované formulaci dospélo. Ndsleduji
peclive formulované véty, které zacinaji uplngm seznamem vsech predpokladu; nékdy se
zdd témér neuveéritelné, Ze nékdo byl s to predpoklady dané véty uhodnout predem. Za
kazdou vétou je uveden jeji dikaz. ([9], str. 142)

TABULKA 2.
Neékteré experimentalni vysledky
Definice:
=1
C(S) ::Zﬁv s>1,
k=1
= 1 1\" 1 > >
Sh(m,n)izz 1+§+"'+E m» m=Z1 nZ2

k=1

Neékteré experimentalné ziskané hypotézy:

$1(3,2) = () + (),
197

$1(3,6) = TLC(9) - 2 c)(3) — T CBICO) +¢*(3) + 3¢,

Hypotézy jsou zamérné zapsany ve tvaru, ktery umoznuje alespon letmy pohled na
myslenkové pochody experimentatora. Napiiklad ve vzorci pro sp (3, 2) hraje vyznacnou
roli rovnost 2 + 3 = 5 (ve vzorci pro s5(3,6) rovnosti4+5=3+6=3x3=24+7=9
(pozn. prekl.)). To napovid4, jakého tvaru mohou byt ¢leny na pravych stranach formuli
pro dalsi Eulerovy soucty.

Né&které rigor6zné dokazané vzorce pro Eulerovy souéty:

3 1 11x?
n(2:2) = 5 C() + 5 ) = T,
5n(24) = 2¢(6) 3 €M) + 3 @) - CB) = S — )

Vyse dokdzany vzorec pro si(2,2) implikuje pravdivost Au-Yeungovy hypotézy.

Predchozi odstavec vystizné charakterizuje to, co by se mohlo oznacit terminem ,,for-
malni porozuméni“: Jsme pfresvédceni o tom, ze vysledek je v pofaddku, protoze jsme
krok za krokem prosli predkladanou formalni avahu; vysledkem tedy musi byt pravda
sama. Co v8ak zustalo zcela skryto diky deduktivistickému stylu, je ,zapas o hledani
pravdy a dobrodruzstvi poznani. Cely tento proces se vytraci, postupné predbézné
formulace véty objevujici se béhem jejiho dokazovani jsou odsouzeny k zapomenuti,
zatimco findlni verze je pozvednuta do vysin posvatné neomylnosti.“ ([9], str. 142)
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Snad nejextrémnéjsimi priklady deduktivistického stylu jsou pocitacem generované
dikazy, jejichz pravdivost zarucuje Wilfova a Zeilbergerova teorie algoritmickjch
dikazt. Tato teorie nam skutecné poskytuje metaodpovédi na mnohé otazky spojené
s tzv. ,hypergeometrickymi“ identitami. Pfesto jsou diikazy generované pocitacem,
i kdyz jsou pro mnoho matematikt pochopitelné, myslenkové nezajimavé. Nebudeme
se zde touto teorii detailné zabyvat, odkazujeme ¢tenafe na vynikajici elementarni
uvod do této problematiky od Dorona Zeilbergera [14]. Néas pfedevsim zajimé, jak
takové diikazy mohou pfispét k nasi intuitivni pfedstavé o matematice jako takové.

Zeilberger a jeho ,,uzaméené“ identity?)

Cena za spolehlivost. Znalost Wilfova-Zeilbergerova (WZ) dtikazu néjaké identity
znamena v soucasné dobé stézi vice nez pouhé védomi, ze dané identita plati. Doron
Zeilberger [13] prosazoval, aby skutec¢nost, ze vechny vypoéty potiebné k dikazu dané
identity byly provedeny autorem pomoci pocitace, byla vyjadiena symbolem QED
napsanym ihned za poslednim slovem samotného tvrzeni. Vyhoda tohoto pfistupu spo-
¢iva v tom, ze dokazany vysledek se tak stava samostatnou jednotkou, ,,uzamcenou”
identitou. Stejné jako se ¢lovek vétsinou nestara o to, jak pocitac¢ nasobi dvé obrovska
pfirozena ¢isla ¢ jakym zptisobem invertoval matici, ma ted k ruce vysledky, jejichz
dikazy neni z technického hlediska tfeba ovérovat.

Pokud by matematiky nezajimalo nic jiného nez fakta, nebylo by dal o ¢em dis-
kutovat. Nastésti je matematika mnohem vice nez pouhy souhrn faktt. V této sekci
budeme diskutovat o nékterych dusledcich plynoucich ze Zeilbergerovy teorie a jeho
pristupu k matematice, tak jak je obsazen v praci Theorems for a Price: Tomorrow’s
Semi-Rigorous Mathematical Culture [14].

Jako zajimavou perlicku uvedme, ze dva autofi, ktefi ve svych pracich nejvice obha-
juji Cisté experimentalni matematiku, také nejvice pouzivaji nadsazku jako prostredek
svého vyjadirovani. V tomto piispévku se soustfedime piedevsim na jednoho z nich,
Dorona Zeilbergera, ale neméli bychom (a nebudeme) zapominat ani na G. J. Chaitina.

Zacneme citaci Zeilbergerova ,abstraktu matematického ¢lanku budoucnosti*:

V tomto clanku dokdZeme v jistém presnem slova smyslu, Ze Goldbachova hypotéza
je pravdivd s pravdépodobnosti vétsi nez 0,99999 a Ze jeji stoprocentni pravdivost lze
prokdzat za cenu 10 miliard dolari. ([14], str. 980)

Jen co se ¢tenaf vzpamatuje ze Soku, ktery mu pfivodi ona pravdépodobnost prisou-
zend pravdivosti matematického vyroku, vyslovi obvykly nazor, ze téch 10 miliard je
nesmysl. I kdyby se ona cena vztahovala k vypocetni technice, pocitace jsou prece rok
od roku levnéjsi a lepsi. Co muze tedy znamenat, ze ,,pravdivost lze prokazat za cenu
10 miliard dolaru“? Piedevsim to mutze znamenat, Ze pfifazena cena je aditivni mirou

vy

yzapouzdiend ¢i jinak uzaviena identita“, kterym se v ¢lanku oznacduje identita dokazana
algoritmicky s pomoci Wilfova-Zeilbergerova algoritmu, tady identita tvorici jakousi samo-
statnou uzavienou jednotku, nezavislou na dalsich tvrzenich. (Pozn. prekl.)
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obtiznosti tplného vyfeseni problému. Pokud bychom napiiklad védéli, ze Riemannova
hypotéza bude dokazana tak, ze se dokazi lemmata v cené 10 miliard, 2 miliardy
a 2 biliény dolart, mtzeme ihned fici, nejen kolik by ,stal“ uplny dikaz Riemannovy
hypotézy, ale i kterd ¢ast ditkazu si nejvice vyzad4 zcela nové myslenky. (Autofi ¢lanku
pfirozené piedpokladaji, ze 2 biliény dolarii je spousta penéz.)

Zavedeni pojmu ,ceny“ matematického vysledku nas bezprostfedné ptivadi k po-
jmtm, které jsou charakteristické spiSe pro svét businessu, které vsak stale vice
zasahuji i do akademického svéta — jde o pojmy jako produktivita a efektivita:

Bylo by mrhdnim prostredky, kdybychom se snaZili prokdzat, Ze dand identita plati
,,$ absolutni jistotou®, leda Ze by tato identita implikovala Riemannovu hypotézu. ([14],
str. 980)

Uvedend pozndmka nam odhaluje smysleni zatim sice malé, ale stale se zvétsujici
skupiny matematiki, ktefi nas zadaji, abychom se zamysleli nejenom nad vyhodami,
které plynou ze znalosti néceho s absolutni jistotou, ale také nad otazkami ceny, kterou
bude tfeba za tuto jistotu zaplatit. Viz napf. A. Jaffe a F. Quinn [7] ¢ G. Chaitin [5].
Zatim jsme se vSak stale nedostali k hlavni otazce. Pro¢ potfebuje Zeilberger zavadét
,pravdy“ platici jen s jistou pravdépodobnosti a jak vysvétlit ortodoxnim matemati-
ktim, Ze by to nemusela byt tak velkd obét na néco takového pristoupit?
Nejdulezitéjsi je podstata véci. Pro¢ Zeilberger klade takovy diraz na to, Ze
absolutni pravda neni to nejdtlezit&jsi? Nejsmysluplnéjsi odpovéd je ta, Ze mu jde
o hlubsi pochopeni véci. V ¢lanku Identities in Search of Identities Zeilberger obhajuje
strategii zkouméani identit vhodnych k odvozovani dalsich identit. Jak vSak pozna-
menava mezi jinymi i sdm Wilf, je mozné vyprodukovat neomezeny pocet rtznych
identit. Zajimavymi je ¢ini az Sirsi kontext ¢i schopnost vyuzit je a zachazet s nimi.
Pro¢ bychom si tedy méli myslit, ze studium identit pro né samé by meélo byt hlavnim
cilem naseho snazeni?

Zaméfme se v této chvili na néco, co bychom mohli oznacit slovnim spojenim
,metamatematické struktury“. Zacneme tim, ze izolujeme matematiku od jejtho vnéj-
§iho kontextu. Nyni zaéneme shromaZdovat matematické objekty, jako jsou vyroky,
véty, statistickd data, hypotézy. Pfitom uvazujeme jen ty objekty, které se nam zdaji
nééemu podobné ¢i néjakym zpisobem znamé. Je pochopitelné prakticky nemozné,
7ze by vsSechny informace takto shromézdéné byly dilezité. Proto se poté snazime
zbavit informaci irelevantnich nebo nepravdivych. Snazime se tedy provadét jakousi
postupnou eliminaci ¢i tfidéni informaci. V této fazi naseho procesu neni nerozumné
uvazovat i vyroky, jejichz pravdivosti si nejsme jisti — vSechny vyroky by mély
byt podrobeny stejné peclivému zkoumani. Muze se stat, ze ony vyroky, o jejichz
pravdivosti nevime nic ur¢itého, budou vyhovovat néjaké nové zformulované hypotéze
a ze se takto podafi nalézt jeji rigorézni diikaz v rdmci nami vytvofeného nového
kontextu matematiky.

WZ algoritmus ndm ovSem miiZze misto rigorézniho diikazu néjaké identity nabid-
nout pouze jistou pravdépodobnost (mozna velmi vysokou), ze dana identita plati.
Jak budeme takovy vysledek interpretovat? A co si pocit, nejsme-li skutecné schopni
dokézat onu identitu rigorézné?
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Podle Chaitina muzeme takovou identitu pf¥ijmout jako novy axiom.

Verim, Ze nejen elementdrni teorie cisel, ale i zbytek matematiky by se mél studovat vice
v duchu experimentdlni védy, Ze bychom meéli byt schopni uplatiiovat mové principy.
Vérim, ze Buklidiv vijrok, Ze aziomem je pouze evidentni pravda®), je velky omyl.
Schrodingerova rovnice jisté neni evidentni pravda! A Riemannova hypotéza také ne,
je vsak velmi uZitecnd. Fyzik by rekl, Ze zde jsou ,vice neZ postacujici experimentdlni
podklady, hovotici pro platnost Riemannovy hypotézy“, a Sel by ddl, pricemZ by ji bral
jako pracovni predpoklad. ([5], str. 24)

V tomto pripadé mame dostate¢né experimentalni ovéfeni pravdivosti nasi hypotézy
a miizeme ji chapat jako néco vic nez jen pracovni pfedpoklad. Mtzeme ji dokonce
formalné zaclenit do systému matematiky. Musime se pritom samoziejmé vyhnout
nahodnému a nesystematickému zavadéni novych axiomu do nasi teorie.

Experiment a ,,teorie®

Ve své ,Radé mladému védci“ (Advice to a Young Scientist) definuje P. B. Medawar
¢tyti druhy védeckého experimentu: experiment kantovsky, baconovsky, aristotelovsky
a galileovsky.®) Matematika vzdycky vyuzivala myslenkové pochody charakteristické
pro prvni tfi ze ¢tyf uvedenych druhti experimentd, pficemz galileovskému experi-
mentu se snazila viceméné vyhnout. Ve snaze vymezit nase pojeti experimentalni
matematiky se budeme snazit vyuzit i postupt charakteristickych pro galileovsky
model.

Zacnéme kantovskym experimentem. Medawar uvadi, ze pfikladem takového expe-
rimentu muze byt napiiklad

proces vzniku klasickych neeukleidovskych geometrii (hyperbolické a eliptické) ndahradou
Euklidova aziomu o rovnobézkdch (¢i jeho ekvivalenti) néjakou alternativni formulacs.
([11], str. 73-74)

Zda4 se, ze filozofie kantovského experimentu [tedy experimentu myslenkového (pozn.
prekl.)] je matematiktim nejblizsi. Dokonce i zastance uceni Platonova musi pfipustit,
7ze matematika je pristupnd jediné prostfednictvim lidského mysleni, a proto celou
matematiku Ize povazovat za jeden velky kantovsky experiment. Mtzeme diskutovat
o tom, jestli eukleidovskd geometrie je pouze idealizace geometrie vnégjsiho svéta (ve
které bod neméa délku ani vysku a pfimka pouze délku, ale uz ne tloustku) nebo jestli
je okolni svét nedokonalym obrazem nasich idealnich cisté geometrickych objektii.
V obou pripadech vsak pfedméty naseho zajmu lezi zcela v myslenkové oblasti.

5) Neni jasné, jestli Eukleidés néco takového skutecné fekl. Vyrok sam vsak v sobé jisté
ma néco nevyvratitelného.

6) Presné definice téchto ¢tyf pojmu autori v ¢lanku nepodévaji. Jejich vyznam je vSak
viceméné patrny z dalsiho textu, ve kterém autofi jednotlivé kategorie experimentu priblizuji,
zejména vhodnymi citacemi z Medawarovy préce. (Pozn. prekl.)
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Podobné nelze matematiku oddélit ani od filozofie baconovského experimentu. Re-
¢eno spolu s Medawarem, pri baconovském experimentu jde o

spekulativni uvahy, stavéné jako protiklad k prirodnim déjum; jde o dusledek snahy
Luyzkouset* si mekteré postupy nebo jde o pouhé hrani si“ bez predem jasného cile.
([11], str. 69)

Vétsina z téch véd, které se nazyvaji experimentalnimi, je v podstaté baconovska.
Na druhé strané ma néco do sebe i nazor, ze také myslenkové postupy matematiky
zapadaji do rdmce baconovskych experimenti: Clovek zkusi pouzit tuhle transformaci
¢i vyuzit tamtu identitu, zajima jej, co se stane, kdyz zeslabi néjakou podminku ¢i
zesili jinou. Dokonce i pouziti pravdépodobnostni iivahy naptiklad v teorii ¢isel mize
byt povazovano za druh baconovského experimentu. Presto plati, Ze rozhodujicim
kritériem pro publikovani je konecny tspéch nebo netspéch takového experimentu,
byt by jeho pribéh byl sebezajimavéjsi. Pokud takové ,hrani“ vedlo k vysledku (tedy
véta je dokdzana, nebo je nalezen protipiiklad), vysledek se publikuje; v opac¢ném
pfipadé se celd prace vyhodi do odpadkového kose.

Aristotelovsky experiment je experiment, ktery mé predvést, dokumentovat ¢i po-
tvrdit néjaky fakt; jde tedy o néco, co bézné oznacujeme slovem ,demonstrace®:

Prilozte elektrody k nervovym zakoncenim na téle Zaby a hle — jeji noha sebou cukne;
nezapomerite zazvonit predtim, nez ddte psovi jidlo, a vida: samotny zvuk zvonku zane-
dlouho zpisobi, Ze pes zacne slintat. ([11], str. 71)

Aristotelovskym experimentem v kontextu matematiky jsou naptiklad ony konkrétni
priklady, které pouZivame, abychom pfibliZili nase definice a véty; nebo jsou to ilu-
strativni problémy, které davame studenttm.

Poslednim v fadé je galileovsky experiment:

Galileovsky experiment je experiment, jehoZ cilem je volba mezi nabizenymi mozZnostmi.
Takovy experiment nds bud utvrdi v naSem ndhledu na véc, nebo nds pFinuti zacit
uvaovat o jeho korekci. ([11], str. 71)

V idedlnim piipadé slouzi galileovsky experiment k tomu, abychom si vybrali,
kterd ze dvou ¢i vice nabizenjch moznosti je pravdiva. Nesmime vSak zapomenout
na tzv. jev Willa Rogerse, ktery miuze zkomplikovat odpovédi i na viceméné jasné
poloZené otazky.”) Vidime to napiiklad v 1ékaistvi: Otazky typu ,Je tento 1ék Gspésny
(at uz z hlediska pfezivani pacientii, délky a kvality jejich Zzivota, nebo z hlediska

7y Jde o jev Willa Rogerse ¢i tzv. Simpsontv paradox. Oba terminy se tykaji problémi,
které vznikaji pri pfeskupovani prvkia danych mnozin. Will Rogers jednou komentoval
skuteCnost, ze se jeho znamy pfestéhoval ze statu Ohio do Kalifornie slovy, ze se timto
¢inem zvysilo prumérné I1Q obou stati. Termin ,jev Willa Rogerse“ se poté stal béznym
v 1ékarskych pojednénich: preskupenim onkologickych pacientti do skupin charakterizovanych
nizkym a vysokym rizikem, kterému jsou pacienti vystavovani, mize mit za nasledek to, ze
obé skupiny pacienttt budou mit lepsi vysledky. Jiny priklad: baseballova sezéna ma dvé
poloviny; pfitom hrac, ktery byl nejlepsim odpalovacem v prvni i ve druhé poloviné, nemusi
byt nejlepsim odpalovacem celé sezdény. [Matematicky feceno, 4/9 > 10/23 a 2/7 > 3/11, ale
(4+2)/(9+7) < (10 + 3)/(23 + 11).] Rozpoznani takovychto jevi je ¢asto pfisuzovano E. H.
Simpsonovi (1951).
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nakladd do 1éku investovanych)?“ | Je tato terapie lepsi nez tamta?“ je ¢asto velmi
tézké zodpoveédét praveé z duvodu jiz zminéného efektu. Co vsak v jiz citované pasazi
Medawar uvadi, ne zcela souhlasi se souCasnym naziranim na experiment ve fyzice.
Newtonovska fyzika se zdala byt bez chyb [véetné mnoha experimentt to potvrzujicich
(pozn. prekl.)], a pfesto byla nakonec pfekondna [10]; v soucasnosti tedy panuje shoda
v nazoru, ze libovolné mnozstvi experimentalnich podkladt jesté nedokazuje tvrzeni
o svété kolem nas a Ze nase modely redlného svéta jsou jenom modely. Medawar je si
védom obtizi spojenych s experimentalnim diikazem tvrzeni, na rozdil od modernich
filozofi méa vSak vétsi divéru v moznosti experimentalniho vyvraceni hypotézy.

Jestlize tedy experiment neni schopen jednozna¢né ukazat pravdivost jedné z danych
moznosti nebo dokazovat véty, ¢eho je vlastné schopen?

,,Teoretické“ experimenty

I kdyZ matematika v posledni dobé proziva jakousi krizi, pfece jen neni tato krize
tak vazna jako krize, kterou lze vystopovat ve fyzice. Netestovatelnost nékterych ¢asti
teoretické fyziky (napf. teorie strun) vedla k vétsi davéfe ve schopnost matematiky
provést ,experimentalni ovéreni® nékterych faktt. Je mozné, ze i takova ivaha mohla
vést Arthura Jaffeho a Franka Quinna k zavedeni pojmu ,teoretickd matematika®
(ktery mtze prekvapit mnoho matematiktt domnivajicich se, Ze néco takového uz léta
délaji).®)

Neni proto prekvapujici, Ze tato ,teoretickd matematika“, berouci si za svidj vzor
teoretickou fyziku, ma velmi blizko k nékterym prvkim galileovského pojeti experi-
mentu. Nez se dd provést experiment, musi se zformulovat hypotézy, a v této Casti
procesu muze nerigorézni pristup skuteéné pomoci.

Arthur Jaffe a Frank Quinn ve své praci ,Teoretickd matematika: na cesté ke
sjednoceni matematiky a teoretické fyziky“ (Theoretical Mathematics: Toward a Cul-
tural Synthesis of Mathematics and Theoretical Physics) volaji zejména po zmirnéni
pozadavki kladenych na rigoréznost. Maji tim predev$im na mysli onen zdlouhavy
postup matematiky, pii kterém je tfeba vSechno nejprve rigorézné ukazat, a teprve
pak je mozno vysledek publikovat. Na druhé strané jsou si oba autori védomi rizika,
které by bylo spojeno s nerozvaznym etablovanim takové ,matematiky plné hypotéz*“
a které by mohlo vést az k chaosu.

Jejich navrh ma dvé ¢asti. Navrhuji, aby

teoretickd prdce byla jasné a zretelné oznacena jako teoretickd, a tedy neuplnd; za druhé
pak aby vétsina zdsluh za vysledek byla prisouzena rigorozni prdci, kterd vysledek overi
([7], str. 10).

Tento navrh si klade za cil povzbudit ¢tenafe takovychto teoretickych clanku
k védecké praci, dovést je ke snaze dokazat teoreticky predpovézené vysledky. Jeho

8) Déle budeme pod teoretickou matematikou rozumét pravé termin zavedeny Jaffem
a Quinnem. (Pozn. prekl.)
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autofi chtéji, aby se jednoznac¢né rozliSovalo mezi dokdzanymi vétami a nedokdzanymi
hypotézami ,teoretické* matematiky.

Je pravda, ze matematici uz podobnym zpiisobem pracuji, i kdyz na podstatné nizsi
Grovni: pfesnéji feCeno, motivacéni vahy a nedokdzané hypotézy se staly nedilnou
soucasti mnoha matematickych publikaci, jsou vSak pfece jen povazovany pouze za
jakési dodatky k rigordzni ¢asti prace.

Pokud bychom méli oznacit nékteré z tvah Jaffeho a Quinna za diskutabilni, byla
by to snad jejich snaha prenést metody teoretické fyziky na matematiku, aniz by uva-
zovali dulezitou etapu ovéfovani hypotéz fyziky, za kterou nese odpovédnost disciplina
zvand experimentalni fyzika. MtzZe se proto stat, ze ,teoretickd matematika® si sama
nevystaci a bude potfebovat k ovéfovani svych hypotéz matematiku experimentélni.

Protoze autori tohoto ¢lanku jsou orientovani predevsim na pocitace, maji v této
chvili na mysli zejména pocitacové hypotézy a jejich ovérovani. Existuji vSak samo-
ziejmé i jiné moznosti.

ZAvér

Uzavirame nas ¢lanek definici experimentalni matematiky.

Experimentalni matematika je odvétvi matematiky, jejimz konecnym cilem je kodi-

fikace a prendsent intuitivnich vhledu uvniti’ matematické obce pomoci experimentdlniho

zkoumdni formdlnich hypotéz i neformdlnich domnének a peclivé analyzy dat ziskanych
pri této cinnosti.

Vysledky dosazené experimentalné obvykle postradaji onu rigoréznost tolik typickou
pro tradi¢ni matematiku, poskytuji vSak siroky vhled do matematickych problémi
a mohou byt voditkem pro dalsi vyzkum, at uZ experimentilni nebo tradi¢ni. Hypo-
tézy, které jsou experimentalné ovéreny, posiluji nase presvédcéeni o jejich pravdivosti
i tehdy, kdyz jejich rigorézni dikazy jeSté nejsou k dispozici. Doufame, ze se tak
podafti vytvorit jakési intuitivni chdpani matematiky, kterd miize byt sdélovana pomoci
konkrétnich prikladd a jejich rozbort, na rozdil od souc¢asného stavu, kdy se intuitivni
pohledy mohou pfenéset pouze osobnim sdélovanim.

Pokud by byla matematicka komunita jako celek méné roztiisténa, asi bychom z nasi
definice odstranili slovo kodifikace. Vime vSak, ze komunikacni problémy mezi riznymi
obory matematiky existuji. Matematicti experimentatofi se proto musi snazit, aby
uspotradali své ndhledy a prezentovali své idaje zptisobem, ktery by byl piistupny co
nejsirsi matematické vefejnosti.

O autorech
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