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Vipoctova matematika
a pocitacova dynamika tekutin

Vit Dolejsi, Miloslav Feistauer a Jiri Felcman, Praha

1. Matematika jako univerzalni prostfedek ve védé a technice

Matematika je vysoce abstraktni a tim i zcela univerzalni véda. Existuje v ni
fada vyznamnych problémt a teorii, které nebyly inspirovany zadnym technickym
problémem nebo problémem z jiné oblasti védy, ale vznikly v matematice samé. Tyto
problémy a teorie ¢asto vypadaly zdanlivé jako neuziteéné a teprve postupem casu
se pro né objevilo uplatnéni. Napf. ptivodné cisté abstraktni teorie grup je nyni ne-
postradatelnym matematickym aparatem v moderni fyzice, kryptografii, krystalografii
aj. Dvojkova ¢iselna soustava je znama jiz nékolik tisic let, ale prakticky byla vyuzita az
v minulém stoleti ve spojeni s vyvojem pocitact. Typickym ptikladem Cisté matema-
tického problému byl ditkaz tzv. Velké Fermatovy véty, ktery trapil matematiky 350 let.
Slavnou Fermatovu hypotézu se podafilo dokazat az v roce 1995. Velkd Fermatova véta
se zda byt bez jakéhokoliv praktického vyuziti. V matematice byla ale synonymem pro
néco nesmirné obtizného, ne-li nefesitelného, a tispésna realizace jejiho ditkazu byla
otazkou vlastni prestize matematiky.

Prevazna vétsina matematickych problémi a teorii vSak vznikla nebo byla inspiro-
vana potfebami jinych véd. Ve spojeni s ostatnimi disciplinami, jako jsou technické
védy, fyzika, biologie, medicina, ekonomie, finance, a samoziejmé také s pocitaci se
matematika stava mocnym a vSestranné vyuzitelnym nastrojem.

Moderni matematika je dokonale vybavena a pripravena na feseni problémt z nej-
riznéjsich oblasti védy a techniky. Je to dano tim, ze pouziva abstraktni matematické
pojmy a obsahuje stale se rozvijejici hluboké matematické teorie, které mohou byt
pouzity k matematickému popisu jevii a procest v jinych védnich oborech.

2. Vypocdtova matematika
Dulezitou roli pfi vyuziti matematickych modeli v rozmanitych oblastech védy

a techniky mé& numerickd matematika, ¢asto téz nazyvanad vypoctovd matematika.
(Nézev vypocltova matematika mé vSak ponékud §irsi vyznam z hlediska praktického
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uplatnéni, a proto budeme pfevazné pouzivat tento termin.) Vypoctovd matematika
muze byt charakterizovana jako ¢ast matematiky zabyvajici se realizaci matematickych
modelti pomoci vypocetni techniky. Vypoc¢tovad matematika tak predstavuje prechod
od teoretické matematiky k prakticky pouzitelnym vysledktim.

Vypoctovou matematiku lze rozd€lit na t¥i ¢asti, které na sebe navazuji a vzajemné
se ovliviuji.

a) Predevsim je to teoretickd ddst, nazyvand Casto numerickd analyza, kterd se
zabyva vyvojem numerickych metod a algoritmu a jejich teoretickou analyzou. Miu-
Zeme jmenovat napf. vysSetfovani konvergence rtiznych iteracnich a aproximacnich
metod, chovani a odhady chyb pfi pfiblizném feSeni systémt rovnic a nerovnic, pri
aproximacich funkci, variet (napf. ploch a kiivek) a dalsich struktur a zkoumdni
stability vypoctovych procesti. V této Casti se uplatnuji teorie a metody celé fady
abstraktnich partii matematiky, jako je matematicka analyza, teorie miry a integralu,
teorie distribuci, teorie obycejnych a parcidlnich diferencialnich rovnic a integralnich
rovnic, teorie aproximace, funkcionalni analyza, diskrétni matematika a dokonce nékdy
i teorie pravdépodobnosti. Matematik pracujici v numerické analyze musi mit Siroké
znalosti ve zminénych oblastech, ale je samoziejmé tieba, aby ovladal specidlni metody
a techniky uzivané ve vypoctové matematice.

b) Dilezitad ve vypoc¢tové matematice je softwarovd édst, umoziujici realizaci nu-
merickych metod na pocitacich a jejich aplikaci na TFeSeni praktickych problémi.
Pocitacova realizace numerickych procest a pouziti vysledkd v praxi vyzaduje vénovat
pozornost celé fad€ otazek a problémi:

— vytvareni datovych struktur,

— piiprava (preprocessing) vstupnich dat,
— vlastni realizace vypoctovych algoritmi,
— ziskéani aposteriornich odhadt chyb,

— zpracovani (postprocessing) vysledkd, jejich grafické zndzornéni a vizualizace.

Realizace téchto kol predstavuje vypracovani programti nebo systémt programd.
Jednotlivé systémy musi na sebe navazovat, mély by byt ,user friendly*, coz znamen3,
7e jejich aplikace nesméji pro uzivatele predstavovat obtizny problém, a je t¥eba, aby
byly dobie dokumentovany. To vyzaduje jak znalost prislusnych vypoctovych metod
a algoritmi, tak i fadu znalosti z matematické informatiky (programovaci jazyky,
operacni systémy, datové struktury, grafické systémy a specializované akademické nebo
komerc¢ni programové systémy, jako je napi. Maple, Mathematica, Matlab, Fluent,
AutoCAD apod.).

Do softwarové casti muzeme zahrnout také optimalizaci algoritmi a numerické
experimenty ovérujici efektivitu a robustnost vypoctovych algoritmi a potvrzujici
nebo upresnujici teoretické vysledky ziskané v numerické analyze.

c) Softwarovad ¢ast numerické matematiky tvofi pfechod k édsti aplikaéni, kterd
se zabyva numerickym feSenim slozitych problémt védy a techniky. Tzv. védecko-
-technické vypocty slouzi zejména k ovéfovani vlastnosti rtznych zarizeni, techno-
logickych celkd a jejich c¢asti. Pomoci matematickych modeld, vypoc¢tovych metod
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a softwaru je na pocitacich simulovano chovani pfislusného zafizeni s cilem ovérit
jeho funkci nebo zlepSit a optimalizovat jeho vlastnosti. Snahou je omezit mnozstvi
naroc¢nych, ndkladnych a zdlouhavych zkousek a pokusti, které by byly zapottebi k ¢isté
experimentilnimu vysSetfovani vlastnosti zafizeni.

Vypoctovd matematika tedy umoznuje cilevédomé zaméteni experimentu, coz mtize
vést k vyraznému sniZeni finanénich nakladd a urychleni vyvoje a navrhu zafizeni,
konstrukei a procesi. V fadé pfipadd je numerickd simulace jedinou moznosti, jak
zjistit chovani riznych zafizeni nebo priibéh procesi v pripadech, kdy experimentalni
ovéfovani neni technicky proveditelné (a k ovéfeni by doslo az pii praktické realizaci),
nebo je nebezpecéné. Muzeme uvést napf. simulaci funkce novych cévnich nahrad nebo
umeélého srdce, kdy experimenty na pacientech by byly bez predbézného numerického
modelovani velmi riskantni.

Numerické modelovani slozitych struktur a procest je ¢asto velmi obtizné. Je to zpt-
sobeno riznymi faktory. Vétsina modeli je reprezentovana silné€ nelinearnimi systémy
rovnic, pro néz dosud nebyla provedena dostatecné hluboké teoretickd kvalitativni
analyza. Tzn. Ze neni jasné, zda tyto rovnice maji pro rezimy, které nas zajimaji,
jednoznacné Feseni, nebo zda jejich Feseni viibec existuji. V fadé praktickych pfipadia
nejsme schopni ovérit predpoklady, za nichz pouzité numerické metody a vypoctové
postupy poskytuji pfipustna feseni. Pfesto je uzitecné nevzdavat se a snazit se nume-
rické feSeni najit. Na numerickém matematikovi samoziejmé lezi velkd odpovédnost.
Je treba zarucit, aby ziskané numerické feseni bylo dostate¢né presné, jinymi slovy
aby chyba byla v pripustném rozmezi. Na tom zavisi napt. otazka, zda navrzeny
most nespadne pfi vétsim zatiZzeni nebo pod naporem silného vétru, zda se prehradni
hraz neprotrhne nebo uméléa céva nepraskne. Aby bylo dosazeno dostate¢né presnych
a spolehlivych vysledkt pii numerickém modelovani slozitych struktur a procest, je
tfeba Uzké soucinnosti numerickych matematikt se specialisty z obori, v nichz jsou
numerické simulace realizovany. To vyzaduje, aby matematik byl dostatecné dobie
seznamen s feSenou problematikou a aby nalezl se svymi nematematickymi partnery
spolecnou Tec.

To, co zde bylo feceno, ukazuje, Ze numerickd matematika méa charakter ponékud
odlisny od ostatnich partii matematiky. O numerické matematice se Casto Tika, ze je
to jak véda, tak uméni. (Tato skutecnost zatim nevedla k tomu, Ze by univerzity nebo
fakulty, kde je vyucovana numerickd matematika, byly zafazeny mezi vysoké Skoly
uméleckého sméru.) Duvody pro tento nazor vysvétluje A. Ralston ve své knize Zdklady
numerické matematiky [15]: ,,To, Ze stavime vedle sebe védu a uméni, je zpisobeno
spise jistym principem neurcitosti, ktery se casto vyskytuje pri resent probléma; urceni
nejlepsi cesty, jak problém 7esit, muZe totiZ vyZadovat predbéinou znalost samého
reseni problému. V jingch pripadech miZe nejlepsi cesta k teSeni problému zdviset
na znalosti nékterych vlastnosti funkci vyskytujicich se ve vypoctu, které nelze ziskat
ani teoreticky, ani prakticky... Jako véda se tedy numerickd matematika zabyvd pro-
cesy, pomoct nichZ lze matematické probléemy resit aritmetickymi operacemi. .. Jako
uménd se numerickd matematika zabyvd volbou postupu (a jeho vhodnou aplikact),
ktery se »mejlépe« hodi k Tesent specidlniho problému. Proto kazdy, kdo chce péstovat
numerickou matematiku prakticky, must rozvijet zkusenost a s ni i intuici.“
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ODbé tyto stranky numerické matematiky jsou jasné patrné v tzv. pocitacové dyna-
mice tekutin, kde se také uplatnuji vSechny jmenované ¢asti numerické matematiky:
teoretickd analyza, software a aplika¢ni ¢ast.

3. Vypoétova matematika v dynamice tekutin

3.1. Studium proudéni kapalin a plyna

S problémy proudéni se setkdvame v fadé oblasti védy a techniky. Jmenujme
napf. letectvi a aeronautiku, automobilovy primysl, strojirenstvi (konstrukce turbin
a kompresorti), chemicky a potravina¥sky primysl (misici zafizeni, proudéni chemicky
reagujicich tekutin), medicinu (proudéni krve v cévach a srdci), biologii, zemédélstvi,
meteorologii, hydrologii, oceanografii a ochranu zivotniho prosttedi.

Predstavu o proudéni lze ziskat dvéma zptisoby:

a) Pomoci experimentd (napf. v aerodynamickém tunelu), které sice davaji realisticky
obraz o skute¢ném proudéni, ale vétsinou jsou nakladné a zdlouhavé.

b) Pomoci matematickych modeli. Vétsina matematickych modelt proudéni tekutin
je reprezentovéana jako soustava parcidlnich diferencialnich rovnic vyjadiujicich
zékladni fyzikalni zakony zachovani hmoty, hybnosti, momentu hybnosti a energie.
K nim pristupuji uzaviraci rovnice predstavujici tzv. konstitutivni vztahy a ter-
modynamické zakony a dale pocatecni a okrajové podminky.

Numerickym feSenim téchto rovnic a pocitacovou simulaci proudéni se zabyva poci-
tacovd dynamika tekutin (= preklad anglického nazvu Computational Fluid Dynamics,
ktery je bézné nahrazovan zkratkou CFD). Cilem této oblasti védy je na zakladé
matematickych modeld pomoci numerickych metod, viypoctovych algoritmi a speciali-
zovanych systému programt realizovat na pocitacich simulaci proudéni, ktera by vedla
k vytvofeni realistického kvalitativniho i kvantitativniho obrazu o proudéni a k ziskani
vysledkli srovnatelnych s experimenty provedenymi napt. v aerodynamickém tunelu.

V dalsim textu se podrobnéji vénujeme matematickému modelovani a numerické
simulaci ne€kterych typt proudéni.

3.2. Rovnice popisujici proudéni a jejich matematické vlastnosti

Uvazujme proudéni stladitelné tekutiny, tzn. plynu v oblasti 2 C RV a v asovém
intervalu (0,7"). Zde N =2 nebo 3 podle toho, jestli pouzivime zjednoduSeny mo-
del dvourozmérného proudéni nebo uvazujeme skutec¢né trirozmérné proudéni. Dale
predpokladame, ze 0 < T < +o0.

K popisu proudéni pouzijeme eulerovsky popis. To znamend, ze pro x € 2
ate(0,T) symbol v(z,t) = (vl(x,t), .. .,UN(x,t)) znaéi vektor rychlosti tekutiny
v bodé z a v Case t. Dale budeme pouzivat nasledujici znaceni: o — hustota tekutiny,

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 47 (2002), ¢. 3 209



p — tlak, & — absolutni teplota, E — celkova energie, 7;; — slozky tenzoru napéti,
f=(f1,...,fn) — hustota vnéjsich objemovych sil (napf. gravitace), ¢ — hustota
zdroji tepla, d;; — slozky tenzoru rychlosti deformace, k — koeficient tepelné vodivosti,
i, A — koeficienty vazkosti, v € (1,2) — Poissonova adiabatickd konstanta (= podil
mérnych tepel ¢,/cy pii konstantnim tlaku a konstantnim objemu — napf¥. pro vzduch
v=1,4), 6;; — Kroneckerovo delta (§;; =1, 6;; =0 pro i # j). Veli¢iny o, p, 0, E,
Tij, dij, fi, q jsou funkcemi proménnych = € 2 a ¢t € (0,T). V redlnych tekutinich se
projevuje vnitini tfeni. Rikdme, Ze tyto tekutiny jsou vazké. To se v matematickém
popisu odrazi v tom, zZe koeficient vazkosti p a koeficient tepelné vodivosti k jsou
kladné.

Stlacitelné proudéni je popsano soustavou parcidlnich diferencialnich rovnic, uvazo-
vanych v ¢asoprostorovém vélci Qr = 2 x (0,T) a reprezentujicich zakladni fyzikalni
zakony zachovani, k nimz jsou pfidany konstitutivni vztahy a termodynamické zakony:

Do = 0(ov)
E*E or (1)
Aovi) N~ Oovivy) _ . =0T
ot +;Tj—9fz+j267j7 i=1,...,N, (2)
OF N O(Ev;) N 9 N P 90
W+; oz, =of v+ijZ:18xj (Tjwz)+gq+;a i ( 81:1)’ (3)

o) =3 (5252 Q
p=tr-1) (B3 af). (6)
2 (23

Rovnice (1) je rovnice kontinuity pfedstavujici zédkon zachovéni hmoty, systém (2)
jsou tzv. pohybové rovnice predstavujici zdkon zachovani hybnosti, rovnice (3) je
ekvivalentni se zakonem zachovani energie, (4) — (5) jsou konstitutivni vztahy odvozené
z tzv. Stokesovych postulatt upfesnujicich Newtonovu hypotézu linearni zavislosti ten-
zoru napéti na tenzoru rychlosti deformace. Kone¢né rovnice (6)—(7) jsou disledkem
termodynamickych zakoni. Z termodynamiky plyne, Ze stavové proménné p, g, € jsou
kladné funkce. Koeficienty & > 0, p > 0, A jsou obvykle povazovany za konstanty nebo
funkce zavislé na absolutni teploté 6. Koeficient vazkosti p lze urcit experimentalné,
zatimco A obvykle definujeme vztahem

3A+2pu=0.

Dosazenim (4)—(5) do (2) dostaneme tzv. Navierovy-Stokesovy rovnice stlacitelného
proudéni. Odvozeni uvedenych rovnic lze najit napi. v [2], [4], [11].
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K systému (1)—(7) pfiddme poddtecni podminky definujici stav proudici tekutiny
v pocatecnim case t = O:

v(2,0) = v°(2), (8)

0(x,0) = 0°%(x), =€,

kde v°, 0% a 6° jsou dané funkce, a okrajové podminky definujici chovani tekutiny na
hranici 942 oblasti {2. Okrajové podminky musi vystihovat fyzikalni chovani tekutiny
na hranici a soucasné je treba, aby byly korektni z matematického hlediska. Ve vétsiné
pripadi zadédvame vektor rychlosti a absolutni teplotu

= 9
U‘BQX(O,T) v )

‘ -

00x(0.T)

Pokud tekutina vtéka ¢asti I'7(¢) hranice 02 do oblasti £2, tj.
Ii(t)={z €dN:v(z,t) -n(x) <0} #£0, (10)

kde n(x) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 92 v bodé z, pak na I';(t) zaddvame
i hustotu:
o(z,t) = 0" (x,1), xzeI(t), te(0,7). (11)

V praxi se pouzivaji i jiné okrajové podminky, o kterych se zde ale nemtizeme rozepi-
sovat.
Casto se setkdvdme s pouzitim rfiznych zjednoduseni rovnic (1)—(7):
a) Model barotropniho homoentropického proudéni dostaneme za ptredpokladu, Ze
tlak je funkci hustoty ve tvaru
p=Co, (12)

kde C > 0 je konstanta. (Entropie je pak konstantni.) V tomto pfipadé uvazujme
pouze rovnice (1), (2), (4), (5) spolu s rovnici (12).

b) Model nevazkého adiabatického proudéni: zde klademe p = A =k = 0 a Navie-
rovy-Stokesovy rovnice se redukuji na rovnice Eulerovy. V tomto pfipadé je tieba
modifikovat okrajové podminky tak, Ze misto zadaného vektoru rychlosti je na hra-
nici 92 predepsana jeho normalova slozka v - mn. V tomto pripadé je nutné zajistit
splnéni 2. termodynamického zakona reprezentovaného tzv. entropickou podminkou
(viz napf. [4], kapitola 7). Tato podminka je splnéna automaticky v pfipadé vazkého
proudéni.

Nyni se vénujme strucné charakterizaci matematické teorie vazkého stlacitelného
proudéni. Za predpokladu, Ze jsou dana data, tj. konstanty cy, 7, koeficienty u, A, &k
a funkce f, ¢, v°, 0%, 0°, v*, 6%, o*, chceme uréit funkce v, g, p, 0, E, 745, d;; splitujici
rovnice (1)—(7) a podminky (8), (9), (11).
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Tato tloha patifi k velmi obtiZznym problémtm teorie parcialnich diferencidlnich
rovnic. Jde o silné nelinedrni systém smiSeného typu. Rovnice kontinuity (1) pro
neznamou g je hyperbolického typu, kdezto rovnice (2), (3) maji charakter parabolicky.
Tyto obtize jsou divodem, Ze teoretické vysledky tykajici se existence a jednoznac-
nosti feseni byly dokazany za zjednodusujicich podminek, konkrétné v pripadé nulové
rychlosti v* na 9f2.

Vysledky lze rozdélit do dvou skupin:

1. lokélni fesitelnost,

2. globalni fesitelnost pro malé data.

Prvni vysledek, reprezentovany pionyrskou praci [17], lze charakterizovat takto:
Predpokladejme, Ze v* =0, hranice 052 a funkce vy, 0o, 0o, 0, f, q jsou dostatecné
hladké, 09,60 > 0, koeficienty p,k > 0 a A jsou dostatecné hladké funkce proménngch
0, 0 a 3\+2u = 0. Pak ezistuje T* € (0,T] takové, Ze problém (1) —(9) md jedno-
znacné ,requldrni® fefeni v Qr = 2 x (0,T%).

Druh4 skupina vysledkii byla poprvé ziskana v [13]: Jsou-li splnény pfedchozi pred-
poklady a navic 0* = kounst, f =0, g =0, pak ezistuje ¢ > 0 (dostateéné malé) takové,
Ze za predpokladu

lleo = Ollcam), vollea@y, 100 — 0 llca @y S &
kde 0 = [, 0° dz/ meas(12), ezistuje pravé jedno Feseni problému (1) —(9) v Q.

Tyto vysledky byly dale rozvijeny fadou autorii. Jmenujme alespon nékteré z nich:
H. Beirao da Veiga, E. Feireisl, P. L. Lions, J. Neustupa, A. Novotny, M. R. Padula,
P. Penel, R. Salvi, V. A. Solonnikov, I. Stragkraba, A. Valli a W. M. Zajaczkowski.

Neékteré prace (napt. [14]) se zabyvaji FeSitelnosti staciondrniho proudéni, kdy je
proces popsan funkcemi nezavislymi na case.

Globélni existence feseni pro ,velka“ data byla dokézana nedavno v pripadé baro-
tropniho homoentropického proudéni, tj. pro systém (1), (2), (4), (5), (12) s pocated-
nimi podminkami pro hustotu a rychlost a s nulovou rychlosti ©* na hranici. Viz [12]
a [7].

Ponékud odlisna je situace v pripadé nestlacitelného proudéni, kdy se predchozi
rovnice redukuji na zdanlivé jednoduchy systém Navierovych-Stokesovych rovnic tvaru

N
8vi
= 1
i=1
o

E+ijjaj+gradp71/Av:f (14)

v 7, s poc¢ateénimi a okrajovymi podminkami
v(z,0) =v%(x), =z €0, (15)
=" (16)

v =
902%(0,T)
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Pro tento problém byla dokazana globalni existence tzv. slabého TesSeni pro velka
data (viz [10], [18], [9], [8], [4]). Je zajimavé, Ze jednoznacnost slabého nestacionarniho
feSeni je podminéna jeho regularitou. Ta byla dokazana v pripadé rovinného proudéni,
tj. N = 2. V trojrozmérném ptipadé N = 3 je jednoznacnost a regularita otevienym
problémem, ktery jiz fadu desetileti vzdoruje velkému tsili mnoha vynikajicich mate-
matikti; mizeme ho proto povazovat za obdobu Velké Fermatovy véty v aplikované
matematice. ReSeni tohoto problému mé velky viznam jak z hlediska matematického,
tak i fyzikalniho. Jde o potvrzeni adekvatnosti modelu vazkého proudéni a existuje
souvislost s vysvétlenim turbulentniho proudéni. Z tohoto divodu byla na FeSeni
jmenovaného problému (at v kladném, ¢i zdporném smyslu) vypsina cena ve vysi
1000000 USD.

V ptipadé obecného stlacitelného proudéni s nehomogennimi okrajovymi podmin-
kami, s nimz se setkavame v technické praxi, je situace zcela neuspokojiva, ponévadz
existence feseni nebyla dosud dokazana. Tato skutecnost nemtize byt samoziejmé
divodem pro to, aby se model stlacitelného proudéni v praxi nepouzival. Pravé naopak:
ukazuje se, ze tento model ve spojeni s modernimi numerickymi metodami za pouziti
vykonnych pocitaci umoznuje ziskat dobrou kvalitativni i kvantitativni predstavu
o stlacitelném proudéni v radé dilezitych pfipadi.

3.3. Numerické feSeni stla¢itelného proudéni

Uvazujme model stla¢itelného proudéni popsany rovnicemi (1) —(7), k nimz pfiddme
pocatedni podminky (8) a okrajové podminky (9), (11), event. dalsi okrajové podminky
podle typu proudéni (napiiklad periodické okrajové podminky). Pfedpokladejme,
ze hustotu vnéjsich objemovych f sil a hustotu tepelnych zdroji g lze zanedbat.
Dosadime-li vztahy (4) —(7) do rovnic (1) —(3), lze rovnice (1)—(3) zapsat v kompakt-

nim tvaru
. Ofs(w) al OR,(w, Vw)
ot + Z Oxrs Z 0z, ’ (17)

s= s=1

kde
w = (wla"'awm)T = (9791}1’""QUN7E)T ERma m:N+27

je tzv. stavovy vektor a fs, resp. R jsou tzv. nevazké, resp. vazké toky velic¢iny w ve
smérech x5, s = 1,..., N. Jejich tvar lze najit nap¥. v [4] nebo [5].

Numerické feseni stlacitelného proudéni predstavuje velmi obtizny problém pocita-
¢ové dynamiky tekutin. Je to zpusobeno nékolika faktory:
e hyperbolicko-parabolicky charakter soustavy rovnic,
e konvekce pfevazujici nad difuzi (koeficienty p, A, k jsou malé),

e funkce popisujici proudéni mohou mit nespojitosti nebo velké gradienty na tzv.
razovych vlnach v pfipadé velkych rychlosti,

e existence meznich vrstev a tuplavi a jejich interakce s razovymi vlnami,

e nedostateé¢nd matematicka teorie.
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Uvedené faktory je tfeba vzit v ivahu pfi ndvrhu numerické metody. Jednou z metod,

ktera tyto faktory respektuje, je kombinovand metoda konecénych objemi a konecénych
N

prokd (viz nap¥. [6]). Nevazké ¢leny > Ofs(w)/0xs v rovnici (17) jsou aproximovany
s=1

metodou koneénych objemi, pii jejiz aplikaci se podstatnym zplisobem vyuzivaji

matematické vlastnosti tokt fs, jako je homogenita, hyperbolicita a rota¢ni invariance

N
(viz [4], kapitola 7, nebo [5]). Elipticky charakter vazkych ¢lent Y OR,(w, Vw)/Oxs
s=1

je zase vhodny pro pouziti metody kone¢nych prvki.
V kombinované metodé konecnych objemt a koneénych prvka pracujeme se dvéma
sitémi. V oblasti {2 sestrojime sit koneénych prvku

T = {Ki}tier (18)
(I je indexovd mnozina), tvofenou uzavienymi trojihelniky, resp. ¢tyfstény pro dvoj-
rozmérné, resp. t¥irozmérné proudéni, takze
2=|JK. (19)
iel
Dale sestrojime v {2 sif kone¢nych objemut

Dn ={Dj}jer, (20)

(J je indexova mnozina), tvofenou uzavienymi mnohothelniky, resp. mnohostény pro
dvojrozmérné, resp. tiirozmérné proudéni:

2=\ D, (21)

jeJ

Hranici 0D; kone¢ného objemu D; lze vyjadfit jako sjednoceni tisecek, resp. rovin-
nych stén I, a=1,..., 05, pro N =2, resp. N = 3, které tvori spolecné rozhrani
sousednich konec¢njch objemt D; a D; nebo jsou ¢asti hranice 042:

Bis
oD, = | U]Fg, (22)
jeS(i) a=1

kde S(i) je mnozina indext vSech sousednich koneénych objemt D; k objemu D;
a hran objemu D;, které jsou ¢asti 012. Symbolem |I7}| oznacime (N — 1)-rozmérnou
miru I’ a necht n; je jednotkova vnéjsi normala k 9D; na ¢asti I7].

Pri odvozeni numerického schématu budeme pracovat s funkcemi, které jsou po
¢astech linearni na koneénych prvcich K; € 7j:

X, ={p € C(N): p|k, je linearni VK; € Tp,}.

V definici prostoru X}, uvazujeme funkce ¢ spojité na f2. Tuto globalni spojitost lze
oslabit; viz prace [1]. Siti D}, koneénych objemi pfifadime prostor

Y, = {p € L*(2) : ¢|p, je konstantni VD, € Dy}

funkci po ¢astech konstantnich, v némz ziskdme konecné objemovou aproximaci feseni.
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Jednou z dtlezitych vlastnosti je vztah mezi prostory X; a Y},. Predpokladejme
existenci prostého linearniho zobrazeni Lj; prostoru Xj na prostor Yj.

Kombinované metoda koneénych objemi a koneénych prvki pro feseni systému (17)
je zalozena na slabé formulaci vedouci k integralni identité tvaru

(20, d+/zafs godsc+/ZR V() 5E dr =0 (2)

pro vhodné testovaci funkce ¢. Nyni pouZijeme aproximace w(t) = wp(t) € X, =

= X" = prostor vektorovych m-rozmérnych funkci, jejichz slozky jsou prvky z Xj,

Y~ pp €V C Xy, Vi je vhodny prostor testovacich funkci pro diskrétni problém.

Navic v ¢lenech obsahujicich nevazké toky fs aproximujeme ¢y ~ Ljpp. Aplikujeme
N

Greenovu vétu a nevazky tok Y n,fs(w) veli¢iny w ve sméru n aproximujeme pomoci

s=1
tzv. numerického toku H = H (u,v,n):

/Qzaf(‘;;jh. deZLhC/Dh\D /Zafs w)

22

ieJ Di 5—1
~ ZLh(Ph‘Di . Z ZH(L;, wh|p;, Ln wh\Dj, n%)uﬂg‘ =: bp(wp, n). (26)
icJ jeS(i) a=1
Oznacime-li
(wn, ¢n) :/ wy, - pp du, (27)
0
men) =3 [ S Ry (uwn. V) P, (28)
el K; s=1

mizeme formulovat prostorovou semidiskretizaci rovnice (17): Hledame takovou funkeci
wy, € C1([0,T], X}1,) splijici predepsané Dirichletovy okrajové podminky, 7e

(M

o (Ph) + by, (wh(t), ‘Ph) + ap, (wh(t),cph) =0 VYe,eV, (29)

wp, (0) = w, (30)

kde w? je vhodnd Xj-aproximace po¢ate¢ni podminky w®. Problém (29)—(30) je
ekvivalentni s velkou soustavou obycejnych diferencidlnich rovnic, kterou v praktickych
vypoctech fesime pomoci vhodné ¢asové diskretizace, jako je napft. explicitni Eulerova
nebo Rungeova-Kuttova metoda. Integraly vycislime pomoci vhodné numerické kva-
dratury.

Uvedeny popis diskretizace problému stlacitelného proudéni vypada vcelku jedno-
duse a nevinné. Ukazuje se ale, ze takto definovana metoda obvykle nedava kvalitni
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vysledky a Ze je tfeba vénovat pozornost dalsim dilezitym aspekttim, které vyzaduji
nejen matematické znalosti, ale i fadu zkusenosti s aplikaci metody koneénych prvki
a metody konec¢nych objemu a znalosti fyzikalnich vlastnosti rtiznych typt proudéni.
Jde napt. o nasledujici hlediska:

1. Numericky tok je tfeba volit tak, aby schéma mélo adekvatni miru numerické
disipace, coz ma za nasledek, ze ziskané priblizné feSeni je fyzikalné pfipustné
(tzn. spliiuje s dostatecnou pfesnosti entropickou podminku).

2. Je tfeba, aby byl splnén princip maxima (napf. hustota, tlak a teplota nesméji byt
zaporné).

3. Dilezita je volba integrac¢nich bodu a s tim souvisejici numerické kvadratury.

4. Pii casové diskretizaci je tfeba zabyvat se stabilitou vysledného schématu, coz je
velmi obtiZznéd partie numerické matematiky.

5. V fadé pripadu je tfeba vénovat pozornost volbé fyzikalné adekvatnich okrajovych
podminek.

6. Dulezitd je hustota siti 7, a Dj, kterd muze silné ovlivnit kvalitu ziskaného
numerického feseni.

Na nékteré tyto otdzky muzeme odpovédét na zékladé cisté teoretické numerické
analyzy provedené pro navrzené metody a schémata, kterou vSak lze realizovat ni-
koliv pro piivodni slozity problém, ale pouze pro problémy silné zjednodusené. To
se tykd volby numerického toku, stability a numerické integrace, principu maxima
a vysSetfovani odhadu chyby, které se dopustime, kdyz presné feseni aproximujeme
feSenim pribliznym. Zde vystupuje numerickd matematika jako soucast tzv. Cisté
matematiky, tedy jako véda. Bezprostfedné se zde ale objevuje i druhé strana mince —
numerickd matematika jako uméni — kdyz teoreticky zdtivodnéné vysledky heuristicky
extrapolujeme na nas slozity kompletni problém. Zde je tfeba znat fyzikalni stranku
problému, mit intuici a zkusenost. To se projevuje také pti volbé vipocetni sité, které
vénujeme nasledujici odstavec.

Adaptivni metody. V predchazejicim odstavci jsme se zabyvali numerickou metodou
pro feseni Navierovych-Stokesovych rovnic popisujicich proudéni vazké stlacitelné tekutiny.
Zatim jsme se nezminili o tom, jakym zpusobem se vytvail triangulace (pro N = 2) ¢i
tetrahedrizace (pro N = 3) vypodetni oblasti (2, respektive jak jemné déleni mame zvolit.
Je zfejmé, ze jemnéjsi déleni povede k presnéjSim numerickym vysledkim, nicméné také
k daleko vétsim nérokim na vypodetni ¢as a pamét pocitace. Nalezeni ,optimalni* sité je
tedy vzdy kompromisem mezi pfesnosti vysledku a efektivitou (¢asovou naroc¢nosti) vypoctu.

Pii feseni komplikovanéjsich tloh je vhodné mit jemné déleni pouze v téch ¢astech vypo-
¢etni oblasti, kde to dana tloha vyzZaduje. Napt. pfi simulaci obtékani profilu kiidla letadla
staci mit jemné déleni v blizkosti profilu, zatimco ve vétsi vzdalenosti od profilu, kde veli¢iny
popisujici proudéni tekutiny jsou téméf konstantni, je postacujici pouzit déleni podstatné
hrubsi. Pfirozené by bylo vhodné mit néjaky nastroj, ktery by automaticky detekoval oblasti
a provadél jejich zjemnéni tam, kde je tfeba. Touto problematikou se zabyva celd oblast
numerické matematiky znama jako adaptivni metody, bez jejichz pouziti by se v soucasnosti
neobesel téméf zadny vypocet praktického problému.

Zakladni princip adaptivnich metod je nasledujici. Na poc¢atku vypoctu zvolime startovaci
ne prili§ jemnou sit Dy, na které provedeme prvni viypocet pomoci vhodné numerické metody.
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Na zékladé ziskaného numerického feseni spoc¢teme pro kazdy element sité Dy hodnotu néja-
kého vhodného indikdtoru. Pokud je tato hodnota vétsi nez zvolena tolerance, je tfeba tento
element néjakym zptisobem rozdélit na elementy mensi. Tak ziskdme novou (jiz zjemnénou)
sit D1 a na ni pak provedeme dalsi vypocet. Cely algoritmus miizeme opakovat (dostavame
postupné sité D1, Da, ...), dokud nedosdhneme pozadované piesnosti feSeni. V principu
dostavame na nejhrubsi siti prvni priblizeni feseni problému, pak postupné ziskavame dalsi
detaily.

Cely adaptivni proces je dan volbou indikdtoru a také zptisobem zjemtniovani sité. Zde uve-
deme pouze nékolik zédkladnich pFistupti, které se tispésné pouzivaji pii simulaci stlac¢itelného
proudéni.

e Indikator razové vlny je vhodny pfi FeSeni transonického proudéni, kdy rychlost proudici
tekutiny presahuje rychlost zvuku. Pak zpravidla dochézi k jeviim, kdy fyzikalni velic¢iny
popisujici proudéni (tlak, hustota a rychlost) jsou nespojité na néjakych plochich (v pii-
padé rovinného proudéni na néjakych kiivkach), které nazyvame rdzové viny. Indikdtor
razové viny je zalozen na fyzikalnich vlastnostech razové viny tim, ze méri velikost zmény
hustoty ve sméru proudici tekutiny. Pokud je tato zména vétsi nez dana tolerance (indikator
detekoval rdzovou vlnu), provede se tzv. red-green zjemnéni, tj. trojihelnik se rozdéli na
4 stejné trojihelniky. Pro trojrozmérné tlohy byva pouziti red-green zjemiiovani technicky
komplikovanéjsi. Zde se uziva tzv. bisekce, kdy se dany ¢tyfstén rozdéli na dva nové. Pomoci
indikéatoru rézové viny lze docilit spravné polohy a vysoké ostrosti razovych vin. Na druhou
stranu nemame zadnou informaci o chybé numerického feseni.

e Rezidudlni a superkonvergenéni indikatory jsou zaloZeny na testovani velikosti chyby
diskretizace daného problému. Oba tyto indikatory dévaji informaci, s jakou chybou jsou
feSené rovnice splnény lokalné na kazdém elementu. Pokud je chyba na néjakém elementu
vys$i nez zadand presnost, pak se tento element zjemni nap¥. pomoci red-green zjemnovani
nebo bisekce.

e Anizotropni adaptace siti pfedstavuje zcela jiny p¥istup, viz [3]. Metoda je zalozena
na kontrole tzv. chyby interpolace pfesného feseni v prostoru funkci po ¢astech linearnich.
Rozdil hodnoty funkce a jeji interpolace musi byt mensi nez zadanéd presnost a soucasné
pocet elementi sité musi byt minimalni. Tato myslenka pak vede ke konstrukci sité, ktera je
rovnomérna (délky vSech hran jsou stejné) v Riemannové metrice, ktera je dana Hessovou
matici (tj. matice druhych derivaci vhodné rekonstrukce pfiblizného feseni). Anizotropni
adaptace sité umoziiuje kromé pridani nového bodu sité také odebrani hrany ¢i posuv
bodu. Tento pristup umoznuje sestrojit vysoce efektivni sité, tj. sit€ s pomérné malym
poctem elementii, na kterych lze ziskat velmi kvalitni vysledky. Tento zpisob adaptace
ma velké uplatnéni predevsim pfi feseni komplikovanych tuloh z praxe. Bohuzel opét chybi
informace o skutecné chybé feseni. K ziskani spolehlivého aposteriorniho odhadu chyby je
tfeba pouzit velmi komplikované metody, o nichz se zde nemuZeme rozepisovat.

4. Priklady numerické simulace stlac¢itelného proudéni

Prvnim z prikladt je simulace proudéni nevazké stlacitelné tekutiny kolem testova-
ciho profilu NACAO0012. Jde o feSeni tilohy se symetrii (vektor nabihajici rychlosti je
rovnobézny s osou symetrie profilu). Obr. A.1 (viz barevnou p¥ilohu) ukazuje rozlozeni
Machova ¢éisla M (poméru rychlosti k lokalni rychlosti zvuku) kolem leteckého profilu
pri rychlosti v nekoneénu dvakrat vétsi nez rychlost zvuku (M = 2). Ostré barevné
prechody predstavuji razové viny objevujici se v nadzvukovém proudéni.
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02 | - Obr. 2. Profilova mfiz parni turbiny,
vypocetni oblast (2, vstup I, vystup
I'o, neprostupna sténa lopatky I'w
a dvé &asti umélé hranice I'" a I'™.

-0.05 0 0.05 0.1

Obr. 3. Interferogram aerodynamického tu-
nelu s izokfivkami konstantni hustoty. Ex-
periment byl proveden v Ustavu termome-
chaniky AV CR.
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Obr. 4. Koneénd trojuhelnikova sit ziskana
pomoci anizotropniho adaptatoru siti.

Obr. 5. Izokfivky konstantni hustoty v mezilo-
patkovém prostoru parni turbiny.

Dalsim prikladem je simulace vazkého stlacitelného proudéni mezi lopatkami parni

turbiny. Misto obecné trojrozmérné tlohy uvazujeme pouze jeji dvojrozmérné zjed-

noduseni. V dtsledku periodicity problému pak sta¢i vypocist proudéni pouze kolem

jedné lopatky. Na umélych hranicich I't a I'™ zaddvame periodické okrajové pod-

minky, viz obr. 2. Na povrchu lopatky turbiny I'y pfedepisujeme podminku v = 0, na

vstupu I'7 uvazujeme podzvukové proudéni se vstupnim Machovym ¢islem M = 0,32
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a thlem ndbéhu o = 19°18’. Na vystupu I volime tlak takovym zptsobem, abychom
docilili nadzvukového vystupniho Machova ¢isla M = 1,189. Vypocet byl proveden pro
hodnoty koeficientt v, u, k a ¢y, pro néz mame k dispozici srovnani s experimentalnim
méfFenim v aerodynamickém tunelu, které bylo provedeno v Ustavu termomechaniky
Akademie véd CR v Praze (viz [16]). Obr. 3 predstavuje interferogram izoktivek kon-
stantni hustoty (podobné jako vrstevnice na mapé). Velkd hustota izokfivek znamena
velké zmény hustoty, napt. na rdzovych vinach. Na obr. 4 je koneén4 trojuhelnikova sit
ziskané pomoci anizotropniho adaptatoru siti. Na obr. 5 jsou vidét vypoctené izokfivky
konstantni hustoty. Z obrazkd 3 a 5 je patrné, ze bylo dosazeno velmi dobré shody
numerickych vysledkt s mérenim.
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Obr. A.1 (ke str. 217). Rozlozeni Machova ¢isla kolem leteckého profilu.
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Obr.B.1 (ke str. 223). Téni ledovcti na severni polokouli od maxima posledni doby ledové
po soucasnost podle modelu ICE-4G [10]. S ustupem ledovcii dochézi ke stoupani morské
hladiny a zalévani severu ,,velké Evropy* a pevninského , mostu“ spojujiciho Asii s Amerikou.
V poslednich 8000 letech neni uz tani tak dramatické, a lze proto pozorovat jev opaény: tstup
pobfeznich linii kanadského Hudsonova zalivu a severniho Baltu v disledku opozdéného
viskoelastického vyzdvihu dfive zatizenych oblasti.
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Obr. C.4 (ke str. 236). Projekce pozorovani kaspu na zemsky povrch.
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Obr.C.5 (ke str. 236). Zavislost pravdépodobnosti pozorovani kaspu (barevna stupnice)
na lokdlnim case pozorovani (vodorovnéd osa) a na velikosti By slozky meziplanetdrniho
magnetického pole.
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Obr. C.7 (ke str. 238). Znazornéni studovaného tiseku drahy druzice INTERBALL-1 na pozadi
modelovych silo¢ar magnetického pole Zemé. Kratké tsecky predstavuji skuteény (méfeny)
smér pole.
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Obr. C.10 (ke str. 241). Schematické znézornéni konfigurace silodar magnetického pole. Cerné
tenké ¢ary znéazornuji silo¢ary magnetopauzy, modfe jsou zvyraznény ty siloc¢ary, které jsou
v nékterém bodé antiparalelni s meziplanetarnim magnetickym polem. Body styku antipa-
ralelnich poli jsou zvyraznény zelenou teckou, ¢ervend tecka ukazuje misto, ve kterém draha
druzice INTERBALL-1 kiizi magnetopauzu. Zelend cara piedstavuje otevienou silocaru
pohybujici se smérem do chvostu magnetosféry.
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Obr. C.8 (ke str. 238 a 241). Vertikalni profil kaspu méfeny druzicemi INTERBALL-1 (vlevo)
a MAGION-4 (vpravo). Horni panely v obou ¢astech obrazku ukazuji velikost iontového
toku a dalsi dva panely na obou stranach zobrazuji velikost modulu a jednotlivych slozek
magnetického pole. V levé ¢asti obrazku pak nésleduji dva panely s toky nadtepelnych iont
(Gerna — 25 keV, cervend — 50keV, modra — 100keV). Vyssi z nich (fpoxpar) ukazuje méfeni
iont sméfujicich ke Slunci, nizsi (fpokperp) méfeni kolmo k ose rotace druzice. V posled-
nich tfech panelech jsou dynamickad spektra ionti a elektront (pouze vlevo) registrovana
v riznych smérech. Cisla v indexu znamenaji tthel odklonu vektoru rychlosti ¢astic od sméru
Slunce—Zemé.
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