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Šarkovského věta a diferenciální rovnice, II
Jan Andres, Olomouc

Článek je pokračováním stejnojmenného příspěvku [1] z roku 2004. V něm byla
uvedena varianta slavné Šarkovského věty [19] aplikovatelná na skalární diferenciální
rovnice. Nové výsledky umožňují zformulovat věty Šarkovského typu, které lze apliko-
vat na diferenciální rovnice, a to i bez ohledu na Šarkovského uspořádání přirozených
čísel. Cílem našeho příspěvku je zejména vyslovení těchto nových vět a vysvětlení,
proč je třída dříve zkoumaných mnohoznačných funkcí příliš široká z hlediska aplikací
na diferenciální rovnice a inkluze.

1. Úvod (stručná rekapitulace z [1])

Šarkovského věta [19] je založena na novém (tzv. Šarkovského) uspořádání přirozených
čísel:

3 � 5 � 7 � 9 � · · · � 2 · 3 � 2 · 5 � 2 · 7 � 2 · 9 � · · · � 22 · 3 � 22 · 5 � 22 · 7 � 22 · 9 � · · ·
· · · � 2n · 3 � 2n · 5 � 2n · 7 � 2n · 9 � · · · � 2n � · · · � 22 � 2 � 1.

Zatímco 1 = 20 je i zde nejmenší, existuje – na rozdíl od běžného uspořádání –
největší konečné číslo 3. Množinu přirozených čísel označme standardním symbolem N.

Nechť R = (−∞,∞) značí množinu reálných čísel a nechť f : R → R je spojitá
funkce, tj. f ∈ C(R, R).

Definice 1. Řekneme, že číslo a ∈ R určuje primární m-orbitu O vzhledem k f ,
jestliže O =

{
a, f(a), . . . , fm−1(a)

}
, kde

fm(a) = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
m-krát

(a) = f(f(. . . f(a) . . .))︸ ︷︷ ︸
m-krát

(a) = a.

Výrazem primární zdůrazňujeme vzájemnou odlišnost prvků tvořících orbitu O.

Věta 1 (A. N. Šarkovskij, 1964). Jestliže existuje přirozené číslo m > 1 takové,
že funkce f ∈ C(R, R) má primární m-orbitu, pak pro každé k ∈ N s vlastností m � k

existuje i primární k-orbita vzhledem k f .

Nevědomi si věty 1, dokázali autoři článku [13] nezávisle její nejdůležitější speciální
případ.
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Korolár 1 (T.-Y. Li, J. A. Yorke, 1975). Má-li funkce f ∈ C(R, R) primární
3-orbitu, pak má rovněž primární k-orbity pro všechna k ∈ N.

Uvažujme nyní obyčejnou skalární diferenciální rovnici 1. řádu

x′ = F (t, x), kde F (t, x) ≡ F (t + 1, x). (1)

Pro jednoduchost všude předpokládejme, že F : R2 → R je spojitá funkce, tj.
F ∈ C(R2, R), která je lineárně omezená v proměnné x, tj. existují nezáporné konstanty
α, β takové, že |F (t, x)| � α + β|x| pro všechna (t, x) ∈ R2. Dále na chvíli předpoklá-
dejme, že F splňuje (globálně) nějakou podmínku jednoznačnosti (např. Lipschitzovu,
Osgoodovu, Nagumovu, Kamkeho, Kibenkovu nebo Borůvkovu).

Poněvadž jednoznačnost implikuje spojitou závislost řešení na počátečních podmín-
kách, a tím i totální spojitost tzv. Poincarého translačního operátoru Tn : R → R,
n ∈ N, podél trajektorií rovnice (1), kde (viz např. [7])

Tn(x0) := {x(n, x0) : x( · , x0) je řešením (1), přičemž x(0, x0) = x0}, (2)

svádí aplikovat větu 1 prostřednictvím operátoru Tn na rovnici (1). Operátor Tn

definovaný výrazem (2) je však ryze rostoucí (jinak by došlo ke sporu s předpokládanou
jednoznačností), což evidentně vylučuje existenci primárních k-orbit vzhledem k Tn,
a to pro jakékoliv k > 1. I když tedy Tn : R→ R představuje pro každé pevně zvolené
n ∈ N dokonce homeomorfismus s vlastností Tm

n = Tnm, m ∈ N, vzhledem ke zřejmé
vzájemné jednoznačné korespondenci mezi m-periodickými řešeními rovnice (1) (tj.
hladkými funkcemi x(t) ≡ x(t + m) splňujícími rovnici (1), přičemž x(t) �≡ x(t + j),
kde j ∈ {1, . . . ,m−1}), a primárními m-orbitami vzhledem k T1 (n = 1), nelze větu 1
na rovnici (1) aplikovat.

V případě nejednoznačnosti (což podle „generického� výsledku W. Orlicze z r. 1932
může nastat jen ve výjimečných případech) se operátor Tn definovaný vztahem (2)
stává mnohoznačným zobrazením, což zapisujeme jako Tn : R → 2R \ {∅}. Víme (viz
např. [7]), že Tn je shora polospojitý, tj. takový, že pro každou otevřenou podmnožinu
U ⊂ R je množina {x ∈ R : ϕ(x) ⊂ U} otevřená. Znamená to rovněž uzavřenost jeho
grafu ΓTn , kde

ΓTn :=
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, y ∈ Tn(x)

}
.

Pro každé x ∈ R je navíc množina hodnot {Tn(x)} buď jednobodová nebo kompaktní
interval. Zobrazení s těmito vlastnostmi jsme nazvali v [1] M-zobrazeními.

Definice 2. Řekneme, že O je m-orbitou mnohoznačného zobrazení ϕ : R→ 2R \ {∅},
jestliže O = {a1, . . . , am} představuje posloupnost bodů ai ∈ R takových, že
ai+1 ∈ ϕ(ai), i = 1, . . . ,m, přičemž a1 = am+1, a současně, že O nelze zkonstruovat
p-násobným zřetězením kratších r-orbit, kde pr = m. Jestliže body ai, i = 1, 2, . . . ,m,
generující m-orbitu O jsou navíc vzájemně různé, pak hovoříme o primární m-orbitě.

Vzniká přirozená otázka, zda lze vyslovit analogii věty 1 pro M-zobrazení v termí-
nech m-orbit z definice 2. Odpověď na ni dává následující věta.
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Věta 2 ([10]). Nechť M-zobrazení ϕ : R→ 2R \ {∅} má m-orbitu, m ∈ N. Potom má
ϕ, s nejvýše dvěma výjimkami, i k-orbitu, a to pro každé k ∈ N s vlastností m � k.

Poznámka 1. Zmíněné případné výjimky (doložené příklady) lze vždy konkrétně
specifikovat (viz např. [10]). Např. má-li M-zobrazení 3-orbitu, pak má i k-orbitu pro
každé k ∈ N \ {2} nebo k ∈ N \ {4, 6}, přičemž může nastat jen jedna z uvedených
možností.

Větu 2 lze aplikovat např. na nejednoznačně řešitelnou rovnici (1) prostřednictvím
mnohoznačných Poincarého translačních operátorů podél řešení (1), a to následovně:

Věta 3 ([10]). Má-li rovnice (1) m-periodické řešení pro přirozené m > 1, pak
má, s nejvýše dvěma výjimkami, také k-periodické řešení, a to pro všechna k ∈ N
s vlastností m � k. Případné výjimky jsou determinovány výjimkami pro odpovídající
Poincarého translační operátory podél trajektorií rovnice (1) jako ve větě 2.

Věta 2 a věta 3 představují hlavní výsledky prezentované v článcích [1], [10].

2. Nová situace pro diferenciální rovnice a inkluze

Těmto výsledkům předcházela série našich prací [3], [8], [9]. Následovala i zobecnění
v různých směrech (viz [11], [12]) a rozšíření na další typy zobrazení (viz [2], [5]). Např.
v článku [5] byla zformována bezvýjimečná analogie věty 1 pro zdola polospojitá mno-
hoznačná zobrazení, tj. taková zobrazení ϕ : R → 2R \ {∅}, že pro každou uzavřenou
podmnožinu U ⊂ R je množina {x ∈ R : ϕ(x) ⊂ U} uzavřená (viz [7]). Vzhledem
k doloženým protipříkladům pro M-zobrazení vedoucím ke zmíněným výjimkám ve
větě 2 se nicméně zdálo, že ani větu 3 již nelze vylepšit. Následující tvrzení F. Obersnela
a P. Omariho v [15] proto bylo z našeho pohledu dosti překvapivé.

Věta 4 ([15]). Existuje-li přirozené číslo m > 1 takové, že rovnice (1) má m-periodické
řešení, pak pro každé k ∈ N existuje rovněž k-periodické řešení.

Poznámka 2. Věta 4 je v článku [15] zformulovaná dokonce pro carathéodoryovské
pravé strany F v (1). Pro její důkaz autoři použili techniku horních a dolních řešení.
Není ale ani problém zformulovat analogii věty 3, při užití stejných důkazových
prostředků jako v [10], pro diferenciální inkluze se shora carathéodoryovskými pravými
stranami (definici lze nalézt např. v [7]). Tyto věty se však zásadně liší v tom,
že na rozdíl od věty 3 (i) věta 4 nepočítá s výjimkami a (ii) neuplatňuje se u ní
Šarkovského uspořádání. Např. existence 2-periodického řešení tak implikuje existenci
k-periodických řešení rovnice (1) pro každé k ∈ N.

Příklad 1. Příkladem rovnice mající pro každé k ∈ N k-periodické řešení je (viz [14])

x′ =
√
|x| − 1

8π
| arcsin(sin πt)|. (3)

Odpovídající Poincarého translační operátor T1 podél trajektorií rovnice (3) je zná-
zorněn na obr. 1 (viz [4], [6]).
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Obr. 1. Poincarého operátor T1 pro rovnici (3).

Je zřejmé, že vše důležité se odehrává ve zvětšeném čtverci okolo počátku souřadnic
(viz obr. 2 a obr. 3).

Poznámka 3. V současnosti existují čtyři alternativní důkazy věty 4. Kromě již
zmíněného důkazu pomocí horních a dolních funkcí v [15] se stejnou větou zabývají
ještě práce [4], [6], [17], [18]. V [4], [6] je důkaz proveden opět prostřednictvím mno-
hoznačných Poincarého translačních operátorů. Odpovídající větu pro mnohoznačná
zobrazení, o niž se opírá náš důkaz, uvedeme v následující kapitole. V [17] je důkaz
proveden v rámci teorie dynamických systémů. Konečně v [18] je důkaz založen na
elementární geometrické analýze.

Poznámka 4. V pracích [6], [16] je věta 4 zobecněna i pro diferenciální inkluze se
shora carathéodoryovskými pravými stranami (definici lze nalézt např. v [7]). Na rozdíl
od rovnic u inkluzí nastává častá koexistence k-periodických řešení pro všechna k ∈ N
(viz příklady v [6]).
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x(t)

t

Obr. 2. Směrové pole pro rovnici (3).

3. Věta Šarkovského typu bez Šarkovského uspořádání

Zobrazení T1 na obr. 1 není sice monotónní mnohoznačnou funkcí (definici lze nalézt
např. v [6]), ale její horní a dolní „okraje� jsou (byť nespojité) monotónní jednoznačné
funkce. Pro třídu mnohoznačných funkcí s touto vlastností můžeme vyslovit následující
větu. Připomeňme, že mnohoznačné zobrazení ϕ : R→ 2R \{∅} má monotónní okraje,
jestliže jednoznačná zobrazení („okraje�) ϕ∗ : R → R ∪ {∞} a ϕ∗ : R → R ∪ {−∞},
kde

ϕ∗(x) := sup{y : y ∈ ϕ(x)}, ϕ∗(x) := inf{y : y ∈ ϕ(x)},
jsou obě buď neklesající (jako na obr. 1) nebo obě nerostoucí (viz [4], [6]).

Věta 5 ([4], [6]). Nechť ϕ : R→ 2R \{∅} je mnohoznačné zobrazení s neprázdnými a
souvislými množinami hodnot, jehož okraje jsou monotónní. Existuje-li přirozené číslo
m > 1 takové, že ϕ má m-orbitu, pak má i primární k-orbitu, a to pro každé k ∈ N.

Poznámka 5. Podobně jako věta 4, kterou lze snadno dokázat pomocí věty 5
prostřednictvím Poincarého translačních operátorů podél trajektorií rovnice (1) (viz
[4], [6]), platí věta 5 bezvýjimečně a nezávisí na Šarkovského uspořádání přirozených
čísel. Třída M-zobrazení je proto pro Poincarého translační operátory podél trajektorií
skalárních diferenciálních rovnic a inkluzí příliš široká. Na druhé straně zobrazení s mo-
notónními okraji ve větě 5 nemusí být nutně polospojitá ani shora (tj. M-zobrazení)
ani zdola.
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t

Obr. 3. Část trajektorií rovnice (3). [Autor obr.: Jakub Šolc.]

Poznámka 6. Větu 5 lze dokonce zesílit v tom smyslu, že „okraje� mnohoznačné
funkce ϕ mohou být monotónní jen na husté podmnožině množiny reálných čísel R
(viz [6, věta 4.1]). Navíc lze vyslovit i „náhodné� verze věty 4 a věty 5 pomocí výsledků
v [2] (viz [6]).

4. Závěrečné poznámky

Ověření podmínek jednoznačnosti, resp. nejednoznačnosti, u obyčejných diferenciál-
ních rovnic může být někdy obtížné. Má-li přitom skalární rovnice (1) m-periodické
řešení alespoň pro jedno přirozené číslo m > 1, pak je zřejmé, že rovnice (1) nemůže být
jednoznačně řešitelná. Toto kritérium plyne ihned z již připomenuté ryzí monotónnosti
Poincarého operátoru podél trajektorií jednoznačně řešitelné rovnice (1). Navíc podle
věty 4 koexistují v takovém případě k-periodická řešení pro všechna k ∈ N.

Tato skutečnost vedla – podle našeho názoru poněkud předčasně – autory článku
[15] k názvu „Perioda dvě implikuje chaos pro třídu ODR� imitujícího známý název
práce [13]. Článek [15] totiž neobsahuje žádnou informaci, o jaký chaos se jedná, natož
důkaz existence chaotického chování. Na druhé straně autorka článku [17], vědoma si
zřejmě tohoto nedostatku, prokázala chaotické chování v nejrůznějších smyslech (např.
Devaneyho, Li–Yorka, atd.) užitím tzv. Bebutovových toků.
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Poněvadž z předpokladů věty 5 plyne existence množiny jako je čtverec na obr. 1,
která je podmnožinou grafu Γϕ funkce ϕ, lze nalézt bezpočet jednoznačných spojitých
selekcí z odpovídající části funkce ϕ, jejichž graf je podmnožinou dané množiny. Mezi
těmito selekcemi lze zřejmě vždy zvolit takovou, která vykazuje chaotické chování
(např. stanové zobrazení). Jinými slovy: předpoklady věty 5 umožňují nalézt interval
I ⊂ R a na něm jednoznačnou spojitou chaotickou selekci s ⊂ ϕ|I z ϕ|I , vůči níž je
interval I invariantní, tj. s : I → I. Domníváme se, že tato argumentace založená
na užití Poincarého translačních operátorů umožňuje snadnější náhled na chaotické
chování determinované skalárními diferenciálními rovnicemi a inkluzemi.
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