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Matematika dokonale ukryta
v pocitacové tomografii

Vitézslav Vit Vicek a Karel Segeth, Praha

1. Kratce z historie

Pocitacova tomografie (Computerized Tomography — CT) je jedna z mnoha diagno-
stickych metod, ktera nalezla svoje uplatnéni v 1ékarstvi diky svému neinvazivnimu
pristupu k pacientovi. Samoziejmé existuji i dalsi pouziti CT, napt. v geomorfolo-
gii [11]. Motivaci pro tvorbu po¢itacového tomografu byla skutecnost, Zze na tehdejsich
rentgenovych snimcich nebylo mozno rozlisit nddor od zdravé tkané, protoze zdrava
tkan pohlcuje téméf stejné mnozstvi rentgenového zareni jako vlastni nadorové bu-
jeni [22].

V tomto ¢asopise jiz bylo publikovdno nékolik ¢lankt na obdobné téma. Clanek [7]
detailné popisuje princip pulzni metody jaderné magnetické rezonance. Druhy ¢lanek
[15] se zabyva rentgenovou tomografii a jejimi aplikacemi.

Pocitacova tomografie je obvykle vyuzivana pfi zkouméni vnitinich struktur néja-
kého objektu, ktery nemtzeme (nebo nechceme) posgkodit. Vystupem poéitacového
tomografu (Casto slangové nazyvaného ,cétécko") je obrazek, ktery lze interpretovat
tak, ze jednotlivé odstiny Sedi predstavuji miru absorpce rentgenového zareni v kon-
krétnim bodé tohoto obrazku. V soucasnosti je vystup pocitacového tomografu natolik
dokonaly, Ze by se dalo oCekavat, ze jde spiSe o skutecné fotografie vnitikd tomografo-
vanych objekti, nez o velmi sofistikované rekonstruovany obraz. Nez prejdeme k popisu
principu pocitacového tomografu a matematiky v ném dokonale ukryté, uvedme si
stru¢nou historii poc¢itacové tomografie.

Pocitacova tomografie ma dva otce: Sir Godfrey Newbold Hounsfield (x28.8.1919—
112.8.2004) a Allan MacLeod Cormack (x23.2.1924—17.5.1998), ktefi pracovali
nezévisle na sobé. Cormack ptsobil spiSe jako teoretik, ktery navrhl rekonstrukéni
metodu pro dosud neexistujici pocitacovy tomograf, zatimco Hounsfield pisobil jako
praktik, jenz vytvoril prvni prototyp pocitacového tomografu, ktery ale pouzival jinou
rekonstrukéni techniku nez Cormack. V roce 1979 oba ziskali spoleéné Nobelovu cenu
za medicinu, pravé za objeveni pocitacové tomografie. Nasledny chronologicky piehled
mapuje historii poé¢itacové tomografie [22], [9].
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W. C. Rontgen (x27.3.1845—-1710.2.1923) objevil novy druh zafeni, které po-
jmenoval paprsky X (jako matematicky symbol nééeho nezndmého). V Evropé
se Castéji toto zareni nazyva po svém objeviteli — Rontgenovo nebo rentgenové
zafeni. BohuZel se pfesné nevi, jak k objevu doslo, nebot Rontgen nechal pred
svou smrti spélit vétsinu svych zdznami [16], [14]. Lze vSak Fici, ze byl prvnim
¢lovékem, ktery poridil obraz kosti pomoci zafeni X (obr. 1). Jiz v nésledujicim
roce 1896 bylo publikovano cca 1000 praci na téma paprsky X. V Brné roku
1896 se konala pfednaska pro Pfirodovédnou a lékarskou spolec¢nost, kde zaznélo:
»,lento objev nem4 zadného praktického vyuziti a snad jen dalekd budoucnost
pfinese nékteré moznosti jeho uplatnéni* [1]. V roce 1897 bylo provedeno prvni
rentgenové vySetfeni u nas doktorem Rudolfem Jedlickou.

Obr. 1. Rentgenogram ruky Rontgenovy Zeny Anny Berthy, pofizeny 22. prosince 1895.
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Johann Karl August Radon (x16.12.1887—1725.5.1956) formuloval Radonovu
transformaci, kterd vznikla pfi jeho studiu diferencidlni geometrie. Jeho struény
Zivotopis lze najit v [23].

V ¢lanku [2] od R. N. Bracewella, ktery popisuje rekonstrukei radioastronomic-
kych dat, mizeme nalézt pravdépodobné prvni zminky o Fourierové fezovém
teorému (Fourier Slice Theorem), ktery slouzi jako zdklad pro stanoveni obrazu
v inverzni Radonové transformaci.

Dalsi zajimavosti je, ze v tomto ¢lanku je zminén vztah pro Radonovu trans-
formaci, ale tento vztah neni oznacen jako Radonova transformace, nybrz jako
integral po primce

fL(0,R) = / / f(z1,22) 6(x1cos + x2sinf — R) dzydas.

Cormack publikoval teoretickou praci [5], kde popisoval metodu vypoctu obrazi
v inverzni Radonové transformaci s pouzitim Fourierovych fad. Jiz v tomto
¢lanku popisuje tii aplikace jeho metody, pfiCemz jedna z nich by méla pouzit
rentgenové zareni pro ziskani dat. Tento ¢lanek lze tedy pravem povazovat za
teoreticky zrod pocitacové tomografie.
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Bohuzel v 60. letech byla tato jeho prace tplné prehlédnuta az na nékolik
malo citaci, coz mohlo byt také zptisobeno tim, Zze v té dobé jesté neexistoval
algoritmus tzv. rychlé Fourierovy transformace (FFT), ktery byl publikovin az
v roce 1965 [4], a dale neexistovalo zafizeni, na kterém by bylo moZno ovéfit
funkénost algoritmu na realnych datech.

Cormack vypracoval cely tento koncept sdm. O préci Bracewella [2] a Radona
se dozvédél az v 70. letech [6]. Proto v jeho ¢lanku [5] je zminéna Radonova
transformace pouze jako vztah tentokrat v podobé f; = f 1, 9(s) ds obdobné jako
u Bracewella.

1967 Autofi Bracewell a Riddle popisuji metodu filtrované zpétné projekce (Filtered
Back Projection — FBP) v ¢lanku [3]. Tato metoda je v soucasnosti jedna
z nejcastéji uzivanych metod pro numericky vypocet obrazu v inverzni Radonové
transformaci.
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Obr. 2. Schéma pocitacového tomografu prvni generace.

1971 Hounsfield sestrojil prvni prototyp pocitacového tomografu. Tento tomograf pro-
vadél 180 thlovych a 160 translacnich projekci. Vlastni proces méfeni dat trval
priblizné 4,5 minuty a nasledna rekonstrukce obrazu trvala 2,5 hodiny pomoci
algebraické rekonstrukéni techniky (ART). Rekonstruovany obraz mél rozliSeni
80 x 80 bod1.

Prvnim tspésné tomografovanym objektem byl mozek kravy. Dalsi pokus
byl na mrtvém c¢loveéku, u kterého Hounsfield znal pfesnou pozici nddoru na
mozku. Bohuzel, k jeho velkému zklamani nebyl tento nador na tomografické
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rekonstrukeci vidét. Nastésti ho povzbudil k dalsi praci jeho odborny poradce
v oblasti mediciny; fyzikalni zmény tkané, které mohou probéhnout po smrti,
mohou zneviditelnit nador. Dalsi pokus uz probéhl uspésné na Zivém c¢lovéku
(4. ¥ijna 1971 [15]) v Atkinson Morley’s Hospital ve Wimbledonu v Anglii. ,My
God, it does work—I can see the tumor just as I had always hoped,”“ fekl
Hounsfield [22].

1979 Hounsfield a Cormack ziskali spole¢né Nobelovu cenu za medicinu.

Prvni generace pocitadového tomografu mé nésledujici schéma (obr. 2). Objekt
vlozeny do tomografu je ozafovan tzkym paprskem rentgenového zareni o konstantni
intenzité Iy. Proti tomuto emitoru je umistén detektor rentgenového zareni, ktery méri
intenzitu I(0,t) paprsku rentgenového zafeni po priichodu tomografovanym objektem.
Detektor a emitor lezi na pfimce urcené rovnici

ng-xr=t (1)
s parametry 6 a t, kde ny = (cosé, sin H)T je jednotkovy normalovy vektor této
piimky, ktery svird s osou z1 thel 6 € [0,7), a t € R je vzdédlenost této primky
od pocatku. Pocatek soustavy souradnic x; a z2 nemusi byt nutné umistén ve stiedu
tomografovaného objektu (viz obr. 3).

A
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Obr. 3. Schéma procesu méfeni dat pocitacového tomografu prvni generace.
Na obrazku jsou zachyceny dvé rovnobézné translacni projekce I. a Il.,
tj. jejich € je stejné, zatimco t1 < ta.

Tomograf nejprve provede sadu transla¢nich projekei, tj. # se neméni (obr. 3), a pak
provede pootoceni detektoru a emitoru vzhledem k poc¢atku soustavy souradnic 1 a x-
a po té nasleduje dalsi sada translacnich projekci. Vlastné cely tento proces naprosto
presné odpovida vypoctu obrazu v Radonové transformaci za predpokladu, Ze by bylo
rentgenové zareni linedrné utlumovano pfi prichodu tomografovanym objektem.
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Ve skutecnosti se itlum rentgenového zareni, které prochazi néjakym homogennim
prostfedim, popisuje pomoci Beerova zdkona

I= Ioeius, (2)

kde Iy je intenzita rentgenového zatfeni pred vstupem do néjakého homogenniho
prostiedi, ;1 [m~?] je itlumovy koeficient rentgenového zafeni tohoto prostiedi, s [m]
je délka prusecnice paprsku s timto prostfedim a I je intenzita rentgenového zareni
po opusténi tohoto homogenniho prostiedi. V ptipadé, Ze paprsek rentgenového zareni
prochazi heterogennim prostfedim, mé Beertv zdkon nasledujici podobu

=1 exp(— /0 u(x) dx), 3)

kde funkce p(z) : R — R mé opét vyznam miry schopnosti materidlu pohlcovat rent-
genové zafeni v konkrétnim bodé z. Obvykle se pfedpoklada, ze Gtlumové koeficienty
p(x) nezdvisi na intenzité rentgenového zafeni. Tento pfedpoklad je téméf splnén,
pokud se energie rentgenového zafeni pohybuje v intervalu 30 — 100 keV. Pokud jsou
atlumové koeficienty p(x) < 0 pro nékterd x, pak v téchto bodech vznikd rentgenové
zareni. V pripad€ pocitacové tomografie aplikované v mediciné se predpoklada, ze

p(x) 20, (4)

tj. Ze tkan nevyzafuje rentgenové zafeni. Pro kazdy paprsek rentgenového zareni
prochézejici tomografovanym objektem lze jednozna¢né urcit parametry 6 a t, které
uréuji trajektorii paprsku pomoci rovnice (1). Vysledn4 intenzita rentgenového zafeni
je dana vztahem

1(0,t) = Iy exp (/Q_{ I :t}u(:c) dm), (5)

kde Iy je emitovana intenzita rentgenového zafeni, I(6,t) je méfend intenzita pro-
téjSim detektorem a oblast €2 je tsecka mezi emitorem a detektorem, kterd prochézi
tomografovanym objektem. Jednoduchou tpravou rovnice (5) ziskdme

16.4) - /Q‘{weRZ; i R (6)

kde ¢len na levé strané rovnice (6) pfedstavuje normované data naméfend pocitacovym
tomografem a prava strana rovnice predstavuje obraz utlumovych koeficientih v Ra-
donové transformaci. Pro urceni funkce u(x) z rovnice (6) je tfeba provést inverzni
Radonovu transformaci vyrazu na levé strané rovnice (6). Jiz tato rovnice v sobé
ukryva jedno nebezpeci, a to kdyz I(0,t) = 0. Tento stav muZe byt zpisoben napf.
tim, Ze detektor nezaregistroval zadné rentgenové zareni, protoze material toto zareni
natolik utlumil, Ze vysledné intenzita zareni je jiz pod rozliSovaci schopnosti detektoru.
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2. Radonova transformace

Prvni zminka o Radonové transformaci [20] pochazi z roku 1917. Tato transformace
byla ptuvodné formulovana pro funkce dvou proménnych, ale ¢asem byla zobecnéna i
pro funkce n proménnych, nap¥. rozsifeni do 3D nalezneme v [8].

Definice Radonovy transformace ma nékolik ekvivalentnich zapist,

F(0.1) = folt) = R{SIO.1) = / f(@) du = (7)

Q={xcR?: nlz=t}

:/ f(tcosf — 7sinf, Tcosf + tsinf)dr (8)
:/ / f(z1,22) 6(x1cosO + x2sinf — t) dzidas 9)
-/ Fltng +y) dy. (10)

nt=ack? nlfa=0

kde 0 € [0,%), teR, mn} =][cosh, sinb], xT = [z;,22] a f(6,t) je obraz funkce
f(x) v Radonové transformaci. Radon jako prvni dokéazal nalézt i inverzni zobrazeni,
které ma nasledujici podobu

f
11
f(x) 4TE2/31/ dtdy, (11)

kde S' = {& € R?: ||z|| = 1} je jednotkova sféra v R%. Ditkaz vztahu (11) lze nalézt

v [21], [19].

3. Stanoveni ttlumovych koeficientu

Nyni se zamérime na vlastni vypocet obrazu v inverzni Radonové transformaci. P¥imé
pouziti vzorce (11) neni vhodné z numerického hlediska. Proto byly vyvinuty dva
alternativni postupy numerického vypoctu. Prvni skupina sdruzuje pfimé metody
zalozené na Fourierové fezovém teorému a druhé skupina obsahuje algebraické metody
pro feseni tlohy Rz = b, kde R je aproximace diskrétni Radonovy transformace, b jsou
data z pocitacového tomografu a x je rekonstruovany obraz.

3.1. Pfimé metody
Pfimé metody jsou zaloZeny na Fourierové fezovém teorému, ktery je motivovan na-
sledujici tvahou. Vyjdeme z dvojrozmérné Fourierovy transformace funkce f(z1,xz2),
tj.
o0 o0
f{f}(w17w2)z1,x2—>w1,w2 = / / e—i2n(w1w1+w2w2)f(l»1’ Cﬂz) diElde,
—00 — o0
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Obr. 4. Princip Fourierova fezového teorému.

pro specidlni piipad w; = 0 dostaneme

FLH0,w2) 01 2y s on = / / e 1222 f (1 o) dayday =

:/ e~ 12mwazs (/ f(xl,xz)dxl) dxo,

oo
kde vyraz / f(z1,z2) dzq pFedstavuje vypocet obrazu v Radonové transformaci pro
— 00

ngat:xg,tj.

FLH0,02) 00 0 sior g = /Ooe_izwﬂ2 R{f} (g 962) dzg = f{f% (xz)}(w2)z2_>w,

— 00

kde f% (z2) je restrikce obrazu funkce f(x1,x2) v Radonové transformaci pro pevné

6 = 5 alibovolné t = x5. Zobecnénim tohoto vztahu pro vsechna 6 € [0, 1) dostaneme

Fourieruv fezovy teorém, ktery lze formulovat vztahem
FL70.0) b ) = F{f(wr,22) v eosb, vsing), (12)
kde f(6,t) predstavuje obraz funkce f(z1,z2) v Radonové transformaci a
Fio.0}0).,

je obraz funkce f(0,t) v jednorozmérné Fourierové transformaci. Vyraz na pravé strané
rovnice (12) predstavuje restrikci obrazu funkce f(z1,z2) v dvourozmérné Fourierové
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transformaci na pfimku prochézejici po¢atkem uréenou parametrickou rovnici (para-
metr v)
wy =wvcosl, wy=wvsind,

viz obrazek 4.
Tento zdkladni teorém (12) se stal jddrem vSech piimgch metod. Jeho pfimou
aplikaci ziskdme Fourierovu metodu, kterda méa nasledujici vypoctové schéma:

1. Normovana data f (0,t) pofizend tomografem jsou uloZena v matici, kde v kaz-
dém sloupci jsou ulozeny vSechny naméfené normované intenzity rovnobéznych
transla¢nich projekei (tj. pro konstantni ).

2. Pak se provede 1D FFT nad kazdym sloupcem.
3. Dalsi krok spociva v preusporadéani dat z matice na poldrni sit.

4. Bohuzel nyni nelze pfimo pouzit 2D inverzni FFT, protoze ta vyzaduje, aby
vstupni data byla uloZena na ¢tvercové siti. Proto je nutné provést interpolaci
z polarni sité na kartézskou.

5. Posledni krok je vypocet obrazu v 2D inverzni FFT z interpolovanych dat.
Grafickd reprezentace tohoto postupu je na obrazku 5. Nejvétsi slabina této metody

je ve 4. kroku. Cim dél jsme od pocatku soufadného systému, tim ¥idsi je polarni sit,
coz zpisobuje zaneseni interpolac¢ni chyby.

/6.0 Jtx,x)

deccesyd < Secsees
000000 Radonova 000000
® 0 0606 0 00 transformace ® 0 000 0 0
® 06060 00 ® 0 0600 0 0
® 0 000 00 <~ ® 06000 00
VIDFFT | t—v 12D iFFT %
0;;::;0—> b;;;:;o
® 060600 00 p 6 06 06 0 0 O
® 060000 ¢ —> b 6 06 06 0 0 O
® 06 06060 0 0 b 6 06 0 0 0 O
® 60000 06> b 6 06 06 0 0 O
0 v Pieuspofadani  Interpolace na ~ Fourierovo
dat kartézskou sit’  spektrum f(x,,x,)

Obr. 5. Princip Fourierovy metody pro urceni obrazu v inverzni Radonové transformaci se
sklada ze ¢tyf krokt. Vlevo nahofe jsou normovana data z poéitac¢ového tomografu f(6,t),
na kterych se provede 1D FFT, pak nasleduje preusporadani dat a interpolace na ¢tvercovou
sit. Jako posledni krok je provedeni inverzni 2D FFT, ¢imz ziskdme rekonstruovany obraz.
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Tento problém s interpolaci je odstranén v metodé FBP. Idea této metody spociva
ve vyjadieni inverzni Fourierovy transformace v polarnich soufadnicich, ¢imz se od-
stran{ pozadavek interpolace dat na kartézskou sif. Tato metoda je jedna z nejcastéji
pouzivanych rekonstrukénich metod. Jeji podrobny popis lze najit v [24].

Vyhody pfimych metod jsou: rychlost vypoctu obrazové rekonstrukce (ta je dosa-
zena vyuzitim FFT) a nizké ndroky na pamét pocitace (staci pouze pamét na nameéfena
data a pamét pro rekonstruovany obraz). Nevyhody jsou: vétsi chyba rekonstruovaného
obrazu (napf. ¢asteéné rozmazany obraz, ...), velmi obtiznd modifikace algoritmu
v pripadé, Ze by se paprsek pohyboval po obecné kiivce nebo pri zavedeni né€jakého
sofistikovaného modelu pro odstranéni Sumu.

3.2. Algebraické metody

Princip algebraickych metod spociva v nahrazeni Radonovy transformace jeji diskrétni
aproximaci. Nejlépe tento vztah vyjadiuje nasledujici schéma

f0.t) = R{f(z.y)}
4 4 (14)
b = R x

Nejprve provedeme diskretizaci funkce f (0r,ts), kde 0, = A0 a ty = tmin +
+sAt, r=0,1,2,...,R—1as=0,1,2,...,5 — 1. Konstanta t,,;, je ddna vzdale-
nosti nejvzdalenéjsiho bodu rekonstruovaného objektu od pocatku systému souiadnic
x1, T2, tj. pro rekonstruovany ctvercovy objekt o strané a, ktery je umistén na stied
soufadného systému, je ti, = —@. Funkéni hodnoty frs = f (6, ts) preuspofadame
do vektoru napf. nasledujicim zptisobem

b, = frs, kdei=rS+s.

Obdobné pfeskupime i rekonstruovany obraz f,, = f(m,n), kde m =0,1,..., M -1
an=20,1,2,...,N —1, tj.

x; = fiun, kdei=mN +n.

Existuje nékolik zpisobid jak vyjadrit matici R, kterd reprezentuje diskrétni Ra-
donovu transformaci. Ten nejjednodussi se nazyva metoda nejblizstho souseda. Re-
konstruovanym obrazem vedeme pfimky, kde kazda primka ma své vlastni parametry
(0r,ts). Tato pfimka projde skrz K &tverct (pfedpokladame, ze velikost ¢tverce je
jedna a na tomto ¢tverci je funkce f konstantni) rekonstruovaného obrazu, kde kazdy
tento ¢tverec mé svoji soufadnici stfedu (my,ng), kde k = 1,2,..., K. Do matice R
na fadek 7S + s (volba fadku v matici zavisi pouze na hodnotéch parametri (0,,ts)
piimky) déme jednicku do sloupce mpN + nj. Tvorba jednoho fddku matice R je
zachycena na obrazku 6. Vétsi presnosti lze dosdhnout tak, ze misto jednotky budeme
do matice R uklddat délku prisecnice ¢tverce a piimky s parametry (6,., t5), viz obrazek
6. V bunce 7 je tu¢né vyznacena délka této priisecnice.
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Obr. 6. Tvorba diskrétni aproximace Radonovy transformace. Rekonstruovany objekt mé
rozmér 4 X 4 body. Pfimka o parametrech (0r,ts) protnula pét étverci (Sedé vyznacené).
Proto do matice R na fadek odpovidajici parametriim (0, t,) umistime jednotky do sloupct,
které odpovidaji oznac¢enym ¢tverctim. Vyssi presnosti lze dosahnout tak, ze budeme misto
jednotek uklddat délku priiseénice pfimky s patfiénym étvercem (viz buika 7).

Pfi dostatecném poctu linedrné nezavislych rovnic muzeme stanovit jednoznacné
feSeni tlohy (14). Zddraznéni linearni nezavislosti rovnic je nutné. Pfedpokladejme,
ze budeme rekonstruovat obraz o velikosti 2 x 2 body (obr. 8). Pokud vezmeme dvé
vodorovné projekce prochazejici body 11,212 a 21, T2 a k tomu pfidadme dvé svislé
projekce prochazejici body 11,721 a x12,%2o ziskdme matici R soustavy, kterad je
zobrazena na obrazku 8. Bohuzel tato matice R je singularni. Proto je potfeba vénovat
patfi¢nou pozornost volbé smért 6, pro sestaveni matice R. Pokud bychom pouzili
jednu diagondlni projekci (napf¥. 11, ze2) misto libovolné z pfedchozich, pak ziskdme
regularni matici R.

Dalsi problém s matici R spociva v jeji velikosti. Tato matice je velmi ridka.
V kazdém fadku je nejvySe 2max(M, N) nenulovych koeficientt, ale nema pasovou
strukturu, viz obrazek 7.

Pro vynuceni fyzikdlni podminky (4) se fesi modifikovand tloha

Rx =b, kde x;=0. (17)

Popis numerickych metod pro FeSeni této ulohy lze nalézt v [18], [10], [24]. Dalsi
rozsifeni diskrétni Radonovy transformace lze nalézt v [12], [13], [17].

Vyhody algebraickych metod jsou: snadnd modifikace rekonstrukéniho algoritmu
pri zméné trajektorie paprsku nebo pii zakomponovani néjakého specidlniho filtru pro
odstranéni Sumu (stadi pouze upravit matici R), rekonstruovany obraz méa obvykle
mensi chybu nez stejna rekonstrukce produkovana pfimou metodou. Mezi nevyhody
patii: velké naroky na paméf (matice R zabird obrovské misto v paméti pocitade,
ackoliv je hodné ¥idka), rychlost vypoctu (pokud se pouzije pro feseni ulohy (17)
néjaks itera¢ni metoda, pak jedna iterace této metody je obvykle drazsi nez provedeni
celé pfimé metody).
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Obr. 7. Struktura matice R. Cerné jsou zobrazeny nenulové koeficienty.

Ti1 + 12 =
T21 + X2 =

11 + x2
T12 + T2 =

\
o W

Obr. 8. Priklad nevhodné diskrétni aproximace Radonovy transformace. Zde snadno zjistime,
%e matice R je singuldrni, protoze po seéteni |. + Il. fadku ziskdme stejnou rovnici jako po
secteni Ill. + IV. radku.

4. Zavér

Pocitacova tomografie si od svého zrodu nasla své misto v mnoha rozlicnych oborech.
Matematiku popisujici princip pocitacové tomografie 1ze najit i v dalsich obdobnych
zafizenich, napt. MRI (Magnetic Resonance Imaging) nebo PET (Positron Emission
Tomography).

V predchéazejicim textu jsme se pokusili vysvétlit, co vSe se musi stat, nez lékar
uvidi na monitoru svého PC obrazovou rekonstrukci néjaké tkané, a ze tato cesta
neni vibec pfimocara. Kvalita soucasnych rekonstrukénich algoritmu je tak vysoka,
ze ¢lovék neznaly véci by mohl tvrdit, Ze zde neni divod matematiku vyuzivat, protoze
to je jen fotografie.

Podé&kovani. Prace na tomto ¢lanku byla podpofena grantem ¢. IAA 100190803 Gran-
tové agentury Akademie véd Ceské republiky a vyzkumnym zamérem AV0Z10190503
Akademie véd Ceske republiky.
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