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Novy pohled na numericky vypocet
nejvétsiho spolecného délitele dvou
polynomt

Jan Zitko, Praha

Uvod

Méjme dany dva polynomy f a g a spocitejme jejich nejvétsiho spoleéného délitele.
Necht koeficienty obou polynomt jsou takové, jaké se zadavaly ve skole, to znamena,
ze s tuzkou mohu na papife s piesnymi Cisly az do konce provést znamy Eukleidav
algoritmus a napsat nejvétsiho spoleéného délitele polynomu f a g. V tomto pfipadé
fekneme, ze jsme vypocet provedli symbolicky. Pokud ovsem koeficienty polynomi
budou uloZeny v pocitaci a programem v konefné aritmetice provedeme bez jakych-
koliv dalsich tprav Eukleidiv algoritmus, pak vysledkem vibec nemusi byt nejveétsi
spolecny délitel. Tady se dostavame do situace, kdy je postup ukonceni algoritmu
ovlivnén rozhodovéanim, zdali testované ¢islo je nebo neni nula. V pripadé Eukleidova
algoritmu se zvoli tolerance tol a pokud jsou koeficienty nékterého z vypocitanych
polynomt v absolutni hodnoté mensi nez tol, povazujeme polynom za nulovy, jinak
pokracujeme v déleni. Ctendf z tohoto vidi, Ze ziskdni nespravného vysledku miize
mit dva hlavni dtivody. Bud pfijmeme za nulu to, co nula neni, a skonéime pfedéasné,
nebo naopak odmitneme za nulu ¢islo, které nula je a ve vypoctu pokracujeme. V obou
pripadech dostaneme $patny vysledek. Toto riziko je vSeobecné znamé. Pouziti nasobné
aritmetiky muze byt cesta, jak provést spravné rozhodnuti o ukonceni procesu déleni,
coz jsme si ovérili na mnoha spocitanych piikladech. Po tomto vysvétleni je ¢tenafi
jasné, pro¢ nemusime dostat spravny vysledek. Cilem ¢lanku je pojednat o matema-
tické formulaci problému technické praxe pro matematiky, které souvisi s Eukleidovym
algoritmem, a napsat pro ¢tenéafe informativni piehled. Tato tloha je v posledni dobé
dilezita pri feSeni technickych problémiti a mé uplatnéni v téchto oborech:

1. Geometrické navrhy pomoci poéitac¢i (Computer Aided Geometric Design) [4], [5].
2. Pocitacova grafika (Computer Graphics) [6], [10].

3. Zpracovani signdlu (Signal Processing) [11].

4. Teorie Fizeni (Control) [12].

Clanek mé nasledujici kapitoly. Ve druhé kapitole vyjddiime nejprve prvni krok
Eukleidova algoritmu pomoci elementarnich transformaci Sylvestrovy matice. Uka-
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zeme souvislost Eukleidova algoritmu s teorii matic a rozvinuty aparat této teorie
nam pomuze pii feSeni problému. O tplném Eukleidové algoritmu neni v dalsi ¢asti
druhé kapitoly pojednano jiz tak podrobné. Eukleidovym algoritmem dostaneme ko-
necnou posloupnost polynomii. Kazdym dvéma po sobé jdoucim polynomtim odpovida
Sylvestrova matice a tplny Eukleidiv algoritmus v maticové formulaci predstavuje
transformaci vsech vyse uvedenych Sylvestrovych matic na dolni trojahelnikovy tvar.
Pokud tyto transformace provedeme za sebou a pojmeme jako jednu vyslednou trans-
formaci, pak pfi troSe fantazie kazdy uvidi, ze tplny Eukleiduv algoritmus odpovida
regularni transformaci ptuvodni Sylvestrovy matice na dolni trojahelnikovou matici, a
dale uvidi, jak lze z tohoto tvaru vycist koeficienty nejvétsiho spole¢ného délitele.

Ve treti kapitole se zminime o algoritmu STLN, ktery pro zadané a obecné i nesou-
délné polynomy f a g, pro pfirozené ¢islo k a zadanou toleranci tol pocita polynomy
0f a dg tak, aby max(||0f||/|If1; 10gll/llgll) £ tol a aby stupen nejvétsiho spole¢ného
délitele polynomu f+0 f a g+ dg byl roven alespon k, pokud takové polynomy existuji.
Symbol ||h|| znaéi eukleidovskou normu vektoru sestaveného z koeficientit polynomu h.
Cely postup vyusti v tlohu na pouZziti metody nejmensich ¢tverct [2], [7], [13], [14].
Ukazeme jednu numerickou realizaci na pocitaci. Na tomto misté jiz uvidime vyhody
maticové formulace Eukleidova algoritmu.

V posledni kapitole pfipojime kratky historicky piehled podle Barnettovy knihy [1].
Budeme pracovat s polynomy s komplexnimi koeficienty, to jest s prvky v C. Symbol
CP*4 bude znalit mnozinu v8ech p X ¢ komplexnich matic.

Eukleiduav algoritmus a transformace Sylvestrovy matice

Necht symbol deg(f) znaéi stupenn polynomu f a GCD(f,g) nejvétsiho spoleéného
délitele polynomt f a g. Necht

f(x) = apx™ + a12™ P 4 F a1 + am, (1)
g(x) = box"™ + b1zt -+ b1+ by, (2)

pricemz predpokladdme bez jmy na obecnosti, Ze m = n, ag@m # 0, bob, # 0.
Nejprve zavedeme pojem Sylvestrovy matice pro polynomy (1) a (2). Sylvestrova
matice, kterou oznacime S(f,g) € Cm+tm)x(m+n) 36 matice

- ag bo _

a1 ag b1 bo

a1 . . bl

- . - ag - - by

S(f7 g) - Gm . . al bn . . bl N (3)

Am - bn

L Am b, |
n sloupcu m sloupcti
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Pripomenime jesté, ze vektor e; znaci i-ty sloupec jednotkové matice I, a matice

Ei’j(O') =1- 0'67;6;—,

o eC, (4)
znédmé z Gaussovy eliminace, je v literatufe ¢asto uvadéna pod nézvem elementarni
trojuhelnikova matice. Dimenzi u jednotkové matice I budeme vyznacovat jenom
v pfipadé, ze by mohlo dojit k omylu. Totéz bude platit pfi zapisu vektori.

Pro pohodli polozime fy := f a f; := g. Eukleiduv algoritmus je definovan rekurenci

f7($) :fj+1(l')qj‘(l‘)+fj+2(l’), J=0,1,2,..., (5)

kde deg(fj+2) < deg(fj+1). Je-li fiy1 = 0 a f; # 0 pro vSechna j < ¢, pak
fi = GCD(fo, f1)-

Nejprve provedeme prvni krok Eukleidova algoritmu, tj. proces (5) pro j = 0, a
paralelné s tim odpovidajici transformace Sylvestrovy matice. Prvni krok se mitze
sestavat z vice déleni. Pro lepsi pochopeni celého postupu uvazujme stupné polynomt
f agrovné m =4 an = 2. Pro snadnéjsi zapis algoritmu zavedme jesté hy(z) := fo(x)
a o1 := ag/bp. Eukleidiiv algoritmus za¢neme délenim, které popiseme podrobné:

fo(z)=ha(z) fi(z) 013
—_—
(aoz® + a12® + asx® + asx + ayg) — (box® + biz + by) (ag/bo) x>
b b
=0+ CL1—m $3+ a2_a072 $2+ a3 r+ a4 . (6)
bo bo ~— ~—
aél) ail)
a(11> agl)

agl) 333+ag1> 12+agl)x+ail)

Horni index () u koeficienttt polynomii (6) oznacuje koeficienty po prvnim déleni.
Necht prirozené ¢islo i1 znadi dolni index u prvniho nenulového ¢lenu v posloupnosti
agl), agl), agl), afll). V nasem konkrétnim prikladé predpokladejme pro ilustraci,
ze 11 = 1, takze stupen m; vysledného polynomu hs po prvnim déleni se rovna
m — i3 = 3. Polynom hg je napsin pod vztahem (6).

Ukazeme si nyni, jak ziskame koeficienty polynomu hj z transformované Sylvestrovy
matice. Sylvestrova matice S(fy, f1) pro polynomy fo a f; ma tvar

ag bo
ay ap by bo

_ as Q1 bg bl bo
S(fovfl) - as as b2 bl bO (7)
as as b2 bl
ay b2

Odectéme tieti, resp. ¢tvrty sloupec matice S(fo, f1) vynasobeny éislem o1 = ag/bg, od
prvniho, resp. druhého sloupce, coz se realizuje vyndsobenim matice S( fo, f1) maticemi
Es51(01) a Eq2(01) zprava. ZapiSeme nésobeni ve tvaru

SW (fo, f1) == S(fo, f1)Ez.1(01)Esz(01).
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Zapis matice S (fo, f1) obdrzime ze (7) tak, Ze v prvnich dvou sloupcich dosadime
na pozice prvki ag, a1, as, as, ag prvky 0, a:(ll)7 agl), aél)
beze zmény. Vidime, ze pravé v prvnich dvou sloupcich matice S™(fo, f1) jsou koefi-

cienty polynomu hsz. Vratme se k zépisu (6) a opiSme prvni déleni v prvnim kroku ve

, ail). Ostatni prvky ztstanou

tvaru
ha(z) = fi(a)(o12?) = hs(2). (8)
Protoze stupen polynomu hg je vétsi nez stupen f;, ktery se rovna n = 2, pokracujeme
, . . . NG
v prvnim kroku algoritmu a délime polynom hs polynomem f;. Polozme o2 = a; ’/bo.
Mocnina z u koeficientu o9 je zfejmé rovna 1 = deg(hs)—deg(f1). NapiSme si déleni
podrobné:

(agl)xg + agl)x2 + agl)a: + afll) — (box2 + b1z + bo) (agl)/bo)x
—_————

hs(x) fi(zx) 2T
(1)b (1)b
=0+ aél) - —al L 1’2 + a:(gl) - —al 2 T+ ail) . (9)
bo bo N
| Y —— | — a(2>
u® u® :
2 3

ag2)12+a(32>z+af)

(2) (2) (2

Necht (% je prvni nenulovy prvek v posloupnosti as ', as ™, ay ). Zacnéme od konce.

i2
Je-li aéz) =0a agz) # 0, takze dolni index i5 prvniho nenulového koeficientu se

rovnd 3, pak polynom (9) ma tvar aff):z: + af) =: hy(x). Jeho stuperi je mensi nez
stupen polynomu fi, prvni krok Fukleidova algoritmu kon¢i a ve shodé s oznace-
nim ve vztahu (5) polozime fo := hy. Jestlize aé2) % 0, takZe i3 = 2, polozime
ho(x) = agz)xQ +a§2) 1:+az(12) . Druhé déleni v prvnim kroku Eukleidova algoritmu
mizeme pro oba pripady napsat ve tvaru

ha(x) — fi(z)(02z) = ha—i, (). (10)

Koeficienty polynomu hy_;, obdrzime nasledujici transformaci matice Sy (fo, f1): ode-
éteme Ctvrty, resp. paty sloupec matice S (fo, f1), vynasobeny &islem oo = agl) /bo,
od prvniho, resp. druhého sloupce. To se realizuje tak, Ze se matice S(l)(fo,fl)
vynasobi zprava maticemi Ey 1(02) a E5 2(02). Obdrzime matici

S®(fo, f1) == SNV (fo, 1) E1.1(02)Es5 2(02).

Jeji tvar ziskdme z matice S(fy, f1) tak, Ze v prvnich dvou sloupcich dosadime na
pozice prvki ag, a1, as, as, as prvky 0,0, a§2), a§2), af). V prvnich dvou sloupcich mame
tudiz koeficienty polynomu hy. Pro demonstraci pfedpokladejme jesté, ze aéQ) #0.
Prvni krok Eukleidova algoritmu pokracuje tedy jesté délenim polynomu hy poly-

nomem f1, to jest

A
2
ho(z) — fi(z) (a8? /o) = a{Px + af? . (11)
N————’

hl(:r)
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Dokonceme vypocet koeficienti polynomu h; pomoci transformaci Sylvestrovy ma-
tice. Koeficienty polynomu h; obdrzime nasledovné: odecteme paty sloupec matice
S@)(fo, f1), nasobeny o3 = agz)/bo, od prvniho a Sesty sloupec, nasobeny o3, od
druhého. Tato tprava je realizovana nasobenim matice S (fy, f1) zprava matici
Es51(03)Eg,2(03). Maticové si zapiSme tento krok ve tvaru

S (fo, f1) := S (fo, f1)Es.1(03) Ee 2(03).

Tvar matice S (fy, f1) obdrzime z matice S(fo, f1) tak, Ze v prvnich dvou sloupcich
dosadime na pozice prvku ag, a1, as,as, as prvky 0,0, O,GZ())S),af), a je vidét, ze prvni
dva sloupce obsahuji koeficienty polynomu k1, coZ je polynom f; z rekurence (5), ktery
ziskdme po prvnim kroku Eukleidova algoritmu.

Shrneme-li prvni krok Eukleidova algoritmu, to jest vzorce (8), (10), (11), dostaneme

(aoz* + ar2® + apx® + azx + ay

ha(z)=fo(z)=F(z)

12
_ (box2 Fbua 4+ 62) (0'1.T2 + oox + 0—3) + (aé?’)x + afﬁ)) . ( )
N——
fl(m):g(z) QO(z) hl(w):f2($)

Je-1i matice @) rovna soucinu vsech vyse uvedenych Sesti elementarnich trojihelniko-
vych matic, pficemz je jedno v jakém poradi, protoze jsou navzajem komutativni, a
je-li P € R%6 permutac¢ni matice ve tvaru

P = [63 €4 €5 €g €1 62] y

pak

_bo | .

b1 bo |

by by by |

S(fo f)QP=| = — — + — o~ |, (13)
b2 bl | bo a3

bg | bl af’) (1:(53)

L | bo a4(13)_

pricemz blok na misté (2,2) je Sylvestrova matice pro polynomy f; = g a fa. Na tu
opét aplikujeme cely vySe uvedeny postup. Tim provadime druhy krok Eukleidova
algoritmu, to jest rekurenci (5) pro j = 1. A tento postup opakujeme tak dlouho,
dokud nedostaneme pti déleni nulovy zbytek. Podrobnéjsi vyklad s dalsimi vlastnostmi
je mozné najit v élanku [15] nebo v knize [1]. VSimnéme si jesté ze vztahu (13), Ze pro
hodnost matice S(fo, f1) plati rovnost

h(S(fo, f1)) = deg (fo) — deg (f2) +h(S(f1, f2))- (14)

Dfive, nez popiseme uplny Eukleidiv algoritmus, uéinime jednu poznamku. Abychom
¢tenaii co nejvice priblizili souvislost mezi Eukleidovym algoritmem a manipulaci se
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Sylvestrovou matici, nasobili jsme Sylvestrovu matici zprava elementarnimi troja-
helnikovymi maticemi FE;;, coz jinak feceno znamend, zZe jsme provadéli Gaussovu
eliminaci. Poznamenejme jesté, Ze misto ndsobeni maticemi E;; je mozné provést i
jiné elementarni transformace. Na pfiklad k nulovani prvku ag v demonstra¢ni matici
S(fo, f1) € C%*6 mtizeme zprava nasobit 6 x 6 matici

c 0 0
G1(c, s) 2 8 (1) kde ¢ bo s do
1(c, 8) = : , =2 S
0 s 01 Vag + b3 Vag + b

I

a analogicky pri eliminaci dalsich koeficientii. Tato druhé volba dava numericky mno-
hem pfesnéjsi vysledky nez nésobeni elementarnimi trojuhelnikovymi maticemi, které
jsme zvolili pro ilustraci, protoze pfesné kopiruji Eukleidtv algoritmus.

Uvazujme nyn{ submatici na misté (2,2) v matici (13). Je-li a:(f’) = af’) = 0, pak
polynom f; déli polynom fy. V prvnim sloupci uvedené submatice jsou koeficienty
polynomu f7, coz je nejvétsi spoleény délitel polynomu fy a fi a zbyvajici dva sloupce
jsou nulové.

Je-li ag?’) =0a af) # 0, je matice (13) dolni trojihelnikova s nenulovou diagonalou
a polynomy fo a f1 jsou nesoudélné, protoze ve zbytku Eukleidova algoritmu vysla
nenulova konstanta af’) =GCD(fo, f1), coZ je polynom fo a pii déleni polynomu
f1 polynomem fs vyjde nulovy zbytek. V tomto pripadé neni blokové rozdéleni
matice (13) takové, jak je nakresleno, ale blok na misté (2,2) je Sylvestrova matice
S(f1, f2) = diag [af), af’)] velikosti 2x2. Ostatni bloky se upravi podle bloku (2,2).

Je-li a§3) #0a a§4) # 0, pak submatice na misté (2,2) je Sylvestrova matice S(f1, f2)
velikosti 3 x 3, se kterou budeme provadét transformace analogické tém, které jsme
aplikovali na matici S(fy, f1). Ctenaf si nyni snadno domysli, Ze pii vétsi matici bude
proces transformace na dolni trojahelnikovy tvar pokracovat dale a Ze analogicky nam
vyjdou Sylvestrovy matice S(fa, f3), S(f3, f4), - .. , dokud nedostaneme regulérni dolni
trojuhelnikovou matici nebo nulové sloupce. Pfi troSe fantazie nebude nyni tézké si
predstavit zobecnéni konkrétniho prikladu na polynomy stupnt m a n.

Vratme se k rekurenci (5):

Necht f;11 =0a f; # 0 pro vSechna j < ¢, takze f; je nejvétsim spole¢nym délitelem
polynomu fy a f;. Slozenim vSech transformaci aplikovanych postupné na matice
S(fo, f1), S(f1, f2), S(fa, f3), - .. podle vySe popsaného postupu dostaneme vyslednou
transformaci, kterou ozna¢me T a kterou se nasobi matice S(fo, f1). Matice T je sou-
¢inem elementarnich dolnich trojihelnikovych a permutac¢nich matic konstruovanych
tak, jak bylo ukazano na konkrétnim pfikladé. Ten jsme uvedli podrobné pro prvni
krok Eukleidova algoritmu, a tedy nebude obtizné pochopit nasledujici tvrzeni. Pro
pohodli si ozna¢me na chvili n; = deg (f;) pro j € {0,1,...,t+1}.

Existuje reguldrni matice T fddu ng + ny takovd, Ze matice S(fo, f1)T m4 tvar

L171 | 0

S(f()?fl)T: ——l—— )
Loi | Lag
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kde Ly je ¢tvercova dolni trojihelnikova matice s nenulovymi diagonalnimi prvky.
Matice Lo o, kterd je vysledkem transformace Sylvestrovy matice S(fi—1, fi) Fadu
(n¢—1 + n¢) na étvercovou dolni trojihelnikovou matici, méa nésledujici tvar:

(a) Je-li ny > 0, pak prvnich n,_, prvka na diagondle matice Lo o je nenulovych.
Kazdy z prvnich ny;_, sloupcii obsahuje n; + 1 koeficientii polynomu f;, coz je
nejvétsi spolecny délitel polynomii fy a fi. Dalsich n; sloupcii matice Lo je
nulovych. Prvnich n;_; sloupcii matice L3 o je totoznych s poslednimin;_, sloupci
matice S(fi—1, ft)-

(b) Je-li ny = 0, pak f; je nenulovéd konstanta a Lo o = fiI,, , (diagondlni matice
s hodnotou f; na diagonéle). V tomto pfipadé je h(S(fo, f1)) = no+n1 a polynomy
fo a f1 jsou nesoudélné.

(c) Ozna¢me k := n;. NapisSme si rovnost (14) postupné pro matice S(f;, fj+1),
j=1,2, ..., t—2, seCtéme vSechny rovnosti a dostaneme
h(S(f07f1)) =no+ni —ng=ng+n — k. (15)

Vratme se k piivodnimu oznaéeni, tj. piSme pro polynomy f a g misto fy a f1 a pro
stupné polynomut m a n misto ng a nj.
7 préavé provedenych tvah snadno plyne, Ze

h(S(f,9))=m+n—k <= deg(GCD(f,g)) = k. (16)

Jiny dikaz vztahu (16) je mozné najit v [8]. Na zavér kapitoly uvedme jesté jednu
avahu pro k-ty Sylvestriv subresultant, ktery oznacime Sy a ktery se vytvori z matice
S(f,g) skrtnutim (k — 1) poslednich fadkd, (k — 1) poslednich sloupcii s koeficienty,
které patii polynomu f, a (k — 1) poslednich sloupct s koeficienty, které patii poly-
nomu g.

Necht k je stupen nejvétsiho spole¢ného délitele polynomt (1) a (2). Pak existuji
polynomy p,,, a gy, stupii m —k a n — k tak, ze

f(@)qn,, (x) = g(2)pm,. (x) = 0. (17)

Polozime-1i
Py () = pox™ F + pra™ T+ L 4 D,
oy () = qo" T+ ™ F T 4L+ g,

v = [q07 qi, -+ -y Qn—k, —Po, —P1, -+, _pmfk]T7
pak rovnici (17) miZzeme pfepsat na homogenni soustavu
Spv =0, (18)

jejiz netrivialni FeSeni tvo¥i prostor dimenze 1. Protoze S), € C(mtn—k+t1)x(mtn—2k+2)
je h(Sk) = m+n — 2k + 1. Dale podle (15) je h(S(f,g9)) = m+n — k. A tady se opét
vytvorila bohata teorie v literatufe nazyvana low rank approximation, ktera numericky
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vyustila v nésledujici postup: najit poruchu pro prvky Sylvestrovy matice S(f,g)
v zadané toleranci tak, aby poruSena matice méla co nejmensi hodnost, neboli aby
stupen nejvétsiho spole¢ného délitele polynomu f a g byl co nejvétsi. O tom se mizeme
doéist na ptiklad v [7], [14] a v dalsich ¢lancich. V tomto a v pfedchozich odstavcich
jsme si pfipomnéli nékteré znamé véci z algebry. Pro pochopeni nésledujiciho vykladu
to vSak bylo nutné.

Jednoducha tuloha pro nepfesné zadané polynomy

Nyni pfichdzime k jedné praktické tloze. Chceme, aby dva polynomy, jejichz koe-
ficienty porusime v zadané toleranci (na piiklad 10~7) mély nejvétsiho spoleéného
délitele co nejvétsiho stupné. Prejdéme k presné matematické formulaci. Necht je ddno
pfirozené ¢islo k, 1 < k < min (m,n) a tolerance tol. Chceme spoéitat poruchy f a
dg polynomu f a g,

df(x) =dapx™ + Sarz™ V- 4 Sam_12 + Sam,
5g(x) =6box™ + byt + - 4 6b,_1x + by,

tak, aby platilo

deg (GCD(f +6f,g + dg))
max (|4 fII/1 £1I; [10gll/llgl)

Z k
S to

V tomto odstavci oznac¢ime symboly f a g polynomy s nepfesné zadanymi koeficienty,
které si pro nasi demonstraci vyrobime. Ozna¢me pfesné polynomy f a §:

1 ~ ~
o™ + a1 T+ F A1 X + Qs

0x™ + bz 4 by g7+ by,

Necht ¢y € R™* ac, € R"! jsou vektory, jejichz slozky jsou ndhodn4 éisla z intervalu
[-1, 1]. Necht pismeno ¢ > 0 znaéi velikost poruchy. Pro demonstraci si definujme
koeficienty porusenych polynomi nasledujicim zptsobem:

f(x A g(x
o W@, el
llegll llegl
kde ¢y, ; znadi i-tou slozku vektoru cy, ¢ = 0,1, ..., m, a analogicky vyznam mé symbol

¢g,i- Definujme tedy poruSené polynomy (a ty jsou dany, proto je znacime f a g)
nasledovné:

m m n n

f@) = (@i +da)a™ ™ =Y a@™ ™ gla) = (bi+0b)a" T =Y b

1=0 =0 1=0 =0

238 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 55 (2010), ¢. 3



A nyni uvedene jednoduchy piiklad, ktery pocital student Matematicko-fyzikalni
fakulty Jan Elias ve své bakalarské préci, ktera byla vysoko hodnocena (viz [3]). Zvolme
e = 1076, P¥esné polynomy necht jsou nasledujici:

f(x) = (z —1.2)*(z +2)°(z — 0.5)%,
(z) = (z — 1.4)*(z + 2)*(x — 0.5)*.

NabY

Je ihned vidét, ze

GCD(f,§) = (#+2)3(x —0.5)* =
= 2"+ 42% + 1.52°% + 7.52* — 0.937523 + 6.3752% — 3.252 + 0.5.

Podle uvedeného postupu pro upravené polynomy f a g student na pocitaci stanovil
hodnost Sylvestrovy matice S(f,g), kterd se rovnala m + n, coZz znamend podle
toho, co bylo feCeno, ze stupen nejvétsiho spolecného délitele je roven nule, a tedy
polynomy f a ¢ jsou nesoudélné. Podle toho, jak jsme pro demonstraci zvolili €, se
domnivame, Ze v epsilonovém okoli polynomu f a g najdeme polynomy ]? a g tak, ze
koeficienty polynomi GCD( f, g) a GCD(f, g) se lisi na pfiklad na étvrtém nebo na
nékterém z dalsich desetinnych mist. Pro posledni polynom se pouziva nazvu priblizny
nejvétsi spolecny délitel. Pro vypocet fa g se pouzivd metoda STLN (structure total
least norm). Pro informaci nazna¢me myslenku algoritmu, podle kterého se pocita.
Podrobné je vSe popsdno na piiklad v [7] nebo [9].

Vratme se na zacatek tohoto odstavce a formulujme si nasledujici jednodussi tilohu.
Chceme spocitat poruchy 0f a dg polynomi f a g tak, aby v nerovnosti (19) platila
rovnost. Necht Si(f, g) resp. Sk(0f,0g) znaci k-ty Sylvestriiv subresultant sestrojeny
pro polynomy f a g, resp. 0 f a §g. Polozme

Sk(f,9) = [uk, Ax],  Sk(df,09) = [hx, Ex],

kde uy, a hy znadi prvni sloupce jiz uvedenych Sylvestrovych subresultanti. V ¢lanku [7)
se ukazuje, Ze podminka (19) je ekvivalentni podmince, Ze soustava

(Ak + Ek)y =ur + hi (21)

mé pravé jedno netrividlni feSeni. Podminky (20) a (21) se slozitéjsimi Gpravami
prevedou na tlohu nejmensich ¢tvercit s lineArnimi omezenimi. ReSeni nejmensich
¢tvercl je podrobné popsano v knize [2] v kapitole 5. K numerickému feSeni byly
pouzity metody navrzené v [13].

Napisme si jesté schéma prace a numerické hodnoty koeficientti pravé uvedenych
polynomt véetné koeficientt ptiblizného nejvétsiho spolec¢ného délitele. Postup je

nésledujici:
{fo} ponde, fr@)_sme, (T

Necht m = 13, n = 9 a k = 7. Pro kontrolu se na poditaci stanovila hodnost
Sylvestrovy matice pro pfesné polynomy. Vyslo h(S(f,g)) = 15, coz je m +n — k a
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h(S(f,g)) = 22. V tabulkich otisténych z grafickych davodi na konci ¢lanku uvadime
prislusné koeficienty.
V tomto jednoduchém piikladu dostavame dobry souhlas s teorii.

V praxi oviem polynomy f(x) a ¢(z) nezname a vypocet se proto soustfeduje na to,
abychom uzitim teoreticky odvozenych postupt spocetli pfiblizného nejvétsiho spolec-
ného délitele co nejvyssiho stupné pri malych poruchéch, které se mohou pohybovat
az na hranici strojové presnosti.

Né&kolik poznamek na zavér

Literatura na vypocet nejvétsiho spolecného délitele je bohatda, byly napsany stovky
publikaci. Diky internetu a domovskym strankam fady autort je mozné se dnes docela
dobfe seznamit s touto problematikou, i kdyz ne vzdy také proto, Ze Ffada cCasopisu
s touto tematikou v nasich knihovnéch neni a odpovidajici stranky na internetu jsou
nedostupné. Rad bych jesté poznamenal, ze kromé polynomt v jedné proménné se
podobné ulohy fesi i pro polynomy vice proménnych. To bychom ovSem zasli daleko
za ramec tohoto ¢lanku.

Na zavér bych rad pfipojil par poznamek z historie. Sylvestrova matice se pivodné
uvazovala v transponovaném tvaru, to jest S(f,g)' a transformovala se tudiz na
horni trojihelnikovy tvar [1], [8]. Pro pocitani koeficienti GCD(f,g) se pouzival
QR-rozklad. Zde se jiz jasné projevi vyhodnost maticové formulace Eukleidova al-
gorimu. Pouzitim klasického zapisu Eukleidova algoritmu bychom tézko provadéli
QR-rozklad. Pfipomenme, ze QR-rozklad nezachovava strukturu Sylvestrovy matice.
V poslednim nenulovém Fadku horni trojihelnikové matice se pak obdrzely koefici-
enty nejvétsiho spolecného délitele. Podrobné a s mnoha ptiklady se o tom mize
¢tenaf doc¢ist v ¢lanku [16] nebo v knize [1]. Poznamenejme, Ze vSechny uvazované
transformace jsou regularni a neméni tudiz hodnost matice. Zajimavé je, jak velkou
roli mé v ditkazech Frobeniova matice. V angli¢tiné se uziva ndzvu companion matrix.
Pfipomerime jenom nékolik zajimavosti. Frobeniova matice svdzana s polynomem (1),
u kterého se predpoklada, ze ag = 1, je matice tvaru

r o0 1 0 . 0 7
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
= 0
0
1
L—Qyy, —Qm—1 —Qm—2 —ag —aqd

Pod pojmem Frobeniova matice se také ¢asto uvazuje matice transponovand. Necht
podle (2) je polynom g(x) = boz"™ + bya" ! + -+ + b,_1x + b,. Spocitdme
M = Jng(F)Jm, kde J,, = [em,€m—1,-..,e1] je matice m x m. Provedeme-li QR-
-rozklad matice M, pak v poslednim nenulovém fadku spoc¢itané horni trojuhelnikové
matice dostaneme koeficienty nejvétsiho spoleéného délitele polynomu f a g. Toto vse
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s podrobné propracovanymi dikazy a velkym mnozstvim pifkladé nalezneme v [1].
A opét mame jiny postup z linedrni algebry na vypocet nejvétsiho spolec¢ného délitele.
Vidime, Ze i v této oblasti spojené s Eukleidovym algoritmem je hodné zajimavych
otéazek i aplikaci. Témto otazkdm se u nas vénuje mala pozornost a mnohdy se bohuzel
prechézeji poznamkou, ze Eukleidiv algoritmus je nestabilni v tom smyslu, jak bylo
zminéno v uvodu. Tento ¢lanek ma za cil ukazat dalsi problémy, které s Eukleidovym
algoritmem souvisi, jsou zajimavé a jejichz FeSeni potiebuje fundamentalni znalosti
z linearni algebry. Déale jsme se snazili ukazat, ze maticova formulace je nejenom
elegantnéjsi, ale rozsifuje celou teorii pravé o moznost pouzit prostfedkt linearni
algebry zejména v piipadé porusenych koeficientii polynomi. V poslednim piipadé
nam neni znamo, jak by se klasického zapisu Eukleidova algoritmu dalo viibec pouzit.

Na zavér tohoto pojednani uvadime tabulky koeficientti polynomii z jednoduchého
prikladu ve treti kapitole.

f(x) g9(z) f(@) g(z)
xlS 1 $13 1
x!? 3.20025 x1? 3.19998
!t —8.26093 2!t —8.26007
z10 —26.49540 z10 —26.49212
x? 38.00476 1 x? 38.00016 1
8 85.59627 1.199981 28 85.58606 1.199982
27 || —121.21627 | —7.739988 27 || —121.20177 | —7.739994
20 | —109.89824 | —3.859967 2% | —109.88508 | —3.859969
x° 223.97294 23.002372 z° 223.94605 23.002392
x? —17.51887 | —5.699975 x? —17.51684 | —5.699980
3 | —156.15339 | —22.937378 23 | —156.13476 | —22.937396
z? 120.28351 22.094884 x2 120.26907 22.094900
x! —36.63814 | —7.769948 ! —36.63364 | —7.769959
z° 4.14757 0.979989 z0 4.14719 0.979990
GCD(f,9) |GCD(f,3)

x’ 1 1

0 4 3.999978

z° 1.5 1.499947

z* | =75 —7.500006

23 | —0.9375 —0.937463

z? 6.375 6.375001

zt | —3.25 —3.250011

z0 0.5 0.499999
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