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1961 ACTA UNIVBRSITATIS CABOLINAE — MATHEMATICA NO. 3, PAQ. 141—159. 

S U R LA G E O M E T R I E D I F F É R E N T I E L L E P R O J E C T I V E 
D E S S U R F A C E S R É G L É Ě S 

K P R O J E K T I V N Í D I F E R E N C I Á L N Í GEOMETRII 
PŘÍMKOVÝCH PLOCH 

ALOIS ŠVEC 

Dans ce travail je complète mes recherches sur les surfaces réglées plongées 
dans un espace projectif à dimension impaire en étudiant leurs invariants dans 
tous les cas et par conséquent je résolve les problèmes d'existence des corres
pondances quasiasymptotiques les plus remarquables qui existent entre deux 
surfaces. 

1. Nous envisagerons une surface réglée n 

(1) x(u, v) = y(v) + uz(v) 

plongée dans un espace projectif Pin+1 à 2n + 1 dimensions. Nous nous borne
rons ici à l'étude des surfaces qui ont l'index de développabilité maximum et 
qui satisfont à la relation 

(2) (y,z9t/9z'9 ...,y(">,z<»>) + 0. 

Les courbes y = y(v), z = z(v) soient les quasiasymptotiques de la surface n, 
c'est-à-dire l'espace osculater d'ordre n + 1 de la courbe en question au point 
XGTt soit plongée dans l'espace oscillateur d'ordre n de la surface n- au point x; 
la courbe quasiasymptotique la plus générale est alors donnée par 

(3) x = x(v) = txy(v) + t2z(v); tv t2 = const. 

La normalisation 

(4) (y,z,y',zf, ...,yW,zW) = ± 1 

faite, on obtient les équations différentielles fondamentales de la surface n\ 
n—1 n—1 

(5) 2/<»+1> = 2 a ^ ( i ) + 2 M < ) ' 
i-=0 t=-0 
n—1 n—1 

Zin+1) = V c ^ + VdiZ<V 

Les suppositions faites restent satisfaites si 
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1. on remplace y et z par 

(6) rj = Xy + fлz, g = vy + gz; 

XQ —fлv = ± 1; X, fл, v, Q, = const., 

ou si 

2. on remplace y et z par 

(7) Y = QУ, Z = QZ 

pourvu que ľon remplac simultanément v par 

c L 
(8) V^yQ^åv. 

Sans restreindre la généralité on peut supposer Q > 0; dans le cas Q < 0 on 
peut appliquer (6) avec X = Q = — 1, fл = v = 0 et alors (7) avec \Q\. Les 
substitutions (6) peuvent être remplacées par 

(9) ' tj = Xy + fiz, £ = vy + QZ, XQ—fЛV = 1, 

eventuellement par (9) et 

(Ю) rj=y, C = —z. 

Si j ' introduis sur chaque droite [y, z] les coordonées locales (tx, t2) paг 

(11) x = tгy + t2z, 

on doit avoir après (9) 

x = iiУ + т2C = (Xrг + vr2)y + (fЛГx + QГ2)Z 

de sorte que Гon doit associer à (9) la substitution contragrédient 

(12) tг = Xrx + vr2, t2 = џrx + QГ2. 

Aux équations (5) correspondent les équations analogues 

n—1 n 1 

(13) -,»+-> = 2 {<щ^ + ß&P), £<n+1) = 2 Ш* + <5ІC(І)). 
i=0 i=0 

Le résultat principal d 'E. ČECH est le suivant: Les n formes bilinêaires 

(14) U(t, t*) = — ЪiЏt + aiЏt—ãiЏt + CiЏt 

(i = 0, 1, ...,n— 1) 

sont invariantes pour les substitutions (9) et (12). II s'ensuite que la même pro-
priété a lieu pour les formes 

(15) U(t) = — ЪĄ + (o* — di)Џ2 + cĄ 

et les expressions 
(16) ji =a{ + d{. 
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Pour (10) on a X = 1, Q = — 1, ju =-= v = 0 et on obtient 

#i = oa, bi = fa, Ci = — yi9 di = ôi 

de sorte que Ton a 

(17) fi(t, t*) = jSiTiT* (XiTjT* + ÔiT2T* — yiX^t* = ^ ( T , T*), 

les équations (17) précédentes ayant lieu aussi pour (6) avec XQ —fj,v = — 1. • 
On trouve facilement que les expressions (16) sont invariantes pour (6). 

Il nous reste d'étudier les changements des formes fi(t) et des expressions j{ 

après les substitutions (7) + (8). On a 

d i Y n-2i 

d*Z 
~dT*~ 

Q n Уw + s i . ł _ 1 y « - 1 ' + . . . +Si,0y, 

Q " «» +SІ.І-12"- 1 ) + . . . + S І > 0-

où Sij sont les fonctions en Q, Q', . . . . Les équations fondamentales prennent 
la forme 

n Q. d n + i r ~ v . . - d n _ 1 F . ï. y u_ , r d n " i z 

V18) -TtTn+T = « O 7 + . . . + fln-i -TTT^-T- + b0^ + • • • + W dJ /n+l w 0 - i • • • i "»- l d T/n- l ' " 0 - i • • • i "n-i d J / n - l 

dw+1_ - - d ^ F - - dn-1Z 
dVn+1 = C°Y + * * ' + Cw~l clV»*-- + rf0^ + • • • + ^n-1 dT/n-l 

On trouve facilement 

2 __±i_ _ _ 
(19) di = Q n ai + ri+lA ai+1 + . . . + rn_lA an..x — rn+lfi, 

. 2 ___+!_ 
h = Q n bi + ri+lti bi+1 + . . . + rn-lti b^, 

n—i+1 
c i ==: Q Ci + ^i+l.i c + l + • • • + rn-i,iGn-i> 

2 _ _ ± L _ _ _ 
di = Q n di + r i + l i i di+1 + . . . + rn_ l t i dn_x — rn+lti 

où 
n+2 

(20) r w - = e
 n su. 

Les équations (19) nou§ donnent finalement 
n—1+1 

(21) /,(*) = Q ~~Â(*) + ri+1,Ji+1(t) + ... + r^Jn-At) 
. (» = 0 , 1 , . . . , » — 1 ) 

e 
2 « - - J + I 

(22) ýt = e « £ + r ł + 1 > ł ? ł + 1 + . . . + r^ . íýn-i — 2rn + 1 > ł 

(ť = 0, 1, ...,n— 1). • 
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J'introduis la notation 

(23) Ai = —bi, 2Bi = ai — di, C{ = c{ 

de sorte que j ' a i 

(24) /,(*) =Ait\ + 2Bit^ + dt\; 

les expressions 

(25) Ai = Bf—AiCi (i = 0, 1, . . . , n — 1 ) , 

(26) 0i, = 2BiB—A^—Afii (i > j;i = \, . . . , n — l ; / = 0, . . . , n — 2) 

sont invariantes après (6). En utilisant (7) + (8) on trouve 

n—4+1  

(27) J i = e » _.« + __>_.,__. +.st.©.., 
* ** 

2n—i—3 + 2 

On = p » ©., + ZkrÂr + Zm8t68t 

+ ++ 
où 
* = ( n — 1 > k >i + 1), ** = ( s > £ ; n — 1 >s >i + 1; n — 1 > * > i ) ; 

+ = (n— 1 > r > i ) , ++ = ( s > * ; n — l > s > i ; n — 1 >t>j; [s,t] + [i,j]). 

Considérons la suite 

(28) An.l9 

™n—i, n—2 5 --In—2 5 

fà f) A 

^n—i , n—3, l-,n—2. n—3 , -̂ --n—35 

™n—i.i, Œ'n—2,i> • • • •> ^ i + l . i s ---i > 

^«—1.0? ^ n - 2 . 0 ' 5 ^ 1 0 5 ^ 0 

formée des expressions (25) + (26). Évidemment on a 
oc) Ai —» _4jr <=> i < ?\ 

/S) Ai —» @ra <=> i > s, 
y) @ki~^ @rs o l > s ou l = s, k >r. 

Les équations (27) peuvent alors être écrites sous la forme 
n—i+l  

(29) Ai = Q n Ai + _>] Jcr,Ar + _>] ltt&,t, 

K->Ji w ^ i 
n—i—j+2 

0ij= Q » 0{j + ^ krJr + ^ mâ<08.. 
áт+ ii °Ы-**Ч 
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On voit facilement que la détermination des invariants différentiels projectifs 
unimodulaires d'une surface réglée est équivalente au problème de trouver les 
invariants des formes fi(t) et des expressions /*. 

2. Lors de l'étude des surfaces réglées dans les espaces projectifs un rôle 
important est joué par les formes fi(t) et par les fonctions /*. J'ai les utilisé 
pour l'étudier les correspondances entre deux surfaces, voir [4], [5]. Maintenant 
je vais expliquer les résultats les plus importants. 

Soit donnée dans P2n+X une surface (1), (5) et envisagerons encore la surface 

(30) x(u, v) = y(v) + uz(v), 
n—1 n—1 

(31) 2/<*+1> = 2 «#<*> + 2 ~^>J 

i-=0 i = 0 

n—1 n—1 

i=-p i+0 

n soit plongée dans P2n+iou dans un autre espace P^+i- Soit donnée une corre
spondance quasiasymptotique T être n et n qui fait correspondre projective-
ment les génératrices de l'une des surfaces aux génératrices de l'autre; nou» 
supposerons que T est donné par 

(32) ' u = u, v = v. 

T est toujours la déformation projective du nieme ordre des deux surfaces n et 
n. Même des homographies K = K(v) : P2n+i-> -FWi existent qui font, pour 
chaque v = v0, correspondre la surface n à la surface n de telle manière que le& 
surfaces Kn et n ont pour chaque (u, v0) un contact analytique du nieme ordre. 
Les plus générales de ces homographies sont données par les équations 

* * 
(33) Ky* =, 2 (£) *#«-*, Jfi» = 2 (/) ̂ ~i) (» = 0, ..., n) 

1=0 1=0 

où XQ, . . . , An sont arbitraires. Envisagerons le point 
~"~"~- ~ ~ n+l 

(34) & = **<"+1> - 2 ( n "t l\xa+1-<c« 
i+0 V 

et appelions la droite [x, J3*] la droite K-linéarisante au point #. Dans le cas où: 
^ = (.)x nous dirons que la droite .K-linéarisante au point x est indéterminée., 

L'interprétation géométrique de la droite -K-linéarisante peut être établie 
grâce à l'équation (34): soit y une courbe de la surface n qui passe par le point 
x(u, v) et soit yZDn la courbe correspondante. Pour que les courbes y et Ky 
aient un contact analytique de l'ordre n + 1 il faut et il suffit que la droite 
.K-linéarisante au point x soit indéterminée. Si la droite if-linéarisante est bien 
déterminée et tangente en même temps aux courbes y et Ky, ces courbes ont 
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un contact géométrique de l'ordre n + 1. Si elle n'est pas la tangente commune, 
«lie est le lieu géométrique des points w + x qui ont la propriété suivante: les 
projections des courbes y et Ky du point w comme centre dans l'hyperplane 
quelconque de l'espace P2w+i ont un contact analytique de l'ordre n + 1. 

Nous dirons que la correspondance (32) est une correspondance TPQ(—1 < p, 
0 < q, p < q) si pour chaque v = v0 il existe une homographie (33) telle que 
pour chaque u la droite K-linéarisante au point (u, v0) appartient à la jonction 
de l'espace p-osculateur de la courbe quasiasymptotique au point x(u, v0) avec 
l'espace ^-osculateur de la surface n au point x, c'est-à-dire qu'elle appartient 
à l'espace déterminé par les points 

(35) y, z, y', z', ..., yw, z™, y{v+1) + uz^+1\ . . ., y® + uz®. 

Parmi les homographies (33) on peut caractériser géométriquement les homo
graphies locales, voir [5], 

(36) Ky® = y®; Kz& = z<*> (i = 0, . . . , n). 

On définit les correspondances TPQ comme un cas spécial des correspondances 
TPQ on utilisant seulement l'homographie locale (36). 

Si la correspondance (32) est du type TPQ, on a 

n—i—1 

(37) U(t) = 2 (* } j) Xài+i(t) (• = n — 1, » — 2, . . . , p + 1), 
y=o 

n—i—l 

<38) 2 (***)^*=J'1 + ( n î 1 ) A " + 1 - 1 (» = » — - . » —2» • ••>« + -); 
fc=0 

on peut se borner aux cas p, q < n — 1 et poser Xx = 0, X0 = 1. 

Soit maintenant donnée la surface n par les formes f{(t) et les invariants ^ 
et cherchons toutes les surfaces n qui sont en correspondance Tm avec n. Les 
fonctions j0, . . ., j n ^ choisies, on trouve les coefficients A2, . . . , Xn-q à l'aide du 
système (38) et les formes fp+1, fp+2, . . . , /w_2 à l'aide du système (37); dans ce 
dernier système figurent seulement les coefficients X2, . . . , Xn-v-2, c'est-à-dire 
que les coefficients A»_g+1, An_a+2, . . ., Xn-v-2 sont arbi t ra ires . Enfin les formes 
/o(0> • • • 9 /P (0 s o n ^ arbitraires elles aussi. Étant donnée une surface n, il existe 
toujours des surfaces qui sont en correspondance Tpq avec n et elles dépendent de 
n + vp fonctions d'une variable et dans le cas où q > p + 2 elles dépendent en 
outre de q — p — 2 constantes arbitraires. Ici vp est le nombre d'invariants qui 
définissent les formes f0(t), . . . , fp(t), les formes fv+1(t), . . ., fn-i(t) étant connues. 

On a 

(39) U(t) =U(t) (i =n—\, n — 2, ...,p+ 1), 

(40) ji=ji (i =n—l, n — 2, ...,Q+l) 

M et seulement si la correspondance (32) est du type Tpq. Le problème de trouver 
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la généralité des transformations T^q se trouve donc réduit au problème de 
trouver le nombre vv, les transformations T^\ d'une surface n existent et dépen
dent de q + vp fonctions d'une variable. 

Dans la suite je vais déterminer les invariants d'une surface réglée n dans 
tous les cas ce que nous donne la méthode d'obtenir le nombre vv aussi pour les 
cas spéciaux des surfaces réglées. 

3. Il est utile d'orienter les surfaces réglées en question, c'est-à-dire de con
sidérer seulement les transformations v = v(v) de la variable v pour lesquelles 
dv ^ 
cûT>0-

En cherchant les invariants d'une surface orientée n je vais faire tout d'abord 
une normalisation convenable des points analytiques y(v), z(v) ce que me donne 
Varc privilège grâce à l'équation (4). Alors les expressions fo seront invariantes 
et je trouverai les invariants différentiels des formes fo(t). 

Je dois m'occuper par la signification géométrique des formes fi(t) pour 
obtenir la clasification naturelle des surfaces réglées. J'appelle Fi la courbe 
x = txy + t2z pour Jaquelle f{(t) = 0. Il s'ensuit de (23) que une signification 
géométrique a seulement une telle courbe Fi, qui est en même temps Fi+1, 
" i+2i • • • J I\n-i« 

La condition nécessaire et suffisante pour que Vespace (n + 2)-osculateur de la 
courbe quasiasymptotique qui passe par le point x soit situé dans Vhyperplan 
osculateur de la surface au point x est: le point x est situé sur ta courbe Fn-±. En 
effet, l'espace osculateur considéré est engendré par les points 

* = ky + te, " ky' + te',• • •, hy{n+2) + te(w+2) 

et l'hyperplan osculateur par les points 

y, z, y', z', ..., yc-D, s*»"1), tlV^ + *2z<»>. 

La condition considérée est exprimée par l'équation 

(y, z, y', z', ..., y(-D, z**-1), *#(»> + *2z<»>, *l2,<»+2> + *,*(•+*>) = 0 

ce qui donne 

(y, z, y', z', .. ., y<-D, «(•-->, tlV^ + t&w, 

{t1a^l + ten-i)*/(n) + VA-! + « A - i ^ ) = 
= "&*-l*; + (dn-i — a«-i )^ 2 — Cn-Jl = fn-^t) = 0 

et le théorème est prouvé. 

La condition nécessaire et suffisante pour que Vespace (2n — i + l)-osculateur 
de la courbe quasiasymptotique Fn^, . .., Fi+1 (i > 1) soit situé dans Vhyperplan 
osculateur de la surface au chaque point est: la courbe quasiasymptotique est Fi. 
Supposons que la courbe considérée est la courbe y = y(v), alors nous avons 
&„_! = . . . - = bi+1 = 0 et 

( 4 1 ) yon-i, = o^y + . . . + a ^ n - D + b0z + . . , + b*P. 
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L'espace (2n — i + l)-osculateur est déterminé par les points 
v y,y', ...,y (2 t t- i+1> 

et la condition s'exprime par l'équation 

(y, z, y', z', . . . , y(*-D, 2<»-D, */<*>, y(^i+D) = 0 

ce qui donne — d'après (41) — b{ = 0. 

Dans le cas /n-i(0 -^ 0 nous avons 

(42) /n-i(0 = (<*A — «A) ( M — /»A), 

toutes les autres décompositions étant données par 

(43) US) = (wrA — v«A) ( r - ^ A — " " ^ A ) 

où v = *>(v) 4= 0 est une fonction arbitraire. Si j 'introduis la notation 

(44) (oct) = «A — «A, (j8* ) = M — M , 

y («a') = a^ î — atipij (PP') = P2P1 — P1P2, 

j ' a i 

(VOL, v-*p) = (ocP), (va, (VOL)1) = v*(ococ') 

et je peux écrire 

(45) /„_,(() = (d) (fit). 

La clasiflcation des surfaces réglées est la suivante: 

c a s l : (ccP)^O, (ou!) * 0, (Pp').+ 0, 

la surface possède deux courbes Fn~i non-quasiasymptotiques; 

cas I I : (ocP) =4= 0, (ou!) + 0, (PP') = 0, 

la surface possède une courbe quasiasymptotique Fn~x et une autre courbe 
Fn-2. qui n'est pas quasiasymptotique; 

cas I I I : (ocP) #= 0, (ococ') = 0, (fl8') = 0, 

I I I 1: la surface possède deux courbes quasiasymptotiques Fw-i, Fn-2, . . . , 
Fi+1 qui ne sont pas Fi, 

I I I 2: la surface possède deux courbes quasiasymptotiques -Fn-i, Fn-2> • • •> 
_Fi+1 et une seule est F7*; 

cas IV: («0) = 0, (ou!) 4= 0 et donc (/5/3') + 0, 

la surface possède une courbe double Fn^ qui n'est pas quasiasymptotique; 

cas V: (ocP) = 0, (ou!) = 0 et donc (ppf) = 0 mais / ^ ( t ) =é 0, 

Via : la surface possède une courbe quasiasymptotique double Fw-i, . . . , 
Fi+1 qui n'est pas Fi9 
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Vlb: la surface possède une courbe quasiasymptotique double .Fn-i, . . . , 
Fi+1 qui est une courbe Fi simple, 

V2: la surface possède une courbe quasiasymptotique double Fn-l9 ..., F0; 

cas VI: /n_i(0 -i 0, 

toutes les courbes de la surface sont Fn^. 
La clasification précédente est projectivement invariaijLte. Je vais m'occuper 

par tous les cas. 

4. CAS I. Ce cas a été étudie par E. CECH, voir [2], [3]. On a An-X + 0 et la 
normalisation des points y(v), z(v) est faite par l'équation 

(46) _n_! == sgn A^ = e = ± 1 

ce que nous donne un paramètre déterminé à une constante aditive près et 
nommé Varc projectif. Supposons que v soit l'arc projectif, alors j'introduis les 
formes 

(47) / /;_i (t) = ^ ;_ i t\ + 2K-1 txt2 + c;_i t\, 

Atx + Bt2 Btx + Ct2 
í7»-i(0 = A\ + B't2 B'tx + C't, 

et les expressions 
(48) h = B'1-r— A'^d-L. 

• " n - l J-*w—i ^n—i 

k = An—i ..B«_i Onr-i 

-n-n—1 J->n—l W—1 

On a ft + 0 et £ = — 1 nous donne h > 0. Les formes fn-x(t) /^_i (t) et grn_1(̂ ) 
sont linéairement indépendantes de sorte que je peux écrire 

(49) fi(t) = Lifn^(t) + Mifi-, (t) + Nig^t) (i = 0, 1, . . . , n — 2). 

THÉORÈME I. La surface réglée orientée (cas I) est univoquement déterminée 
par les invariants e == ± 1, h + 0 (h > 0 pour e = — 1), k, L0, ..., Ln-2, 
M0, . . . , Mn_2, N0, . . . , Nn-2> 7o> • • • ? jn-i comme fonctions d'arc projectif. 

5. CAS IL On a ._«_-. =|= 0 et je peux normaliser par l'équation (46) ce que 
me donne l'arc projectif. Maintenant h = 0 et les formes fn-i(t), /«—1, gn-i(t) 
sont linéairement dépendantes et je dois chercher une autre méthode pour 
d'obtenir tous les invariants. 

De ((Sp') = 0 j'obtiens &:JS2 = const.* alors il existe une telle décomposition 
(42) que ftl9 p2 =• const. Après une substitution 

h = M — j8A, t2 = vt± + yt2 

Mi + vA = ± 1) : 
j'obtiens (j'écris t{ en lieu de U) • 

(50) fn-M = *i(-4n-A + 2Bn.J2). 
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L'équation (46) est alors 
An-X = Bn~i = s = 1 

et on a 

(51) Bn-X =<t = ± 1, 

(52) fn^(t) = t^An^t, + 2<r*2). 

La transformation (6) la plus générale qui conserve (52) est 

(53) tx = cpXtx, t2 = fj,^ + X-%, 
A 4= 0; X, /u = const.; <p = ± 1; 

<p = — 1 change le signe de la forme fn-i(t). On a 

(pfn-i(t) = cpÂi^An-icpiïî + 207^ + 2oX-H2), 

(54) ~Ân-i = <Ml4n_! + 2o*/| 

et 
-ái- l = <pk2A'n-l , A'n-i = (ptfAn-! 

de sorte que 

(55) - D - T ? - 1 

-«•n—1 

est l'invariant. On a .4^1 + 0 parce que An-1=
: const. nous donne (oox') = 0. 

La forme fn-\(t) est déterminée par c = ± 1 et D d'une manière suffisante. 
En effet, soit D = $D(v) dv, D = ]e^dv. Alors la solution générale de l'équa
tion (55) est 

An—1 = CjLJ + C2, C1 =p U, 

et la forme /n-i(0 est 

(56) fnS) = ^((cxD + c2)tx + 2at2), cx 4= 0. 

Toutes les formes justement écrites sont équivalentes parce qu'il existe tou
jours une substitution (53) qui transforme (56) dans la forme 

fn-x(t) = t^Dt, + 20*,). 

II suffit de choisir 

<p = sgn cx, A2 = crV> 11 = — Y a(pAc2. 

Les formes fn-i(t) et fn—\ (t) = A'n—i t\ sont linéairement indépendantes. Soit 
fi(t) la première forme entre /n-2(0> • • •> /o(0 VOUT laquelle fn-i(t), f'n-i(t), f%(t) 
sont linéairement indépendantes. Les expressions 

(57) Ai=Bf— Aid, 
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(58) 01 = 0^,1 = 2cr_4 — A^fii, 

(59) 02 = ©(/., fl-i ) = — A'^ d 

déterminent la forme /4(j ) : on a 

On a Ci 4= 0 (et 02 ={= 0) parce que au contraire les formes fn-x(t), f'n—i(t), fi(t) 
soient linéairement dépendantes. Enfin nous avons 

(60) f8(t) = Lsf^t) + MJ'^ (t) (s = n — 2, n — 3, . . . , * + 1), 

(61) fr(t) = Lrf^it) + « - i (*). + Nrfi(t) (r = i — 1, i — 2, . . . , 0); ^ 

Lj, Mj, Nj sont les invariants. 

THÉORÈME II. La surface réglée orientée (cas II) est univoquement déterminée 
par les invariants a = ± 1, D, Ai, 0l9 02 + 0, LQ, ..., _.4_j., Li+1, ..., Ln_2, 
MQ, . . . , Jfi-i, Mi+1, ..., Mn_2, N0, ..., Ni.!, j0, . . . , ;n_i comme fonctions 
d'arc projectif. 

6. CAS III. On fait la normalisation comme dans le cas précèdent. Alors je 
peux écrire après une substitution convenable 

(62) /„_,(*) =2(T^2, a = ± 1 

et les substitutions admissibles prennent la forme 

(63) tx = (pXtx, t2 = X~H2; 

0 + X = const., ÇJ = __ 1. 

Soit fi(t) la première des formes fn-2(t), ..., f0(t) qui n'est pas le multiple de 
U-At), soit p. ex. Ai =j= 0. Alors 

- 2 / 2 
2 <pfi(t) = AJLH\ + 2Bi<pt1t2 + c&-n 

et 

(64) Ai^yKAi. 

L'expression 

(65) E = A . 
__i 

est invariante. Les autres invariants sont @w_lti = 2o_?i (c'est-à-dire Bi est 
V invariant) et Ai. La forme ft(t) est déterminée par les invariants E, Bi9 Ai. 

Je considère la forme 

(ft g ot-± 

A fa + Bit2 Bfa + C42 
= — a(Ait\ — CĄ); (66) ^ . , ( 0 = 

j 'ai 
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(67) [fn-1,fi,9n-1.i] = 

0 0 0 
Äi Д o. 
Äi 0 —CІ 

= 20AÍCÍ 

Je dois subdiviser le cas I I I : 

cas I I I 1 : d + 0; cas I I I 2: d = 0. 

Pour le cas I I I 1 on a 

(68) f8(tf= Lsfn_x (t) (s = n — 2, ..., i + 1), 

69) fr(t) = LTfn.x(t) + MrU(t) + Nrgn.lti(t) (r = i — 1, . . ., 0) 

et Lj, Mj, Nj sont les invariants. 

THÉORÈME I I I 1. La surface réglée orientée (cas I I I 1) est univoquement 
déterminée par les invariants a = ± 1, E, B{, A{, L0, . . ., I-H-I- Li+1, .., Lw_2, 
M0, .. ., M^, N0, . .., Ni-!, 1o, . . . , jn-i comme fonctions d'arc projectif. 

Pour les surfaces du type I I I 2 on a 

fi(t) = Ait\ + 2Bit1t2, jfn_li4(0 = — oAit\. 

Soit fj(t) la première des formes ft-^t), . . . , f0(t) pour laquelle les formes /,•(£), 
fn-i(t), fi(t) sont linéairement indépendantes; on doit avoir Cj + 0. Les fonctions 
Àj, @n-i,j = 2o_?,et 

(70) G =- ©(/,-, gn.lti) =oAiCj 

sont les invariants qui déterminent la forme /,(£). En effet, _?, est l'invariant 
et on a 

il est aisé de voir que l'on a 0 + 0. Enfin on a 

(71) /,(*) = L,/n-i(*) (* = n — 2, n — 3, . . ., t + 1), 

(72) /,(*) = L^S) + JfrA(0 (r = i — 1, i — 2, . . . , j + 1), 

(73) fv(t) = LJ^t) + MM) + NM) (p=j—l,j — 2,...,0) 

THÉORÈME I I I 2. La surface réglée orientée (cas I I I 2) est univoquement 
déterminée par les invariants a = ± 1, E, Biy A^ 0 += 0, _?,, zl„ L0, . . . , L ,^ , 
-kj+l> • • •> ---/i-i> L'i+i? • • •? Ln-2> -l"o> • • •> -"M-l> Mj+1, . . . , -M-J-JL, N0, . . . , Ny-j,, 

?0, . . . , '̂n-i comme fonctions d'arc projectif. 
7. CAS IV. Dans ce cas je peux écrire 

(74) /„_,(*) -= («*)• où (a*') + 0. 

J 'introduis la normalisation par l'équation 

(75) (**') = 1, 
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l'arc correspondant s'appelle l'arc projectif. On a (ococn) = 0 et 

(76) oc\ = aocx, 0C2 = aocz, 

a étant l'invariant qui détermine la forme fn-x(t) d'une manière suffisante. J'ai 

<77) fn-x(t) = oc\t\ — 2oc1oc4J2 + oc\t\, 

(78) / ; _ i (t) = 2oc2oc2t\ — 2(oc[oc2 +r oc^t^ + 2oc1ocit\, 

le discriminant de la forme /^_i (t) étant 

(oc\Oc2 + «idfc)2 — ^a^aiflte = (ocio^ — OC&2)2 = (ococ)2 = 1. 

Je peux écrire fn—1 (t) sous la forme 

<79) fi-,(t) = 2(oct) (oc't) 

et deux cas peuvent se présenter: 

I V l: (oc'oc") + 0; I V 2: (oc'oc") = 0. 

Ces cas correspondent aux cas I et II en substituant la forme /w-i(0 par la 
forme /̂ —î (t). Je détermine la forme fn-x(t) et /̂ __i (£) par l'invariant a et alors je 
peux calculer les invariants des formes fn-2(t), . . . , f0(t) comme dans les cas 
précédents I et II, la forme /«_1 (t) étant normalisée comme on le suppose pour 
ces cas considérée. 

8. CAS V 1. Pour ce cas on a 

<80) V - i W = - 4 - i * ï (^n-i + 0); 

je vais considérer deux sous-cas: 

eas V 1: il existe entre les formes fn-2(t), . . . , f0(t) une forme qui n'est pas le 
multiple de /n-i(0; 

cas V 2: toutes les formes fn-2(t), . . . , f0(t) sont les multiples de la forme fn-x(t). 
Ici je vais étudier le cas V 1. Soit fi(t) la première des formes qui n'est pas le 
multiple de fn-x(t). Encore deux sous-cas peuvent se présenter: 

cas V la: &n-lt% = — An-xCi =j= 0, 

oas V lb: 0n_lti = — An^Ci = 0. 

Considérons le cas V la. Alors on voit facilement que ©n-lti est la première 
expression dans la suite (28) qui est différente de zéro et à l'égard de (29) je 
peux normaliser par l'équation 

(81) <9n-lfi = — An-xCi = s = ± 1. 

La forme fn-x(t) admette des substitutions 

<82) t± = (pÛx, t2= lri1 + k-H2, 

0 =f= A, n = const., (p = ± 1 

de sorte que 
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(83) F = ^=L\An_i^z0) 

est l 'invariant. Les autres invariants sont Ai, 

(84) / = [/«-i, ы a = 

_ 4 n _ ! 0 0 

J±i Hi L/i 

Ai Jt>i Cj 

= An^BiCl — Bld) 

qui déterminent les formes fn-x(t) et f{(t). En effet, on peut choisir, pour v = v0y 

les valeurs initiales _4n_1(_'0), Bi(v0) des fonctions -4n_1? _?*. Après (82) on a 

?/,_!(*) = An.xX% 

<pfi(t) = AiXH\ + 2BicpXÏ1(fxF1 + A-^2) + Ci(/É + A^Q 

de sorte que l'on a 

_4n_! = (pX2An_^ Bi = Bi + (p/aX^Ci-, 

donc on peut choisir les valeurs initiales 

_4n_i(i;0) = 1, Bi(v0) = 0. 

Il est suffisant de choisir 

(p = sgn _4n_l5 A = | ^ n - i | " 2 , pt = — (pXBiCr1 

pour que l'on ait _4n_! = 1, __?* = 0. Alors on a 

CiK) = — e> -4iK) = e^i(^o) 
et le reste de la démonstration s'ensuit du théorème sur Vunicité des solutions 
des équations différentielles (83), (84). 

Je considère la forme 

9n-lti(t) = 

pour laquelle on a 

An-A 0 
AA + Bit2 Bfix + Cit2 

— _4n_i_Diř1 £t±t2 

L/w-l , fi , _/n-i,tJ — 

_4n_i 0 0 
A-i ±>i \JÍ 

An-xBi —je 0 
--^-eAn-iCi - — y -

Alors 

(85) /,(*) = Lsf^t) (s = n — 2, n — 3, . . . , . + 1), 

(86) /f(t) = __.,/«--.(-) + Mrfi(t) + Nfln_lti(t) (r = i — 1, * — 2, . . . , 0); 

2>?, J_T?, N, sont les invariants. 

THÉORÈME V la. Xa surface réglée orientée (cas V la) est univoquement dé-
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terminée par les invariants e = _ 1, F, J, Ait L0, . . ., 2-H_15 Li+1, . . . , Ln„2, M0T 

. . . , Mi-l9 N0, . . . , Ni-!, ?'o, . . . , jn-i comme les fonctions d'arc projectif. 
Pour le cas V lb on a Ci = 0 ce que donne — les formes fi,(t) et (/n-i(0 étant 

linéairement indépendantes — Bi + OetAi + 0. Alors zli est le premier membre 
de la suite (28) qui n'est pas égal à zéro et je peux normaliser par l'équation 

(87) Bi = a= ± 1 ; 

l'arc correspondant étant l'arc projectif. Comme dans le cas V la l'expression 
(83) est un invariant, Vautre invariant étant la fonction 

(88) G= Ai 

-4W—i 

Les formes fn-i(t) et fi(t) sont suffisament déterminées par les invariants aT 

F, G. En effet, soit 

F =$Fdv, G = \GeFàv, 

alors la solution la plus générale du système (83) + (88) est 

An_x = cxe
F, Ai = cxG + c2; 0 4= c1? c2 = const.; 

mais chaque deux solutions de ce type sont équivalentes à l'égard de (82): on a-

~Âi = cpiïAi + 2aXjLi, Ân_± = cptfA^ 

et si je choisis 

o 1 1 
^ = sgn c^ X--==9 fJL^_^(paXc2, 

j 'obtiens ' 

Âi = G, Xn_x = ef 

ce que prouve l'affirmation énoncée. 

Les formes fn^(t), fi(t), fj(t) soient linéairement indépendantes de sorte que 
l'on a Cj 4= 0. Je détermine la forme fj(t) par les invariants 

(89) e1^en^i = — An^1cj, 

(90) 02 = 0U = 2oBi — AiCi, 

(91) Ai = Bf—AiCi 

d'où 
©i • „ _ 02 + Aid A _ Bf-Ai 

Cj = - , Bj = , AĄ = 
- W "* 2<т ' ~ , _ 0, 

Enfin on a 

(92) ft(t) = L.fn-гЏ) (s = n — 2, n — 3, . . . , i + 1), 

(93) fr(t) = Lrfn^(t) + MrП(t) ( ř = ť — 1, » — 2, . . . , j + 1), 
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(94) /,(*) = LJn^(t) + MM) + NvU(t) (p = 7 — 1, / — 2, . . . . 0); 

Lk, Mk, Nk étant les invariants. 

THÉORÈME V 1b. La surface réglée orientée (cas V lb) est univoquement dé
terminée par les invariants a = -£- 1, F, G, 0X #= 0, &2, Ai9 L0, ..., Lf_l9 Lj+1, 
. . . , ii_!, Li+1, ..., Xn_2, M0, . . . , Jf,_1? -M,+1, . . . , A-Vi, N0, . . . , Nj-l9 j0, . . . , 
*/«_! comme fonctions d'arc projectif. 

9. CAS V 2. Dans ce cas toutes les formes /n-2(0> • • • > /o(0 SOI-t - e s multiples 
de la forme fnS)- Tout d'abord je détermine le facteur Q de sorte que An^ 
soit constant et alors je régarderai seulement les transformations (7) pour 
lesquelles An_1 reste constant, c'est-à-dire pour lesquelles Q' = 0. Donc je vais 
•employer les transformations 

<95) Y = cy, Z = cz, 0 < c = const. 

suivi par 

dV = c™ dv; 

<96) tx = (pUx, t2 = ixtx + X~H2, 

0 4= A = const., ç> = ± 1. 

Alors on a — d'après (95) + (96) — 
^ 2 n - i + l 

<97) Ai=<pX2Ai =cpc n A*Ai. 

Je vais demander que l'équation 

<98) An-X = 1 

.ait lieu ce que nous donne 

<99) X = cn 

êt j'obtiens 
w—i—1 

(100) Ji=c n~Ai, 

(101) Ji= c~2 n ji. 

Soit Ar le premier membre de la suite An_2, . . . , A0 qui n'est pas égal à zéro, 
alors j'introduis l'arc projectif par l'équation 

(102) dw = lAr]1*-*-1 dv, 
les expressions 

U03> ï™, 
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(104) D, = .ár11-4/1-*-1 (?=r— l , ' . .- . ,0), 

(105) * = A;1^*-*-1 (* = n — l v . . . , 0 ) 

sont les invariants. 
Si .<4n_2 =. . . . . = A0 = 0 et is j8 est le premier membre de la suite jn^x, . .A. ;0 

qui n'est pas égal à zéro, j'introduis l'arc projectif par l'équation 

(106) dw = l ^ l ^ - ^ d i v 

lex expressions 

m ' i£M; 
»—*+l 

(108) t, = J T 1 | J , | " ^ + 1 (I = 8— 1, . . . , 0) 

étant les invariants. 

Si ^4n_2 = . . . = A0 = ;n-i = • • • = h = 0, les équations différentielles de 
la surface sont 

(109) 2/<*+1> = z*""1*, z<n+1> = 0 

e t on t rouve 

(110) z=c0 + cxv + YC*V* + • • • + ( n — 1 ) 1 Cw'll;W"1 + ^ T Cnî;n' 

2/ = cn+1 + cn+2v + y cn+zv* + . . . . + — C2n+1v» + 

+7^T^ c ^ n + 1 + -WTWCn^2' 
Si 

y = (2/o> • • • 9 y2n+i)> z = (2o> • • • > z2»+l)> 

alors la surface (110) est homographique à la surface dont les courbes directrices 
sont 

(111) 2 / i=0 (0<_if_;tt — 2), 

^ = ( y _ n
1 _ i ) t t7/"n"1 ( ^ + 1 - ^ / - - 2 n + l ) ; 

** = 7T v* (° --- i -^ n)> 
il 
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Zj = 0 (n + 1 < j < 2n + 1). 

La surface algébrique obtenue est une généralisation de la surface de Cayley. 

THÉORÈME V 2. La surface réglée orientée (cas V 2) est univoquement détermi
née par les invariants 

a) sgn A09 . . . , sgn Ar + 0, sgn j09 . . . , sgn j ^ l 9 — ° J J f | , D0, . . . , A r i r 

i0, . . ., in~x comme fonctions d'arc projectif (102); on doit avoir sgn D0 = . . . = 
= sgn D r-i = sgn i0 = . . . = sgn in-x = sgn Ar\ ou 

b) sgn j09 . . . , sgn ^ j , sgn j8 =f= 0, — ë | / a | , i0, . . . , ig_x comme fonctions 

d'arc projectif (106); on doit avoir sgn i0 = . . . = sgn is_x = sgn j8; ou 
c) powr An__2 = • • • = -4o = jn-i = • • • = j0 = 0 la surface en question est 

homographique à la généralisation de la surface de Cayley. 
10. CAS VI. Dans le cas où fn-i(t) = 0 je vais appliquer la théorie précédente 

la rôle de la forme fn-x(t) étant jouée par la première des formes fi(t) pour la
quelle fi(t) + 0. Dans le cas 

fn.x(t) = fn-2(t) = . . . = / o ( 0 = 0 

les équations de la surface n prennent la forme 

(H2) y ^ = j0y + hy' + . . . + jn-iy^, 

Z(-+D = j0Z +.J±Z' + . . . + jn-iZ*-* 

et la surface considérée est formée par les jonctions des points des deux cour
bes homographiques plongées dans deux sous-espaces à n dimensions d'espace 
fondamental P2n+i-

RESUMÉ 

Ve svých pracech [4], [5] jsem studoval pomocí tzv. linearisujících transfor
mací quasiasymptotické korespondence mezi dvěma přímkovými plochami 
vnořenými v projektivní prostor liché dimense. Ukázalo se, že nejdůležitější 
korespondence, zobecňující přirozeným způsobem projektivní deformace, úzce 
souvisejí s korespondencemi, zachovávajícími jisté formy a invarianty, užívané 
v Čechově teorii přímkových ploch, viz [2], [3]. Existenční problémy těchto 
korespondencí jsem tak převedl na problém nalezení úplného systému projek
tivních diferenciálních invariantů přímkové plochy, který E. Čech rozřešil 
pouze pro nejobecnější typ ploch. Výsledkem této práce jest udání takového 
systému invariantů pro všechny přímkové plochy s maximálním indexem roz-
vinutelnosti vnořené v projektivní prostor liché dimense. 
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