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1961 AcTtA UNIVERSITATIS CAROLINAE — MATHEMATICA NoO. 3, PAG. 141—159.

SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE PROJECTIVE
' DES SURFACES REGLERS

K PROJEKTIVNI DIFERENCIALNI GEOMETRII
PRIMKOVYCH PLOCH

Avois Svec

Dans ce travail je compléte mes recherches sur les surfaces réglées plongées
dans un espace projectif & dimension impaire en étudiant leurs invariants dans
tous les cas et par conséquent je réselve les problémes d’existence des corres-
pondances quasiasymptotiques les plus remarquables qui existent entre deux
surfaces.

1. Nous envisagerons une surface réglée »
(1) 2w, v) = y(v) + uz()

plongée dans un espace projectif Py,,; & 2n + 1 dimensions. Nous nous borne-
rons ici & I’étude des surfaces qui ont I'index de développabilité maximum et
qui satisfont & la rélation

(2) . (."/, 2, 3/, Z’, ey y("), z(ﬂ)) + 0.

Les courbes y = y(v), 2 = 2(v) soient les quasiasymptotiques de la surface =,
c’est-a-dire 1’espace osculater d’ordre n -+ 1 de la courbe en question au point
x € msoit plongée dans I’espace osculateur d’ordre » de la surface = au point z;
la courbe quasiasymptotique la plus générale est alors donnée par

(3) z = z(v) = Ly(v) + tz(v); ¢, ¢, = const.
La normalisation
(4) (¥, 2,952 ..., ym,zm) = 41
faite, on obtient les équations différentielles fondamentales de la surface r:

n—1 n—1
(5) Yot — z ay® + z bz,

: i=0 i=0
n—1
2+l — C,y(') + Z 52(‘.)."

Les suppositions faites restent satisfaites si
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1. on remplace y et z par
(6) ' n =2+ puz, &=ry+ oz
Ao—wv =+ 1; A u,v 0, = const.,
ou si
2. on remplace y et 2 bar
(7 Y=oy, Z =gz

pourvu que I'on remplace simultanément » par

2
(8) V= (o[ dv.

Sans restreindre la généralité on peut supposer o > 0; dans le cas ¢ < 0 on
peut appliquer (6) avec A =p =—1, u =» = 0 et alors (7) avec |g|. Les
substitutions (6) peuvent étre remplacées par
(9) =M+ uz, {=vy+oz Ao—pw =1,
eventuellement par (9) et
(10) n=vy, (=—az

Si j’introduis sur chaque droite [y, 2] les coordonées locales (¢, t,) par
(11) ' x =ty + bz,

on doit avoir aprés (9)

T =1y + 10 = (A, + 7))y + (u7 + 0Tr)2
de sorte que 1’on doit associer & (9) la substitution contragrédient
(12) t, = Aty + v, b = uty + 07,

Aux équatibns (5) correspondent les équations analogues

n—1 . n—1
(13) N = (@ + BLO), LoD = (rin® + 6L9),
i=0 i=0
Le résultat principal d’E. CEcH est le suivant: Les n formes bilinéaires
(14) fit, t*) = — bttt + a’it_lt; — ditatt + citats
(G=0,1,...,m—1)

sont invariantes pour les substitutions (9) et (12). Il s’ensuite que la méme pro-
priété a lieu pour les formes

(15) f,,(t) = — bitf + (a,— —_ d,,;)tltz + Cit:
et les expressions
(16) Ji = ai + d;.
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Pour(lO)onaZ:l,gz;l,ﬂ=v=0etonobtient

a=a, bi=pf, c=—yp, di=3d
de sorte que ’on a
(17) filt, t*) = Bity Tt — ity T + 85t — piTath = — @i, T¥);
les équations (17) précédentes ayant lieu aussi pour (6) avec lo —ur = — 1.-

On trouve facilement que les expressions (16) sont invariantes pour (6).
Il nous reste d’étudier les changements des formes f;(f) et des expressions j;
apres les substitutions (7) 4 (8). On a

ady == , -
qmw et Yt Siia YV 4 o+ S0y,

i n—2i
%% =0 " 20 4 8 ,20D L.+ 802
ou s;,; sont les fonctions en g, ¢, . ... Les équations fondamentales prennent
la forme
dnt1y d»-1y a1z

(18) W,ﬁ_—l=;oy+ +En—1m‘f+goz+ "'+5“‘1W’

dnt1z — 4y - - ds1z
W=CDY+...+cn_1W+d0Z—|—...+d_1—d—Vr1—-

On trouve facilement -

n—i+1
2 — — —_
(19) =0 " @+ TigiGngt ..o F TagiCuog — Pagris
2p—i+1 -

bi=0 " bi + 7i+1.i73i+1 + i+ Fari by,

n—i+1

g1t~ _

Ci =0 " ¢ + Ti+1.1 Cha + oo e Cn-q>
9 n—i+41

d; = 4 " E; + 'ri+1.iil~i+1 B P Sl ‘z:-l — Tni1.i

ou
n42

(20) - : rii=e0 " Sij-

Les équations (19) nous donnent finalement
2 n—i+1 _ _ _
(21) i) =¢ " [l + riifin@®) + oo A i fas(?)
S (E=0,1,...,m—1)

et

(22) Ji

n—i+1 :
e " JitTimidiat ..+ Pagifa — 21
(t=0,1,...,n—1). -
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J’introduis la notation

(23) Ai=—0b;, 2B,=a;—d;, Ci=¢
de sorte que j’ai

(24) filt) = Aig? + 2Bitt, + ci?;

les expressions

(25) Ai =B —AC; (i=01,...,n—1),

(26) @ii =2BiB,'-—A,;Cj-—-A,'01‘ (’l/ > ?, 1= 1, ..., ’n—l,j: 0,..., 'n—2)

sont invariantes apres (6). En utilisant (7) + (8) on trouve
n—i+1

(27) Ai=o' " i+ Zrtidy + 16,
* *xk

2 2n—i—j+2

O, =9 "0+ fkfzb +£Lmat§u

Y

ol
*=m—1>k>1+1), »*=@E>tn—1>s>t+1;, n—1>t>1);
t=m—1>r >1), H=(@>n—1>8>1;n—1 >t >j3; [s,t]*F[s,7]).

Considérons la suite

(28) Any,
@n—l. n—2- An—z ’

@"—1- n—38» @%—2. n—3> A n—3>

---------

formée des expressions (25) + (26). Evidemment on a

a)d; - 4; o 1 <j,
B)4i -6, = 1> s,
Y)Ou— 0Oy &> 1>8 ou l=s, k>r

Les équations (27) peuvent alors étre écrites sous la forme

n—i+1
(29) 4; = 94 " ZT@ + Z kr’ZTr + Z 14Ot
a7 6u>4;
g n—ii+2 B .
9':',1': Y " @ii -+ z kA, —+ Z Mgt Oy .
4,6, Ot 96:'7"
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On voit facilement que la détermination des invariants différentiels projectifs
unimodulaires d’une surface réglée est équivalente au probléme de trowver les
invariants des formes fi(t) et des expressions j;.

2. Lors de ’étude des surfaces réglées dans les espa,ces projectifs un réle
important est joué par les formes f(f) et par les fonotions j7;. J’ai les utilisé
pour I’étudier les correspondances entre deux surfaces, voir [4], [6]. Maintenant
je vais expliquer les résultats les plus importants.

Soit donnée dans P,,,, une surface (1), (5) et envisagerons encore la surface

(30) #(u, v) = y(v) + u2(v),
n—1 n—1 ]
(31) yord =D ayo + Z bz,
i=0 =0
n—1
Znth) — ci:’/m + diz“’

7 soit plongée dans Py, ou dans un autre_ espace Py, .,. Soit donnée une corre-
spondance quasiasymptotique T' etre m et m qui fait correspondre projective-
ment les génératrices de I'une des surfaces aux génératrices de ’autre; nous
supposerons que 7' est donné par

(32) ’ u=u v=uo.

T est toujours la déformation projective du n**® ordre des deux surfaces = et
n. Méme des homographies K = K(v) : Pynyy —> Ppay, existent qui font, pour
chaque v = v,, correspondre la surface # & la surface z de telle maniére que les

surfaces Kx et = ont pour chaque (%, v,) un contact analytique du n**®¢ ordre.
Les plus générales de ces homographies sont données par les équations

)  Kyo =Y [;] hyor, Koo =Y [;] Az (=0, ..., n)
i=0 =0

ol Ay, ..., A.sont arbitraires. Envisagerons le point
T T a4+l
(34) Z = Kz -—2 (n-: 1]An+1—i¢xm
i+0

et appellons la droite [z, &’ la droite K-linéarisante au point z. Dans le cas out
& =(.)x nous dirons que la droite K-linéarisante au point x est indéterminée.

L’mtérprétatmn géométrique de la droite K-linéarisante peut étre établie
grace & I'équation (34): soit y une courbe de la surface = qui passe par le point
x(u, v) et soit yDx la courbe correspondante. Pour que les courbes y et Ky
aient un contact analytique de I'ordre n + 1 il faut et il suffit que la droite
K-linéarisante au point z soit indéterminée. Si la droite K-linéarisante est bien

déterminée et tangente en méme temps aux courbes y et Ky, ces courbes ont
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un contact géométrique de I’ordre » + 1. Si elle n’est pasla tangente commune,
elle est le lieu géométrique des points w == z qui ont la propriété suivante: les
projections des courbes y et Ky du point w comme centre dans I’hyperplane
quelconque de I’espace P,,,, ont un contact analytique de 'ordre n + 1.

Nous dirons que la correspondance (32) est une correspondance Tp(—1 < p,
0 < ¢, p < q) si pour chaque v = v, il existe une homographie (33) telle que
pour chaque u la droite K-linéarisante au point (u, v,) appartient & la jonction
de I’espace p-osculateur de la courbe quasiasymptotique au point z(u, v,) avec
L'espace g-osculateur de la surface = au point z, c’est-a-dire qu’elle appartient
4 l'espace déterminé par les points

(35) Y, 2, y’, 2, ..., y(P), 2@, y(‘P+1) -+ uz(I)‘H), e Y9+ uz@,

Parmi les homographies (33) on peut caractériser géométriquement les homo-
graphies locales, voir [5],

(36) Kyo = yo; Kz =20 (1 =0,...,n).

On définit les correspondances 75, comme un cas spécial des correspondances
Ty, on utilisant seulement ’homographie locale (36).

St la correspondance (32) est du type Ty, on a
n—i—1

@ = 2 [T G=n—Lu—z2 . p+),

per S

?

n—i—1
(38) Z [@_]tk) AJirr = Ji _}_(n-i'-l] Aipii C=n—1n—2...,9g+4+ 1)
k=0

on peut se borner aux cas p, ¢ <<n — 1 et poser 4, = 0, 4, = 1.

Soit maintenant donnée la surface = par les formes f,(t) et les invariants i

et cherchons toutes les surfaces = qui sont en correspondance 7', avec n. Les

fonctions jy, . . ., jn_, choisies, on trouve les coefficients 4,, . .., A,—, & 'aide du
systéme (38) et les formes f,,;, fpi2, - - -» fumy & 'aide du systéme (37); dans ce
dernier systéme figurent seulement les coefficients A,, . .., An_p—p, c’est-a-dire
que les coefficients A,_q,15 An—gia, - - -5 An—p—s SONT arbitraitres. Enfin les formes
fo), ..., fo(t) sont arbitraires elles aussi. Etant donnée une surface m, il existe
toujours des surfaces qui sont en correspondance T, avec 7 et elles dépendent de
n + v, fonctions d’une variable et dans le cas ow ¢ > p + 2 elles dépendent en
outre de ¢ — p — 2 constantes arbitraires. Ici v, est le nombre d’invariants qui

définissent les formes f,(¢), . . ., f,(¢), les formes f, ,(?), ..., fa_;(t) étant connues.
On a ‘

(39) ity =fHt) @G=n—1,n—2 ...,p+1),

(40) ji=% @=n—1,n—2,...,0+1)

81 et seulement st la correspondance (32) est du type T'5,. Le probléme de trouver
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la généralité des transformations T'j, se trouve donc réduit .au probléme de
trouver le nombre v,; les transformations Ty d’une surface n existent et dépen-
dent de ¢ + v, /‘onctions d’ume variable.

Dans la suite je vais déterminer les invariants d’une surface réglée = dans -
tous les cas ce que nous donne la méthode d’obtenir le nombre Vo aussi pour les
cas spéciaux des surfaces réglées.

3. Il est utile d’orienter les surfaces réglées en question, c’est-a-dire de con-

sidérer seulement les transformations v = v(v) de la variable » pour lesquelles
dv . _
v > 0. -

En cherchant les invariants d’une surface orientée = je vais faire tout d’abord
une normalisation convenable des points analytiques y(v), z(v) ce que me donne
Parc privilégé grace a ’équation (4). Alors les expressions §; seront invariantes
et je trouverai les invariants différentiels des formes fi(t).

Je dois m’occuper par la signification géométrique des formes f;(t) pour
obtenir la clasification naturelle des surfaces réglées. J’appelle F; la courbe
x = t,y + t,z pour.aquelle f;(t) = 0. Il s’ensuit de (23) que une signification
géométrique a seulement une telle courbe F; qui est en méme temps F;,,,

42« o> Fnye

La condition nécessaire et suffisante pour que Vespace (n + 2)-osculateur de la
courbe quasiasymplotique qui passe par le point x soit situé dans Uhyperplan
osculateur de la surface au point x est: le point x est situé sur la courbe F,_,. En
effet, ’espace osculateur considéré est engendré par les points

€=ty + bz, by + bz, ..., by™D | fetD
et ’hyperplan osculateur par les points
Y2, Y, 2, L,y b, 2l fym | o,
La condition considérée est exprimée par 1’équation
(Y 2, Y, 2y oo n, yb, 20D f oy L fam ] § gt | tzz("‘fﬁ;) =0
ce qui donne '

(¥, 2,4,2', ..., y® D, 207D fym L fzm,

(81@n—y 4 B2Ca1)y™ + ($1bnyg + todny)e™) =
= bnyf] + (dng — Gny)bily — Cnytd = —fay(t) = 0

et le théoréme est prouvé.

La condition nécessaire et suffisante pour que Uespace (2n — ¢ + 1)-osculateur
de la courbe quasiasymptotique F,_,, ..., Fiy, (2 > 1) soit situé dans Uhyperplan
osculateur de la surface au chaque point est: la courbe quasiasymptotique est F;.
Supposons que la courbe considérée est la courbe y = y(v), alors nous avons

A=l = oo =bi+1208t

(41) YD =gy + ... Q™Y + byz + ...+ b,
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L’espace (2n — ¢ + 1)-osculateur est déterminé par les points

\ YUy, ..., yen—ith
et la_condition s’exprime par I’équation
(Y29, 2, .., Yy, 2D, gy, yCrmith) =

ce qui donne — d’aprés (41) — b; = 0.

Dans le cas f,_;(¢) = 0 nous avons

(42) Frma(t) = (aghy — aqlts) (Boty — Bite),
toutes les autres décompositions étant données par
(43) fra(t) = (vaty — vauty) (v=18t — v~1fits)
ou » = »(v) & 0 est une fonction arbitraire. Si j’introduis la notation
(44) (af) = gty — s, (Bt) = Bats — Puts,
, (0a) = a2t —amaa,  (BF') = BoPi — Bif2,
jai '

(va, v71B) = (af), (v, (va)') = ¥*(aax’)
et je peux écrire _
(45) Faa(t) = (a2) (B). -

La clasification des surfaces réglées est la suivante:

cas I: (xB) £ 0, (aa’)=F0, (BB')+0,
la surface posséde deux courbes F,_, non-quasiasymptotiques;
cas IT: @B) + 0, (ax)+0, (88) =0,

la surface posséde une courbe quasiasymptotique F,_, et une autre courbe
F,_, qui n’est pas quasiasymptotique; ‘

cas TII: @) +£0, (aa’) =0, (88)—=0,
IIT 1% la surface posséde deux courbes quasiasymptotiques Fn_;, Fpy, ...
F;,, qui ne sont pas F;,

III 2: la surface posséde deux courbes quasiasymptotiques F,_,, F,_,, ...
F;,, et une seule est F;;

cas IV: (@B) =0, (xa’)=+0 et donc (Bf')=+0,
la surface posséde une courbe double F,_, qui n’est pas quasiasymptotique;
cas V: (xB8) = 0, (aa’) = 0 et donc (BB’) = 0 mais fo,(t) 0,

Vla: la surface posséde une courbe quasiasymptotique double F,_,, ...,
Fi,, quin’est pas F;,
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V1b: la surface posséde une courbe quasiasymptotique double F,, ...,
F;.,, qui est une courbe F; simple,

V2: la surface posséde une courbe quasiasymptotique double F,_;, ..., Fy;
cas VI: fua(t) = O, '

toutes les courbes de la surface sont F,_,. :
La clasification précedente est projectivement invariante. Je vais m’occuper
par tous les cas.

4. Cas 1. Ce cas a été étudie par E. CEca, voir [2],[3]. On a 4,_, + 0 et la
normalisation des points y(v), 2(v) est faite par ’équation

(46) Ay =8gnd, , =¢e¢= 41

ce que nous donne un paramétre détérminé & une constante aditive prés et
nommé ’arc projectif. Supposons que v soit I’arc projectif, alors j’introduis les
" formes ya ’

(47) faer(t) = Anat? + 2B stity + Crat?,

@ — |4t + Bl Bh + 0ty
I = 41 1+ Bt, Bt + O,

et les expressions

(48) b =BZ,— 43 1Cn,
Ay, B,, C.,
k=421 Bwy Coyl
‘ i ;:—1 1":-1 C;b’—-l
On a k= 0 et ¢ = — 1 nous donne % > 0. Les formes f,_,(t) fo— (!) et gn_,(t)

sont linéairement indépendantes de sorte que je peux écrire )
(49)  fit) = Lifas(t) + Mifsa (t) + Nigaa®) (6 =0,1,...,2—2).

THEOREME I. La surface réglée orientée (cas I) est univoquement déterminée
par les invariants ¢ = + 1, h+0 (h > 0 pour e =—1), k, Ly, ..., Ly,
My, ..., Moy, No, ...; Nus, Jos - - -5 Jn—y COmme fonctions d’arc projectif.

5. Cas II. On a 4,_, &= 0 et je peux normaliser par ’équation (46) ce que
me donne l’arc projectif. Maintenant & = 0 et les formes fn_y(¢), fr—1, gn-1(f)
sont linéairement dépendantes et je dois chercher une autre méthode pour
d’obtenir tous les invariants.

De (') = 0 jobtiens f;:f, = const., alors il existe une telle décomposition
(42) que B,, B, = const. Aprés une substitution

T o= Bty — Bitas Ty = vty + ¥ty
(7ﬂz+ ”ﬂl =41) -

j’obtiens (j’écris t; en lieu de t;)
(50) faa(t) = ty(Anty + 2Bnsty).
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L’équation (46) est alors

Aoy =Bl 1=¢=1
et on a
(51) B, ,=0=+1,
(52) o faa(®) = 8 (Angty + 208,).
La transformation (6) la plus générale qui conserve (52) est
(53) : t = ‘P}Ea ty = :“51— + }u"lt_z,
_ A=F0; A u=const; ¢ = 41;
¢ = — 1 change le signe de la forme f,_,(¢). On a
Plaa(t) = @Ay (Any @Ay + 20ut, + 2047,),
(54) Ay = A, + 200
et
hﬁ;»—1 = <P12A;»—1, Z;.I—l = 9012‘4;:—1
de sorte que
(55) D = —1%

est I'invariant. On a A, &= 0 parce que A,_,= const. nous donne (ax’) = 0.
La forme f,_,(t) est déterminée par ¢ = + 1 et D d’une maniére suffisante.

En effet, soit D = §D(v) dv, D = {e? dv. Alors la solution générale de I’équa-
tion (55) est .
Ay =c¢D +c, ¢,F0,
et la forme f,_(t) est
(56) faa(t) = t((e,D + ca)ty + 20t3), ¢, F= 0.

Toutes les formes justement écrites sont équivalentes parce qu’il existe tou-
jours une substitution (53) qui transforme (56) dans la forme

faa(t) = t1(5t1 + 20t,).
11 suffit de choisir
o =sgne, R=clyg, pu=— %mp}.cz.
Les formes f,_,(t) et fo— (t) = A, t2 sont linéairement indépendantes. Soit

fi(t) la premiére:forme entre f,_o(f), ..., fo(t) pour laquelle f, (), fa—1(t), fi(t)
sont linéairement indépendantes. Les expressions

(67) 4; = B — A,
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(58) @1 = @ﬂ_l_.; = 20‘B,' — A,,_IC';,
(59) @2 = @(fi, ﬂv—l) = A;b—loi

déterminent la forme fi(t): on a

6+ AuCs - BE— i
20 ’ v O;

On a C; =0 (et @2 = 0) parce que au contraire les formes f,,_l(t) fr— (t), fi(2)
soient linéairement dépendantes. Enfin nous avons

(60) fo() = Lyfny(@) + Mofra(?) (s=m2—2, n—3,...,0+ 1),
(61) . ,fr(t) = ern—l(t) + Mrﬁt——l (t) + N'f‘l(t) (7' = i_' la 1‘ - 2> LIS} 0)’

L;, M;, N; sont les invariants.

Ci=——

'n,—lz*: 0), Bi =

TrEOREME II. La surface réglée orientée (cas 1I) est univoquement déterminée
par les tnvariants ¢ = + 1, D, A;, ©,, O3 %0, Ly, ..., Li_y, Liyy, ..., Ly,
My ..., Miy, Mypy, ..., Myg, Ny, ...y Niyy Jo5 -« -5 Ju—y COmme fonctions
d’arc proyectzf

6. Cas ITI. On fait la normalisation comme dans le cas précedent. Alors je
peux écrire aprés une substitution convenable

(62) faa(t) = 20tty, o = + 1
et les substitutions admissibles prennent la forme
(63) =gl =27t
03 A =const.,, ¢ = 4 1.
Soit fi(t) la premiére des formes f,_,(t), ..., fo(f) qui st pas le multiple ‘de

fas(t), s0it p. ex. 4; == 0. Alors |
gh(t) = AdF: + 2Bghty + CA-E,

et

(64) Zi = ‘P_Z-zA i

L’expression '
A;

65 ===

(65) E 4,

est invariante. Les autres invariants sont @,_,; = 20B; (c’est-a-dire B; est
Pinvariant) et 4;. La forme f;(t) est déterminée par les invariants E, B;, 4;.
Je considére la forme

oty ot,

(66) In-a.i(f) = A, + B, B, + Oty

j’ai
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0 o 0
(67) [.fn—l ) fi ) gn~1.i] = Ai Bi 01' = 20’Ai0
Ai 0 —-0,',

Je dois subdiviser le cas ITI:
cas IIT 1: C’i +0; cas III 2: C;, = 0.

Pour le cas III 1 on a A

(68) f, =Lfoy () (s=n—2,...,i+ 1),

69) fr(t) = Lefny(t) + Mofi(t) + Negnorit) (r=¢—1,...,0)
et L;, M;, N, sont les invariants. |

THEOREME III 1. La surface réglée orientée (cas IIT 1) est univoquement
déterminée par les invariants ¢ = + 1, E, B;, A;, Ly, ..., Li_;, Liy, .., Ly_s,
My, ..., Miy, Ny, ..., Niy; Jos -+ .5 Juy COmme fonctions d’arc projectif.

Pour les surfaces du type III 2 on a
fit) = A} 4 2Bitits,  gny.it) = — oAt

Soit f, t) la premiére des formes f;_,(t), ..., f,(t) pour laquelle les formes f;(t),
fn1(?), fi(¢) sont linéairement mdépendantes on doit avoir C; 3= 0. Les fonctlons
4;, @,,_1, = 20B; et

(70) O = O(f;, gn-1.i) = cAC;

sont les invariants qui déterminent la forme fi(t). En effet, B; est I'invariant
et on a

Bf —4; .
c;,

' (0]
Ci = cA

); Ai:

il est aisé de voir que 'on a @ = 0. Enfin on a

(71) fo(t) = Lyfn_4(2) (s=n—2,n—3,...,7 4+ 1),

(72)  f8) = Lfars(t) + Mofilt) (r=1—1,1—2,...,5+ 1),
(73)  fo(t) = Lyfay(t) + Mpfit) + Nofi(t) (p=7—1,7—2,...,0)

TaEorEME III 2. La surface réglée orientée (cas IIT 2) est univoquement
déterminée par les invariants ¢ = + 1, B, B;, 4;, © 3=0, B;, 4;, L, ..., L;,,
Ly, ooy Licgs Ly, - o5 Lo, My, ..., M;,, M;\y, ..., Mi_y, Ny, ..., Nj_y,
Jos +««» Jn—y comme fonctions d’arc projectif.

7. CAS IV. Dans ce cas je peux écrire

(74) faa(t) = (af)* ol (aa’) = 0.
J’introduis la normalisation par 1’équation
(75) (aa’) = 1,
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I’arc correspondant s’appelle I’arc projectif. On a (aa’’) = 0 et

(76) af = aoy, oz = Aoy,

" a étant Vinvariant qui détermine la forme f,_,(t) d’une maniére suffisante. J’ai
(77) fn—l(t) = “:tf — 20008185 + af‘ﬁ,
(78) fra1 () = 2000085 — 2(oni0x, =4 aoe)tits + 200183,

le discriminant de la forme f,_; (f) étant
(wixy + on)* — daapaiae = (aoy — aoz)® = (aa’)? = 1.
Je peux écrire f,—; (£) sous la forme 4
(79) fr1(8) = 2(ad).(x't)
et deux cas peuvent se présenter:
’ IV 1: (@a’) +0; IV 2: («a’) = 0.

Ces cas correspondent aux cas- I et II en substituant la forme f,_,(f) par la
forme f,—; (¢). Je détermine la forme f,_,(¢) et f,—; (¢) par 'invariant a et alors je
peux calculer les invariants des formes f, ,(t), ..., fo(t) comme dans les cas
précedents I et II, la forme f,, (t) étant normalisée comme on le suppose pour
ces cas considérés. i

8. Cas V 1. Pour ce cas on a

(80) faa(t) = Anyt}  (Any =+ 0);
* je vais considérer deux sous-cas:
.cas V 1: il existe entre les formes f,_,(t), ..., fo(t) une forme qui n’est pas le

multiple de f,_,(¢);
cas V 2: toutes les formes f,_o(t), ..., fo(t) sont les multiples de la forme f,_,(t).

Tci je vais étudier le cas V 1. Soit f;(t) la premiére des formes qui n’est pas le
multiple de f,_,(t). Encore deux sous-cas peuvent se présenter:

cas V la: O i =—AnCiF0,
cas V 1b: Opyi=—A,,C; =0.
Considérons le cas V la. Alors on voit facilement que 6,_, ; est la premiére

expression dans la suite (28) qui est différente de zéro et & 1’égard de (29) je
peux normaliser par '’équation

(81) @”_1_5 = ——A,._IC’¢ =& = + 1.
La forme f,_,(¢) admette des substitutions
(82) tl = ‘Pﬂn tz = .u?l + }'—l-t—ay

. 044, u =const.,, p = 41
de sorte que
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’
An—l y

(83) F =" 4., 40)
A,y
est 'invariant. Les autres invariants sont 4;,
Aoy, 0O 0
(84) I= [.f"—l s fia ﬂ] = | 4; B; Ci| = Aﬂ'—l(B'iC; - B{Ci)
A; B; C;

qui déterminent les formes f,-,(¢) et f;(t). En effet, on peut choisir, pour v = v,,
les valeurs injtiales A4,_,(v,), Bi(v,) des. fonctions A4,_,, B;. Aprés (82) on a

Pfna(t) = An—vlzt—f:
Pfi(t) = AR + 2Bupht,(ut; + A7) + Ciluty + A-1ty)
de sorte que I'on a
An_y = ¢A2A,_,, B; = B; + guiC;;
donc on peut choisir les valeurs initiales
An_i(vy) =1, Bi(vy) = 0.
Il est suffisant de choisir R
¢ =sgndn,y, A= |A,,_1|_%, p = — gABCi™!

pour que 'on ait A,, =1,B; = 0. Alors on a
Ci(vg) = — &, Ai(vo) = ei(vy)

- et le reste de la démonstration s’ensuit du théoréme sur ’unicité des solutions
des équations différentielles (83), (84).

Je considére la forme
A, b 0

— _ o
= Aitl + Bitz Bitl + Oitz = An_lB,,t] Etltz

In-1.i(t)

pour laquelle on a
Ay O 0

A; B, C; 1 1
[,fn-—1 s fia n—1.i] = 1 = ?EAn—1C1' = — 3
A,,,_IB,', — =& 0
2 |
Alors .
(85) fs(t) = Lgfay(t) (s=n—2, n—3,...,72+ 1),

(86)  fi(t) = Lofu—y(t) + Mfilt) + Negnyi(t) (r =2 —1,2—2,...,0);
L,  M;, N, sont les invariants.

THEOREME V la. La surface réglée orientée (cas V la) est univogquement dé-
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terminée par les invariants ¢ = + 1, F,J,4, Ly, ..., Li_y, Li g, ..., Ly, My,
,Mi_,, Ny, ..., Niiy, Gor - -+ Jny cOmme les fonctions d’arc projectif.
"Pour le cas V 1b on a Ci = 0 ce que donne — les formes f(t) et (f,—,(f) étant
linéairement mdépendantes — B; &= 0et 4; & 0. Alors 4; est le premier membre
de la suite (28) qui n’est pas égal a zéro et je peux normahser par P’équation

(87) ' B,=0¢=+1;
P’arc correspondant étant I'arc projectif. Comme dans le cas V 1a 'expression
(83) est un invariant, I’autre invariant étant la fonction
A;
4.,

Les formes f,_,(t) et fi(t) sont suffisament déterminées par les invariants o,
F, G. En effet, soit .

(88) G —

F=(Fdv, G = {QeF dv,
alors la solution la plus générale du systéme (83) +- (88) est
Ap i =cef, Ai=cG+cy; 0 =+ ¢,, ¢, = const.;
mais chaque deux solutions de ce type sont équivalentes & I’égard de (82): on a
A = gRAi + 200u, Any = A4,
" et si je choisis _
p=sgo, A=—— u— Lome

. V‘cll > A g P

j'obtiens .
4G A, =oF

ce que prouve l’affirmation énoncée.

Les formes f,_,(t), fi(¢), fi(t) soient linéairement indépendantes de sorte que
Pon a C; = 0. Je détermine la forme f;(t) par les invariants

(89) 0, = 0”—1.1' = An—10iy
(90) @, = 0;; = 20B;, — A,C;,
(91) A; = Bf — A,C;
d’ol
C = — AQ";; B, =M;#7f_, A,:@zgj_ﬁt
Enfin on a | ‘

(92) fo(t) = Lyfny(t) s=n—2,n—3,...,0+ 1),
(93) fo(t) = Lofuy(t) + M. fi(2) (r=1—1,1—2,...,5+ 1),
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(94)  folt) = Lofars(t) + Mfi(t) + Nofit)  (p=j—1,j—2,...,0);
Ly, M, N, étant les invariants.

THEOREME V 1b. La surface réglée orientée (cas V 1b) est univoquement dé-
terminée par les tnvariants o = + 1, F, @, 0,0, O,, 4;, L,, ..., L;_,, L;,,,

vosLimyy Lyyy ooy gy My, ooy My, My, ooy Moy, Noy ooy Njcgs Gos -«
Jn—y COMMe fonctions d’arc projectif. ‘

9. Cas V 2. Dans ce cas toutes les formes f,_,(t), ..., f,(¢) sont les multiples
de la forme f,_,(t). Tout d’abord-je détermine le facteur o de sorte que A,
soit constant et alors je régarderai seulement les transformations (7) pour
lesquelles 4,, reste constant, c’est-a-dire pour lesquelles ¢’ = 0. Donc je vais
employer les transformations

(95)v ' Y =cy, Z=cz, 0<c=-const.
suivi par
2
dV = c¢* do;
{96) b= phy, by = by + A,

0% A =const., ¢ = 4 1.
Alors on a — d’aprés (95) + (96)

g
n—i+1

(97) A= gleA? = gc = 7 R4,
Je vais demander que I'’équation
(98) Apy =1

ait lieu ce que nous donne

(99) PR
et j’obtiens
n—i—1
(100) di=c " 4,
- 2 n—4i—1 .
(101) i = ¢C * 9.
Soit 4, le premier membre de la suite 4,_,, ..., 4, qui n’est pas égal & zéro,
alors j’introduis I’arc projectif par ’équation
1
(102) dw = |4,|* dv,
les expressions
'dlog |4,
(103) el
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n—r—1

(104) D; = A7 |4, (j=r—1,...,0),
n—r—1
(105) o= A7 (k=n—1,...,0)

sont les invariants.

SiAn, =.... = Ay = 0 et is j, est le premier membre de 1a suite ne1s -

qui n’est pas éga,l EY zéro j’'introduis I’arc projectif par I’équation
1

(106) : dw = |j,| "+ do,
lex expressions
_ d log |j,| -
(107) S
n—s+1 :
(108) ' 5= u" . (l=s8—1,...,0)

étant les invariants.

o

Sidpg=...=dy=fny=... =Jo=0, les équations différentielles de

la surface sont
(109) Yyt — z-1 | D) —

et on trouve

1 1
(110) z = co + ¢ + czv + ...+ —(—1),0»—1'0""1 + al Cal®,

’ 1
Y = Cnyq + Cnyo? + cn+s'” + ...+ l Cona¥® +
1
+ (n 1)' Cn—y¥ +1 + ——‘———"‘(n + 2)! CpU™

Si _
Y=Y o> Ymu1)s 2= (2 -5 2am41)s

alors la surface (110) est homographique & la surface dont les courbes directrices

sont ‘
(111) %=0 0<i<n—2),
. 1 a1 _ 1
Ynaq = mv + y y" _———-(n + 2)! vﬂ+z’
. ) 1 . .
U=y v (I <+ 1)

1 ,
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=0 (n+1<j<2n+1).
La surface algébrique obtenue est une généralisation de la surface de Cayley.

THEOREME V 2. La surface réglée onentee (cas V 2) est univoquement détermi-
née par les invariants

dlog |4,|

a) sgn Ay, ..., sgn A, + 0, sgn jo, ..., 5gN ju_y, —dw Do,'...,D,.\_l,
Y - - -5 In—g COMme fonctions d’arc projectif (102); on doit avoir sgn D =...=
=s8gn D, ; =sgn iy = ... = 8gN iy = sgn 4,; ou

b) sgn j 0, dlog (7,[ . . .

gn o, ..., SGN Jsq, SEN §5 =+ > oo oo Gay comme fonctions
d’arc proyecnj (106); on doit avoir sgn 4y = ... = 8gn %,_, = SgN Jj,; ou
c) pour Apg = ... = Ay = juy = ... = jo = 0 la surface en question est

homographique & la génemhsatwn de la surface de Cayley.

10. Cas VI. Dans le cas ou f,_,(t) = 0 je vais appliquer la théorie précedente
la réle de la forme f,_,(t) étant jouée par la premiére des formes f;(t) pour la-
quelle f;(t) & 0. Dans le cas

faa(t) = faa(t) = ... =fo(t) =0
les équations de la surface = prennent la forme
(112) Yo =gy + 5y + o F Gy,
2D = jz 4+ 12"+ ..o F jag2®D

et la surface considérée est formée par les jonctions des points des deux cour-
bes homographiques plongées dans deux sous-espaces & n dimensions d’espace
fondamental Pg,,;.

RESUME

Ve svych pracech [4], [5] jsem studoval pomoci tzv. linearisujicich transfor-
maci quasiasymptotické korespondence mezi dvéma piimkovymi plochami
vnofenymi v projektivni prostor liché dimense. Ukazalo se, Ze nejdulezit&jsi
korespondence, zobeciiujici ptirozenym zpisobem projektivni deformace, Gzce
souviseji s korespondencemi, zachovavajicimi jisté formy a invarianty, uzivané
v Cechovd teorii ptimkovych ploch, viz [2], [3]. Existen¢ni problémy t&chto
korespondenci jsem tak pfevedl na problém nalezeni tiplného systému projek-
tivnich dlferencw,lmch invarianti p¥imkové plochy, ktery E. Cech roztesil
pouze pro ne]obecne] typ ploch. Vysledkem této prace jest udani takového
systému invariant pro v8echny pfimkové plochy s maximalnim indexem roz-
vinutelnosti vnofené v projektivni prostor liché dimense.
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