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О сходимости разностных методов 
для некоторых нелинейных задач 

Е.Г.ДЬЯКОНОВ 
Московский Государственный университет, Москва 

Е. О. ^^акопоV: Оп гпе сопVе^5епсе оГ сПгТегепсе тег.по<15 Гог з о т е поп-
Ппеагу ргоЫетз . — ТЫз рарег с!еа15 рптагПу \укп шуе&цдошз соплтег^епсе о!" (ИгЕегепсе 
зспетез пэг ^иаз̂ 1̂ пеа̂  еШрис зузг,ет5 о!" огс1ег 2т. Е81гтат,е5 о!* ассигасу аге оЪт,атес1 ипдег 

о 

аззитриоп гпаг 1пе зокиюп оГ гпе оп8та1 ргоЫет ЬеЬпдо г,о 1^2т П И^2т+1. Тпе гезикз аге 
1огти1агес1 оп гпе ехатр1е о!* Vоп Кагтапз зузгет. 

1. Сравнительный анализ разностных и проекционно-разностных методов 
(ПРМ) может производиться-на основе различных критериев, что и приводит 
к различным суждениям о преимуществах того или иного метода. Например, 
построение разностной схемы (РС) обычно требует небольшой вычислительной 
работы и приводит к более простым системам уравнений, чем ПРМ. Но эта 
простота в структуре получаемых задач оплачивается существенным утяжеле­
нием математического анализа разностных методов (за исключением ряда 
простых случаев) и сужением класса исходных краевых задач, для которых 
эти методы применимы. В частности, оценки погрешности для РС обычно 
проводятся в более жёстких предположениях на гладкость исходных данных 
и искомого решения, чем для ПРМ (см., например, [1] — [5], [7]). 

Проблема построения и изучения приближённых методов «гибридного» 
типа, в которых бы сочетались лучшие качества разностных методов и ПРМ, 
имеет особый интерес в случае уравнений порядка выше второго, так как для 
них особенно велика разница в структуре получаемых систем уравнений. 

Разностные схемы, рассматриваемые в настоящей работе, используют 
усреднённые значения по Стеклову исходных данных в к — окрестности 
узлов сетки. Это позволяет оценить близость решений полученных задач 
и усреднённого решения исходной задачи при предположениях того же типа, 
что и для ПРМ. 

2. Пусть х = (#1, Х2) и ^ — ограниченная область на плоскости с кусочно 
гладкой границей Г, ^ = ^ II Г, (и, а) = / и(х) V{x) &х7 \\и\\ = |М|/,2(я) = («, и)1'2, 

° д о 

а = (оы, а2), |а| = ац + а2, ^*и = -О?-/)?», ^^ =• - ^ - , Щ№) — пространство 

типа С. Л. Соболева (см., например, [5], [6]). 
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Пусть /Гл0С е Ьа(0) и ищется 

^ = {иъ и2}е\У= $$(&) х и7|(-2), (1) 

обращающее следующее интегральное соотношение в тождество при любом 
V е\Р; 

а\(Лиъ ЛV\) + а2(Ли2, /Ь 2 ) — ([иъ и2], V\) + ([иъ и\], V2) = 

= 2 2 (/г,«,0«ъг), (2) 
г=1 |а|<2 

где а\ и а2 — положительные константы, Л = ^\ + 1)| 3 

[г/, г;] = Т>?мТ>|г; + ЩиП& — 2^\^2и^\^2V . (3) 

3. Пусть рассматривается последовательность прямоугольных сеток с ша­

гами кг ----- Ягй по лгг, к -> 0 ; I = (п, г2) — вектор с целочисленными компо­

нентами, 

*< = (гФъ пЫ), и(хг) = щ, е\ = (1, 0), е2 = (0,1), 

1ги(х) = и(# + ег/гг), 1-ги(х) = и(я — ег/гг)5 

дгм = д-ги = --—• (и(х) — 1-ги(х)), дги == -7- (и(1гх) — и(х)), 

2 

^ГМ = Ъ-гЬгЩ Лп= 2 ^ г ' 
г = 1 

йл —множество узлов сетки хь принадлежащих й вместе с прямоугольниками 
I7г• = {Л:; \ХГ — ггЫ\ < 2ЪГ\ г = 1, г = 2}, ГЛ — множество узлов сетки, при­
надлежащих &, но не принадлежащих ^^^•> 

2 2 

/(*) = _ ^ у /о* + | ь *2 + Ь) аьаь, (4) 

« I — у * . — у 

[м, я]' = Л\иЛ^ + Л2иЛ& — д-\д2ид-\д<#) — 

— д\д-2ид\д-& . (5) 

Изучается следующая разностная схема: 

Ьг(Цн) = а\Л\иип(хг) — [и1уН, и2,п]'{ = 2 ( ~ 1),а|д"/1.«(*«) > 

L2(o f t)=ia2/iiM2,A(x i) +[« ! .» , ta.»]; = 2 (— iya&f*jxt) 
(6) 

XÍ eQh 

ur>h(xi) = 0 , npn XÍ £ Qh • (7) 
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Лемма 1. Справедливо соотношение: 

2[и, V]' = д-\(А2ид& — д\д2ид&) + д-2(А\иЪ2Ц) — д\д2ид&) + 

+ д\(А2ид-& — д-\д-2ид^) + д2(А\ид^ — д-\д-2ид-&) . (8) 

Пусть Нп — пространство сеточных функций, определенных на всей сетке 

и удовлетворяющих (7), 
-f-oo + oo 

(u, v)h = 2 . 2 h\h2u(xi) V(XÍ), \\u\\2
0 = (u, u)h ; (9) 

1. = — oo t , 

Н\ь,шк ^ {Й1Й2 2 К*. ) .* } 1 " , /».> 1; 1МВ, = 2 ||Э-и||8; (10) 
1 |а |<т 

МгЛ = Игкг 2 \/гМ\2 , (П) 

где суммирование производится по всем точкам х%, в которых должна быть 

определена функция / г, а для того, чтобы Эа/Г.а была определена на Он. 

Лемма 2. Для любых и, V, V) из Нп имеют место равенства: 

([и, V]', и)п = ([и, и]', V)п , (12) 

([и, V]', ы)п = ([м, о;]', ^ ) л . (13) 

Теорема 1. Существует по крайней мере одно решение задачи (5)—(7), 
и для всех решений её справедлива априорная оценка: 

1 № = I \\итЖ <К2 I НЛЛ? < I? » (14) 
г=1 г-1 | а | < 2 

где К — некоторая константа. 
Пусть длин — кусочно постоянная функция, совпадающая с д*ип(х^) 

в прямоугольнике 0 < х\ — г\к\ < к\, 0 < Х2 — г'г/гг < Ы. 

Теорема 2. Существует ^ = {и\, «г} — решение (1)—(3) и последова­
тельность решений ^п задач (5)—(7) с к —> 0 такая, что 

А ^ О 1 | / ) а * г _ ^ ^ * " ^ = ° ' | а | ^ 2 ' ( 1 5 ) 

А^О " ^ _ ^ Л " ^ = ° ' | а | ~ 1 ' ( 1 6 ) 

Лемма 3. Если ||С7А||2 <КИК достаточно мало по сравнению с ггип(а1, а2), 
то при любом Vп справедливо неравенство 

(Ьг(11ц) — Ь\(Уь), и\,п — V\,н)п + (Ьгфь) — ^ъ(Vъ), и2,п — V2,н)н > 

> ( т | | с 7 л — ^ Щ , а = а(К)>0. (17) 

Теорема 3. Пусть I? таково, что при ||с7л||2 < Я справедливо неравен­
ство (17) и 

к 2 2 нлЛс») < л , (18) 
г=1 | « | < 1 

где К — константа из (14). 

13 



гp = 0 
г 

Кроме того, пусть /г,а = 0 при |а| = 2 и ^ — решение задачи (1)—(3) 
принадлежит пространству №1(0) X УР1(0), и может быть продолжено с со­
хранением класса на более широкую, чем ^ область, ^^,п — вектор, со­
ставленный из усреднённых по (4) значений иг(х) (г -= 1; 2) в узлах ^п^^> вне 
^п компоненты ^^,п равны нулю. Тогда ^п — решение разностной схемы 
единственно и 

\\^^,^-^н\\2 = 0(кV*). (19) 
Аналогичные результаты установлены также, например, для следующей за­
дачи из гидродинамики 

0(Хи Х2) |а |<2 

дгр 

г ду 

и для общих квазилинейных сильноэллиптических систем со слабыми нелиней-
ностями. Для линейных задач вместо (17) можно ограничиться предположе­
нием, что X = О не является собственным числом дифференциального опера­
тора и что к < /го. 

4. Рассмотрим теперь нестационарную задачу о нелинейных колебаниях, 
в которой ищется пара функций г/т.(г, х), И2(г, х), при X€^, О < I < Т (см. 
[6], стр. 57) и пусть т — шаг сетки по времени, и" = и(пт, г\к\, г'г̂ г), дои" = 

= \ « + 1 — и?), -4о«? = ^ («?+1 — 2м? + иГ1) 

и рассматривается разностная схема 

Аш" + а1 АЧи^ | „--ху [ < У + " ? > 1 < У + « м Т _ 

= 2 (-1),а19"/?,.,о * « е й л , 
!*1<2 

Ч-Дм4,к* + к , э ^ , ] ; = 2 (—1)|а|^аЛ«,;> ** е°* > 
-- |а|<2 

«?>*,« = 0 при x^$^п, (20) 

м̂ .л и «1,Й — определяются из начальных условий для щ. 
Теорема 4. Существует по крайней мере одно решение рассматриваемой 

схемы и для всех решений её справедлива априорная оценка: 
шах ||Эо«?,л|В + шах (||<А|Ц + ||^,Щ) < 

п п 
1-1 

< х(Г){ца0«?,й||Е + 1 | < » | | + |К*И5 + г ' 2 2 11/Г,а1Г2 + 
п=\ |а|<2 

— —1 

+ 2 [Ц/2..115 +11/1,11. +г ' 2 ЦЭоДЛ2.]} • (21) 
|а|<2 л=0 
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На основе этой априорной оценки доказана и теорема типа теоремы 2 о сходи­
мости разностной схемы. 

5. В случае, когда рассматриваются уравнения с переменными коэффи­
циентами, разностные аппроксимации строятся обычным образом, но вместо 
заданных коэффициентов используются их усреднения (4). 

Условия на коэффициенты допустимы различных типов; могут быть, на­
пример случаи, когда ал,р е^р(^), /г,а е^р(^),р > 1. 

Теоремы с оценками погрешности типа теоремы 3 установлены и для 
ряда нестационарных задач 2 т -го порядка при условиях, что нелинейность 
является слабой (см., например, [3], [4], [7]). 
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