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Об использовании теории функций частично-
рекурсивных относительно числовых множеств 
в конструктивной математике 

О. ОЕМЦГН, К. ККЛТ, А. 1ШСЕЯА 

Кафедра математической информатики, математико-физический факультет, 
Карлов университет, Прага* 

Статья поступила в редакцию 29 сентября 1976 г. 

Статья принадлежит конструктивному направлению в математике, основанному А. А. 
Марковым и Н. А. Шаниным в 50-ых годах. Ее целью является показание возможности и по
лезности использования теории функций частичнорекурсивных относительно скачков пустого 
множества в конструктивной математике, в частности в конструктивном математическом 
анализе. 

В §§ 1 — 4 введены нужные понятия, являющиеся релятивизациями основных понятий 
конструктивного математического анализа — прежде всего конструктивных действительных 
чисел и конструктивных функций действительной переменной, и приведена конструктивная 
переформулировка основ теории функций частичнорекурсивных относительно числовых 
множеств. Большую роль в развиваемой теории играют теоремы о сведении и неполном 
сведении, которые нам в многих случаях позволяют работать с релятивизованными конструк
тивными действительными числами методами нерелятивизованной теории. 

Основные результаты содержатся в § 5. В них разобраны главным образом взаимные 
отношения введенных типов действительных чисел, расположение этих чисел в арифметичес
кой иерархии и свойства их последовательностей. Кроме того изучаются релягивизованные 
эффективные операторы, отвечающие функциям действительной переменной, вопросы их 
непрерывности и расширимости на числа расположенные выше в построенной иерархии. 

§ 6 содержит основные результаты релятивизованной теории конструктивных метрических 
пространств. В заключительном седьмом параграфе приведены некоторые результаты о де
ревьях и сходимости последовательностей равномерно непрерывных конструктивных функций 
действительной переменной. 

Ап аррПсагюп оГ 1пе гпеогу оГ ГипсИопз рагИа1 гесигз^е ге1айуе го питЪег зегз т соп-
зггис11Уе тагпетагюз. 

ТЬе рарег Ье1оп§8 1о сопзггисйуе тагЬетаНсз гоипйео* Ьу А. А. Магкоу апд N. А. §ашп 
т 1пе йШез. Из а1т 13 1о зпо\у 1пе роззШШгу апс1 изеГЫпезз о!* игШгаиоп оГ 1пе 1пеогу о!" 
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* 118 00 РгаЬа 1, Ма1оз1гапзкё пат. 2/25. 
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constructive analysis (above all constructive reál numbers and constructive functions of a reál 
variable) are introduced, and a constructive re-formulation of the fundamentals of the theory of 
functions partial recursive relative to number sets is given. The theorems about reduction and 
partial reduction, which make possible to treat relativized constructive reál numbers by the 
methods of the unrelativizcd theory (of recursive functions) in many cases, are of great importance 
in the theory developed. 

The main results are presented in § 5. They concern above all the relationship between the 
introduced types of reál numbers, the classification of these numbers in an arithmetical hierarchy 
and properties of their sequences. Further, relativized effective operators corresponding to 
functions of a reál variable, the problems of their continuity and the extendability on numbers 
lying higher in the constructed hierarchy are studied. 

§ 6 contains basic results of the relativized theory of constructive metric spaces. In the finál 
sečti on some results concerning trees and the convergence of sequences of uniformly continuous 
constructive functions of a reál variable are given, 

O využití teorie funkcí částečně rekurzivních vzhledem k číselným množinám v konstruktivní 
matematice. 

Článek patří ke konstruktivní matematice založené A. A. Markovém a N. A. Šaninem 
v padesátých létech. Jeho cílem je ukázat možnost a užitečnost využití teorie funkcí částečně 
rekurzivních vzhledem ke skokům prázdné množiny v konstruktivní matematice a speciálně 
v konstruktivní matematické analýze. 

V §§1-4 jsou zavedeny potřebné pojmy, které jsou relativizacemi základních pojmů 
konstruktivní matematické analýzy — především konstruktivních reálných čísel a konstruktiv
ních funkcí reálné proměnné, a je uvedena konstruktivní přeformulace základů teorie funkcí 
částečně rekurzivních vzhledem k numerickým množinám. Velký význam v budované teorii mají 
věty o redukci a částečné redukci, které v mnohých případech umožňují pracovat s relativizova
nými konstruktivními reálnými čísly metodami nerelativizované teorie. 

Hlavní výsledky jsou uvedeny v § 5. Týkají se především vzájemných vztahů zavedených 
typů reálných čísel, klasifikace těchto čísel v aritmetické hierarchii a vlastností jejich posloupností. 
Dále se studují relativizované efektivní operátory, odpovídající funkcím reálné proměnné, 
otázky jejich spojitosti a rozšiřitelnosti na čísla ležící v sestrojené hierarchii výše. 

§ 6 obsahuje základní výsledky relativizované teorie konstruktivních metrických prostorů. 
V závěrečném sedmém paragrafu jsou uvedeny některé výsledky, týkající se stromů a konvergence 
posloupností stejnoměrně spojitých konstruktivních funkcí reálné proměnné. 

В настоящей статье, которая принадлежит конструктивному направлению 

в математике, приведены основные определения и результаты, связанные 

с использованием теории функций частичнорекурсивных относительно скачков 

пустого множества в конструктивной математике, в частности в конструктив

ном математическом анализе. 

Конструктивное направление в математике, основанное А, А. Марковым, 

Н. А. Шаниным и их учениками в 50-х годах, может быть охарактеризовано 

тем, что а) в качестве объектов изучения выступают конструктивные объекты, 

например, слова в определенном алфавите, б) используется математическое 

понятие алгорифма и в) используется особое, учитывающее специфику кон

структивных объектов, конструктивное понимание математических сужде-

ний(ср. Марков [4], Шанин [3], Кушнер [И]) . 
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В частности, в конструктивной математике вводятся — основанные на 
теории алгорифмов — понятия конструктивного действительного числа (КДЧ) 
[4], [5], [11], конструктивного псевдочисла (ПЧ) [5] и конструктивной функции 
действительной переменной (КФДП) [4]. В развивающемся на этой основе 
конструктивном математическом анализе получен ряд интересных результатов, 
свидетельствующих о том, что составной частью возникающей теории является 
решение вопросов тесно связанных с вычислимостью, которые выходят за 
рамки классического анализа. С другой стороны видно, что многие идеи, 
лежащие в основе классического анализа, связаны с интуитивно понимаемой 
эффективностью и что из ряда классических результатов можно и полезно 
извлечь их „конструктивную" суть. В этой работе, как мы надеемся, поможет 
предлагаемое нами включение функций частичнорекурсивных относительно 
скачков пустого множества в язык конструктивной математики. 

При изучении свойств КФДП оказалось, что рассмотрение „поведения" 
этих функций на псевдочислах приводит к новым и важным результатам [18], 
[19]. Кроме того использование псевдочисел помогает упростить теорию 
и сделать формулировки более наглядными. Как заметил Б. А. Кушнер [14], 
псевдочисла являются „А2-числами". Это по существу значит, что псевдочисла 
являются действительными числами „конструктивными относительно 0 ' ". 

В ходе дальнейшего развития теории КФДП оказалось необходимым 
не ограничиться псевдочислами, а ввести „гиперпсевдочисла", что по существу 
являлось итерацией процесса получения псевдочисел на основании рациональ
ных чисел. При этом выяснилось, что гиперпсевдочисла являются — по своему 
существу — действительными числами „конструктивными относительно 0 " ". 
Установленная связь псевдочисел и гиперпсевдочисел и арифметической иерар
хии числовых множеств подсказывает полезность введения и исследования 
действительных чисел „конструктивных относительно скачков пустого мно
жества", т. е. уместность релятивизации понятия КДЧ. 

Следует заметить, что многие результаты для релятивизованных КДЧ, 
в частности для псевдочисел, являются релятивизациями соответствующих 
результатов для КДЧ, хотя их прямое доказательство может способствовать 
развитию новых методов (ср. теорему Г. С. Цейтина о непрерывности для 
КФДП [6] и теорему Б. А. Кушнера о почти непрерывности псевдооператоров 
[13]). Одним из наших целей является включение метода релятивизации 
в конструктивную математику и нам кажется знаменательным тот факт, что 
это включение можно осуществить исключительно конструктивными средст
вами. В связи с этим объекты релятивизованной теории будут конструктивными 
объектами и так мы с ними и будем обращаться. 

Как известно из статей по предельной рекурсии [22], [23], для любого 
НЧ к, 1 ^ к, функции частичнорекурсивные относительно 0 ( Л ) соответствуют 
общерекурсивным функциям к + 1 аргументов способом, который описан ниже 
в параграфе 2. Таким образом, их включение в рассмотрение не выводит за 
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рамки конструктивного направления — при условии, что сохранится конструк
тивное понимание математических суждений. 

В литературе встречаются работы, в которых производятся для отдельных 
арифметических предикатов, связанных с действительными числами, оценки их 
положения в иерархии Клини (например, Мостовский [21]). 

Возможность построения „арифметического анализа" упоминается в упра
жнении 15 — 37 книги Роджерса [10]. 

В статье Шапиро [24] исследуется отношение между положением дедекин-
довых сечений в иерархии Клини и представимостью соответствующих дей
ствительных чисел в виде разного рода пределов общерекурсивных функций 
с рациональными значениями. 

Настоящая статья содержит 

а) конструктивное изложение теории функций частичнорекурсивных относи
тельно числовых множеств и релятивизованной арифметической иерархии, 

б) определения и основные результаты, связанные с релятивизованными 
конструктивными действительными числами, псевдочислами и квазичислами 
и конструктивными операторами на этих числах, 

в) основы теории релятивизованных конструктивных метрических пространств 
и 
г) несколько результатов конструктивной теории деревьев, связанных с а) и б). 

§ 1. Слова, предикаты, множества 

В следующем мы предполагаем, что всякий алфавит [1] задан списком 
букв, в котором буквы не повторяются. Пока мы не скажем другое, говоря об 
алфавите, мы имеем в виду непустой алфавит. Знак Л обозначает пустое слово, 
=Р — графическое равенство слов, для всяких слов Р и Т и алфавита Г — РТ 
соединение слов Р и Т, 8 Г множество всех слов в алфавите Г, а выражение 
Р13 Г значит: Р слово в алфавите Г [1]. Буквы 5, Т, ГУ, Ус индексами или без 
них служат переменными для слов. 

~ знак условного равенства. Ставя такой знак между двумя выражениями, 
мы тем самым будем утверждать, что выражения эти означают одно и то же 
слово, коль скоро хотя бы одно из них имеет смысл [1]. 

Натуральными числами (НЧ) мы называем слова в алфавите {0, |} вида ОТ, 
где ТХЗ {|}. Множество всех НЧ мы обозначим посредством N. Для сокращен
ного обозначения НЧ мы будем часто пользоваться символикой десятичной 
системы счисления: слова 0, 0|,0| |,0| | |,... будем обозначать соответственно 
посредством 0, 1, 2, 3,... . Буквы к, I, т, и, р, д, 5 и Г (с индексами или без них) 
служат переменными для НЧ. Для любых слова Р и НЧ п мы обозначим 

р{0} _^ ^ и р{п\) _± р{п)р ^ 
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Аналогично, целыми числами (ЦЧ) и рациональными числами (РЧ) будут 
слова в алфавите {0, |, —, /}, обладающие свойствами, описанными в [5], где 
также определяются и подробно исследуются отношения порядка и равенства 
для РЧ и основные операции над рациональными числами. В следующем мы 
будем часто обозначать рациональные числа, отношения между ними и опера
ции над ними так, как это делается в элементарной математике, т. е., например, 
— 4, 3, 1 = \, 2 . 3 + | итд.. Множество всех РЧ мы обозначим посредством <2. 
Буквы 1,7 (соотв. а, Ъ, с, а") — с индексами или без них — служат переменными 
для ЦЧ (соотв. РЧ). 

Пусть Г, Г ^ {ух, у2, ..., ук}9 непустой алфавит. Тогда мы обозначим 

а) нг(Л) ^ 0 и для всяких слова Р, Р13Т, и НЧ /, 1 ^ / = к, нг(Ру,) ^ 
^ нг(Р) . к + / и 

б) для всякого НЧ и посредством сг(п) слово в алфавите Г, для которого 
верно нг(сг(п)) = п. 

Мы пользуемся конструктивным пониманием математических суждений, 
описанным в [3]. 

Формулу мы назовем нормальной, если она логически эквивалентна своему 
двойному отрицанию. 

Формулу мы назовем числовым предикатом, если все ее свободные пе
ременные являются переменными для НЧ. Числовым множеством мы назовем 
выражение типа {п | А(п)}, где А числовой предикат с одной свободной пере
менной — п. При этом мы для любого слова Р определим 

Ре{п\ А(и)} х* Р е N & А(Р) . 

Формулу, единственной свободной переменной которой является пере
менная для слов, мы назовем словарным предикатом. 

Пусть «я/ свойство, определенное нами для числовых предикатов, Г алфа
вит, В словарный предикат с свободной переменной 5, У5(В(5) :э 515 Г), 
а п переменная для НЧ, которая не входит в формулу В. Тогда мы скажем, что В 
обладает свойством л/, если числовой предикат В(сг(п)) обладает свойством -я/. 

Словарным множеством мы назовем выражение типа Д5(В(5)), где В 
словарный предикат с свободной переменной 5. При этом мы для любого 
слова Р определим Р е Д5(В(5)) ^ В(Р). 

Словарное (соотв. числовое) множество 9И мы назовем нормальным, 
если для всякого слова Р выполнено Ре ЯП = 11(РеШ). Словарное мно
жество 9И мы назовем множеством в алфавите Г, если для всякого слова Р 
верно Р е Ш э Р 13 Г. 
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Пусть В словарный предикат с свободной переменной 5, Ш словарное мно
жество, а 5 переменная для элементов множества Ш, которая не входит в фор
мулу В. Тогда мы посредством Л#(В(#)) обозначим словарное множество 
Л$($еЭД&В(5)). 

Пусть Шг и Ш2 словарные (соотв. числовые) множества. Тогда мы обо
значим: 

Шг с Ш2, если для всякого слова Р выполнено 

РеШ1 ^ РЕШ2; Ш, = Ш2 ^ (Ш, ^ Ш2 &Ш2 ^ Ш,); посредством 

Ш1 и Ш2 (соотв. Шг п Ш2, соотв. Ш1 \Ш2) — объединение (соотв. пересечение, 
соотв. разность) множеств Ш1 и Ш2. Если Ш числовое множество, то \ЯН =̂-
^ N \9И. 0 обозначает пустое множество. 

Для любых словарных множеств &, Ш1 и Ш2 и слова Р мы определим € р ^ 

^ Л $ ( Р 5 е 9 К ) , 

Ш,Ш2 ^ Л$(П -.371/(71/ = 5 & Те Ш, & ^ е Ш2), 

ШгРШ2 ^Л$(~1ИЗШ(ТРС/ =г Б&ТЕШ^&^еШ2). 

Если Ш словарное множество, элементы которого не содержат букву •, 

то мы 

а) обозначим {1)Ш ^ Ш и для всякого НЧ п, п = 1, (п+1)Ш ^ (п)Ш • Ш; 
{ 0 >ЯЙ^Л5(5=г Л) и для всякого НЧ п {п + 1}Ш ^ {п}Ш • Ш и {(о}Ш ^ 

^А$(1т($е{тЩ); 

б) элементы множества {<о}Ш называем системами элементов множества Ш, 

а элементы множества {<0}М — кортежами. 

Для любых словарного множества Ш и алфавита Г мы посредством 
ЖТ(Ш) обозначим числовое множество {п | ст(п) еШ}. 

Пусть «и/ свойство, определенное нами ниже для числовых множеств, а Ш 

словарное множество в алфавите Г. Тогда мы скажем, что Ш обладает свой

ством «я/, если числовое множество ЖТ(Ш) обладает свойством -я/. 

Мы заметим, что 

а) множествами НЧ мы называем словарные множества, все элементы 
которых являются натуральными числами, 

б) если В числовое множество, то для всякого алфавита Г, {0, |} я Г, 

множество В рекурсивно изоморфно ([10], стр. 75) множеству Жт(/\$($ е В)) и 

в) для любых алфавитов Г х и Г 2 и словарного множества Ш, которое 

является множеством в алфавите 1\ и множеством в алфавите Г 2, числовые 

множества ЖТ1{Ш) и ЖТг(^Я) рекурсивно изоморфны. 
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Словарным множеством с равенством [9] мы называем пару — словарное 
множество (которое мы будем называть основой множества с равенством) 
и словарный предикат, определяющий отношение эквивалентности для эле
ментов этого множества. Для любого 81 — словарного множества с равен
ством — мы 

а) посредством Ос(Э1) обозначим основу 81, а посредством = соответству
ет 

ющее отношение эквивалентности и для всякого слова Р определим Р е 81 •<=--
^ Р е Ос(81) и 

б) 81 назовем нормальным множеством, если Ос(8С) — нормальное мно
жество и предикат, задающий =, является нормальным предикатом. 

81 

Если 81! и 812 словарные множества с равенством и элементы Ос(812) не 
содержат букву С\, то мы 

а) посредством 81 х \3 8Г2 обозначим словарное множество с равенством, 
для которого основой является словарное множество Ос(81х) \3 Ос(812) и отно
шение эквивалентности ( = ) определено так, что выполнено 

81,0 81, 

^1У1У2У2{р1 е 3^ & V! е 8^ & 112 е 812 & ^ е 812 з 

=> (^1 П ^г = У1ПУ2 = 111 = У1&112 = V2)) , и 
81, О 812 81, 8Г2 

б) определим (1)812 ^ 812 и для всякого НЧ и, 1 й л, (л+1)8Г2 ^ (п)812 О 8Г2. 

В нашей дальнейшей работе при расширении конструктивного математи
ческого анализа на основе арифметической иерархии окажется полезным 
фиксировать алфавиты Е0 и Е, Е0 ^ (0, |, —, / , @},* 

Н ^{0, |, - , / , © , • , Л , V, Ш, а, р, у, 8, ш, щ}, 

где буквы начиная с 0 по 5 (включительно) служили нам в предыдущих работах, 
а пара букв ш, щ предназначена для кодирования дополнительных символов 
при помощи (ш, щ)-звеньев (см. [1], главу I, §§5 — 6). Мы договоримся, что для 
любого НЧ п, 1 ^ и, п-ый введенный нами дополнительный символ будет 
кодироваться посредством (ш, щ)-звена шщ{и}ш. 

Так, например, в § 5 нам понадобится символ оо. Он является первым до
полнительным символом и мы будем его кодировать посредством шщш. 
Тогда —оо будет слово, кодированное посредством —шщш. Вместо оо мы 
будем иногда писать -I- оо. 

* По техническим причинам вместо ромба, обычно используемого в литературе по 
конструктивной математике, в статье употребляется знак @. 
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§2. Конструктивная трактовка теории функций частичнорекурсивных 
относительно числовых множеств 

В нашей дальнейшей работе по конструктивной математике мы хотим 
пользоваться релятивизацией математического понятия алгорифма. В предыду
щих работах мы пользовались понятием нормального алгорифма, введенного 
А. А. Марковым [1], в качестве математического уточнения интуитивного 
понятия алгорифма. Ввиду известной эквивалентности нормальных алгориф
мов и частичнорекурсивных функций [2] и того, что теория релятивизованных 
частичнорекурсивных функций является более развитой и подробно изложена 
в общедоступной книге Роджерса [10], нам кажется более выгодным пользо
ваться в дальнейшем теорией частичнорекурсивных функций (ЧРФ) при 
сохранении, употребляемого в конструктивной математике, конструктивного 
понимания математических суждений [3]. 

Следует заметить, что в многих работах по теории ЧРФ — в частности 
в упомянутой книге Роджерса — употребляется классическая логика, что 
приводит к некоторым трудностям. Общеизвестно, например, что нельзя в ходе 
конструкции ЧРФ неограниченно пользоваться законом исключенного третьего. 
Употребление классически понимаемого квантора существования, по нашему 
мнению, невыгодно тем, что в большинстве случаев важно разобраться в том, 
если 

а) можно получить доказательство существования, содержащее эффек
тивный метод построения соответствующего объекта, — т. е. доказать конст
руктивную осуществимость, или 

б) мы только знаем, что из предположения, что соответствующий объект 
не существует, получится противоречие. 

В рамках конструктивной логики квантор существования служит обозна
чению конструктивной осуществимости, а его двойное отрицание отвечает 
случаю б). При этом следует заметить, что „эффективным методом" постро
ения конструктивного объекта является ЧРФ, строящая этот объект или его 
код. 

Уже этот пример указывает на то, что конструктивное понимание мате
матических суждений ближе сути теории ЧРФ чем классическая логика. Благо
даря внутренней родственности теории ЧРФ и конструктивного подхода при 
переходе от классического к конструктивному пониманию меняется лишь 
формулировка большинства результатов той части теории ЧРФ, которой мы 
будем пользоваться. В частности, появятся двойные отрицания. 

Большинство определений и утверждений, приведенных в этом параграфе, 
будут конструктивными аналогами определений и результатов известных из 
[10]; в то же время некоторые из них (теоремы 2.9. и 2.10.) мы в доступной нам 
литературе не встречали. 
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В дальнейшем мы пользуемся без ссылок понятиями частичнорекурсивной 
функции (ЧРФ), общерекурсивной функции (ОРФ), рекурсивно перечисли
мого — р. п. — (соотв. рекурсивного) числового множества. При этом мы 
предполагаем, что аргументами и результатами ЧРФ являются элементы мно
жества Ы, введенного в § 1, т. е. определенного вида слова в алфавите {0, |}. 
Мы дальше предполагаем, что у нас есть ЧРФ двух переменных, являющаяся 
универсальной функцией для ЧРФ одной переменной. Мы будем пользоваться 
порождаемой ею нумерацией частичнорекурсивных функций одной переменной 
и соответствующей нумерацией рекурсивно перечислимых числовых множеств. 
При этом срт (соотв. \Ут) будет ЧРФ (соотв. р. п. числовое множество) с (геде-
левым) номером т. 

Для любых НЧ тип мы скажем, что выражение срт(п) осмыслено, и будем 
писать \срт(п), если ЧРФ <ртприменима к НЧ п. 

Ввиду упомянутой нами эквивалентности нормальных алгорифмов и ЧРФ 
мы предположим, что конструктивное понимание математических суждений, 
введенное Н. А. Шаниным в [3] на основе нормальных алгорифмов, переска
зано в терминах теории ЧРФ. Например, для числового предиката ^(т, п) 
выражение ЧтЗп^(т, п) обозначает: существует ОРФ / такая, что Vт^(т, 
/(т)). Мы напомним, что важным положением конструктивного понимания 
математических суждений является принцип А. А. Маркова ([4]): для любых 
ЧРФ ф и НЧ п верно 

И П 1ф(п) => 1ф(п) . 

Мы будем пользоваться кодированием и-ок НЧ, введенным в [10], § 5.3, 
в частности, обозначениями т, ти, п19 п2, пп, где 2 ^ п&1 ^ } ^ п. Таким 
образом, для НЧ п, 2 ^ п, и п-ки НЧ т1 • т2 • ... • тп натуральное число 
тп(ти т2,..., тп) является кодом этой п-ки. Мы заметим, что приведенное 
кодирование можно осуществить нормальными алгорифмами в алфавите Е. 

Как известно, для любых НЧ п, 2 ^ п, и ЧРФ п переменных ф0 существует 
НЧ т такое, что 

У1?1Р2 • • • Рп(Фо(Ри Ръ • • •> Рп) ^ <Рт(ЛРи Р2> • • •> Рп))) • 

Для числовых множеств мы будем пользоваться следующими понятиями 
из [10], §§4.3 и 7.1: 

1) одно-односводимостью (^ х) и одно-одноэквивалентностью (=1), 
2) много-односводимостью (йт) и много-одноэквивалентностью ( = т ) и 
3) рекурсивным изоморфизмом. 

Мы заметим, что два числовых множества рекурсивно изоморфны тогда 
и только тогда, когда они одно-одноэквивалентны (Майхилл, [10], стр. 116). 

Мы будем пользоваться понятием канонического индекса для конечных 
множеств НЧ (заданных посредством системы НЧ, т. е. списком), введенным 
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в [10], § 5.6. При этом, следуя Роджерсу, мы через О т обозначим конечное мно

жество, каноническим индексом которого является НЧ т. 

При определении конструктивного аналога понятия функции частичноре-
курсивной относительно числового множества мы будем следовать способу, 
избранному Роджерсом ([10], §9.2). В частности, мы будем пользоваться 
понятием регулярного рекурсивно перечислимого множества и общерекурсив
ной функцией д из теоремы II названного параграфа, которая обладает тем 
свойством, что для любого Н Ч т 

а) ^ е ( т ) — регулярное множество и 

б) если \Ут регулярное множество, то \Уе(т) = \Ут. 

Мы подчеркиваем, что употребление двойного отрицания в следующем 
определении является неизбежным ввиду употребляемого нами конструктив
ного понимания математических суждений. 

Определения. Пусть В числовое множество, а т, к, и п НЧ. 

1) Выражение <га>в мы назовем В-частичнорекурсивной функцией (В-ЧРФ) 

или функцией частичнорекурсивной относительно множества В. 

2) Мы говорим, что выражение < т > в (к) осмыслено (В-ЧРФ применима 

к НЧ к), и пишем !</и>в (к), если 

1 П Э/М(т 4(*, I, р, д) б \У,(т) & Вр с В & Вя с \ В) . 

3) Если 
1 П Зр^(т\к, п, р, д) 6 \У,(И) е р с В & Б ? с \ В) , 

то мы говорим, что НЧ п является значением выражения </я>в (к) (результатом 

применения В-ЧРФ <тя>в к НЧ к), причем < т > в (к) является для нас обозна

чением для НЧ п. 

4) Любое НЧ / такое, что 

У«т> в (0^< !> в (0). 
мы называем геделевым номером В-ЧРФ <АЯ>В. 

5) Если У*(!<ти>в (/)), то мы </я>в называем В-общерекурсивной функцией 
(В-ОРФ). 

6) Для любых НЧ I и к0, кх,..., к(, где 1 ^ X, мы обозначим 

</я>в(/с0, к19..., К) ^ < т > в ( т ' + 1(/с0, *-.,..., к,)) . 

Обозначение. Для любого числового множества В мы посредством То1в 

обозначим числовое множество {т | У/(!<т>в (/))}, т .е. множество всех геде-
левых номеров В-общерекурсивных функций. 
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Мы заметим, что для ^сякого числового множества В 

а) ввиду свойств ОРФ д для любых НЧ т9п9ки I верно 

</и>в (л) ~ к& </и>в ( и ) а / э к т / и 

б) числовые предикаты !<*>в (р) и < 0 В (р) — 4 являются нормальными, 
т. е. логически эквивалентны своему двойному отрицанию. 

Определение. Пусть В 0 и В! числовые множества, а для НЧ I, 0 ^ г: <; 1, 

^ ЧРФ или В Г ЧРФ. Если выполнено Уп(ф0(п) .~ фг(п)), то мы скажем, что ^ 0 

и фх — равны (равные функции), и будем писать ^ 0 ~ фх. 

Согласно принципу А. А. Маркова [4] верно следующее. 

Теорема 2.1. Для любого рекурсивного числового множества В существуют 
ОРФ х0 и хх такие, что 

Чт((т}в ~ срХо(т) &срт~ <х х (т)> в ) . 

Как видно, мы посредством </я>0 получаем эффективную нумерацию 
всех ЧРФ. В следующем мы будем, пока не скажем другое, пользоваться этой 
нумерацией. 

Для функций частичнорекурсивных относительно числовых множеств 
имеет место сильный частично релятивизованный вариант известной 8 — т — 
— и-теоремы (см. [10], стр. 177). В согласии с этим результатом мы будем 
в следующем для любых НЧ п и т , 1 ^ / и & 1 | и , посредством 5™ обозначать 
ОРФ т + 1 переменных такую, что для любых числового множества В 
и всяких НЧ р,к1,к2....,кт,11 /2, ..., /„ выполнено 

<р}в(к19 к29..., кт9 119 /2,..., /„) ~ < 5?(р, к19 к29...9 кт)}в(119 /2,..., /„). 

Мы напомним что 8 — т — п-теорема — инструмент большой силы с ши
рокой областью применения. Ведь, например, известная теорема о рекурсии 
является следствием названной теоремы ([10], гл. 11). 

В следующем мы будем посредством 8и Ь обозначать ОРФ двух перемен
ных такую что для любых числового множества В и НЧ т9пи р выполнено 

< т > в « и > в (р)) с* <5иЬ (т, л)>в (р). 

Обозначение. Для любых числового множества В и В-ЧРФ ф мы обозначим 

йот(ф)^{к\ \ф(к)} 
и 

гап§е (ф) ^ {п | и ~\Щф(к) ~ п)} . 

ё о т (ф) (СООТВ. гап^е (ф)) мы назовем числовой областью определения (соотв. 
значений) В-ЧРФ ф. 
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Определения. Пусть А и В числовые множества, а (̂&1> к29 •••> К) и-арный 
(и-местный) числовой предикат. 

1) Мы скажем, что предикат ^ является В-частичнорекурсивным (частич-
норекурсивным относительно В), если осуществимо НЧ т такое, что 

Чкгк2... Ш(к19 к29..., кп) = !<ет>в (к19 /с2,..., кп)) . (1) 

Любое НЧ т9 обладающее свойством (1), мы назовем геделевым номером 
предиката ^ относительно множества В. 

2) Мы скажем, что предикат ^ является В-общерекурсивным (общере
курсивным относительно В), если осуществимо НЧ т такое, что 

теТо^&^Кк, ... КШкг, к29..., кп) = <т> в (к19 к29..., кп) ~ 0)& 

&(П^(/с1, к29..., кп) = <т>*(к19 к29..., кп) с 1)). (2) 

Любое НЧ т, обладающее свойством (2), мы назовем характеристи
ческим В-индексом предиката ^ . 

3) Мы скажем, что числовое множество А, А ^ {п | Р(п)}9 рекурсивно 
перечислимо относительно В — В-рекурсивно перечислимо (соотв. рекурсивно 
относительно В — В-рекурсивно), если числовой предикат Р(п) является В-
частичнорекурсивным (соотв. В-общерекурсивным). 

Любое НЧ т, которое является геделевым номером предиката Р(и) 
относительно множества В, мы назовем геделевым номером множества А 
относительно множества В. Аналогично, любое НЧ т9 которое является 
характеристическим В-индексом предиката Р(п)9 мы назовем характеристичес
ким В-индексом множества А. 

4) а) Если числовое множество А рекурсивно относительно В, то мы 
обозначим Л ^ Т В . 

б) Мы обозначим А = т В ^ А ^ т В & В ^ т А. 

Замечание 2.1. 1) Если НЧ т является геделевым номером числового мно
жества А относительно В, то выполнено А = йот((т}в). 

2) Если числовое множество А рекурсивно перечислимо (соотв. рекурсивно) 
относительно В, то А является нормальным множеством. Поэтому отношения 
„А рекурсивно перечислимо относительно В", А ^ Т В и А = Т В являются 
рефлексивными только для нормальных множеств. 

3) Отношение А ^ т В транзитивно, а А = т В транзитивно и симметрично. 

4) Ввиду релятивизованной теоремы Поста ([10], стр. 327) отношение 
А ^ Т В выполнено тогда и только тогда, когда множества А и \ А В-рекурсив
но перечислимы. 
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5) Для любых числовых множеств А и В из А ^ Т В следует \Л ^ Т В . 
(Мы заметим, что обратное утверждение верно для нормальных множеств, 
а в общем случае неверно.) 

Определение. Числовое множество А мы назовем начальным сегментом 
множества Ы, если выполнено 

Утп(тбА&п < / и - э п е А ) . 

Теорема 2.2. Существуют общерекурсивные функции /19/2 и д такие, что 
для любых числового множества В и НЧ т выполнено 

1) <1от (<д(т)}в) = гап§е (<т)в) 
и 

2) гапёе (<Л(т)>в) = гап§е ( < / 2 И > в ) = йот (<т> в ), 

причем 

а) если н(с1от«™>в) = 0 ) , то <Л(АИ)>В В-ОРФ И 

6) дот (</2(#0>в) является начальным сегментом множества N и В-ЧРФ 
</2(/я)>в перечисляет без повторений множество ёот«га> в ) . 

В теоремах о проекции нам нужно (ввиду конструктивного понимания 
математических суждений) в отличие от [10], стр. 92 и 177, наместо квантора 
существования писать его двойное отрицание. 

Теорема 2.3. Существуют ОРФ /, д и к такие, что для любых числового 
множества В и НЧ т 

1) для всякого В-общерекурсивного бинарного числового предиката 
(̂&:, /) с характеристическим В-индексом т НЧ /(т) является геделевым но

мером относительно В В-частичнорекурсивного унарного числового предиката 
ППЗ* <}(*,/), 

2) для всякого В-частичнорекурсивного бинарного числового предиката 
^(/с, /) с геделевым номером относительно В — т НЧ д(т) является геделе
вым номером относительно В В-частичнорекурсивного унарного предиката 
-]-]Зк(±(к,11 

3) для любого В-частичнорекурсивного унарного числового предиката 
^(^с) с геделевым номером относительно В — т НЧН(т) является характеристи
ческим В-индексом В-общерекурсивного бинарного числового предиката Р(&, /) 
такого, что 

ЩО(к)= ППЗ/Р(/с,/)). 

В релятивизованной теории ЧРФ можно пользоваться оператором мини
мизации (/л). Нам в дальнейшем понадобится следующий результат. 
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Теорема 2.4. Существует ОРФ тШт такая, что для любых числового 
множества В и НЧ тик верно 

\(тШт(т)ув(к) = И П3/«т>в(/с, /) ~ 0&Ур(р < I ю !<т>в (к, р))) 
и 

\{тМт (т)Ув (к) =э <тя>в (к, (ттгт (т)ув (к)) ~ 

- О & ~]3р(р < (тШт (т)Ув (к) & <га>в (к, р) ~ 0) . 

Обозначение. В дальнейшем мы будем без ссылок пользоваться обозна
чением, введенным в предыдущей теореме. В большинстве случаев мы для 
всяких В-ЧРФ ф с геделевым номером т и бинарного числового предиката 
()(/с, /) с характеристическим В-индексом п будем наместо (тШт (т)ув (к) 
писать р1(ф(к, I) ~ 0), а наместо (тШт (п)ув (к) писать 

иЩ(к,1). 

Определения. Мы для всяких числового множества В и НЧ т и * определим 

1) \ У в ^ с 1 о т « т > в ) , 

2) В ' ^ { т | т е XV*}, т.е. В' = {т | !<т>в (т)} 

(В' называется скачком множества В) и 

3) В ( 0 ) ^ В , В(г + 1 ) ^ ( В ( г ) ) ' . 

В следующем мы часто будем для любых НЧ т и к 

<т> 0 ( к ) сокращать до <га>[к]. 

Замечание 2.2. Для любого числового множества В скачек множества В 
(т. е. В') является нормальным В-рекурсивно перечислимым множеством, ко
торое не является В-рекурсивным. Существуют НЧ]ытр и Лед такие, что для 
любого числового множества В верно 

\Ув

мт;7 = В', Лед = ЛО'итяр), где/2 ОРФ из теоремы 2.2, и, следовательно, 
(<1едУв В-ОРФ, перечисляющая без повторений множество В'. 

Для нормальных числовых множеств имеют место и в конструктивном 
смысле известные из [10] связи между операцией скачка, одно-односводи-
мостью, Т-сводимостью (^ т ) и отношением быть рекурсивно перечислимым 
относительно. 

Теорема 2.5. Существует взаимно однозначная ОРФ/ такая, что для 
любого числового множества В верно 

V/с(ин(^сеВ) =/(/с)еВ') 

и, следовательно, если В нормальное множество, то В = г В' посредством /. 
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Теорема 2.6. Существуют ОРФ д и к такие, что для всяких числовых 
множеств А и В и НЧ т верно 

а) XV® = ! В' посредством ОРФ (д(т)Ут и 

б) если А 5^ В' посредством ОРФ <т>с о ], то А = \\^(т). 

Следствие. Существует ОРФ ф такая, что для всяких числового множе
ства В и НЧ т натуральное число ф(т) является характеристическим В'-
индексом 

а) любого числового предиката В-частичнорекурсивного с геделевым но
мером (относительно В) т и 

б) множества \Ут. 

Теорема 2.7. Существует ОРФ х такая, что для всяких числовых множеств 
А и В и НЧ т, которое является характеристическим В-индексом множества А 
(и, следовательно, верно А ^ Т В ) , выполнено А ' ^ х В' посредством ОРФ 

<*м>[0]. 
Мы заметим, что (А' = 1 В' => А ^ Т В ) верно в конструктивном смысле 

только тогда, когда А — нормальное множество. 

Следующее утверждение свидетельствует о том, что для любых числовых 
множеств С и В, С ^ т В, можно по всякой С-ЧРФ построить равную ей В-ЧРФ. 

Теорема 2.8. Существует ОРФ двух переменных д такая, что для любых 
числовых множеств С и В и НЧ т, которое является характеристическим 
В-индексом множества С (и, следовательно, имеет место С ^ т В), верно 

Щ<д(к, т)>» ~ <*>с) . 

Обозначение. Посредством ир мы обозначим ОРФ двух переменных 
такую, что для всякого числового множества В выполнено 

Ш(((ир (к, 0>в (° ~ </с>в) & ир (к, 0) = к) . 

В следующем мы часто будем встречаться с тем, что для числовых мно
жеств С и В, С ^ т В, мы будем значения определенной С-ЧРФ считать геделе-
выми номерами В-частичнорекурсивных функций. Следующая теорема о све
дении показывает, что мы взамен этой С-ЧРФ можем пользоваться определен
ной 0-общерекурсивной функцией. 

Теорема 2.9 (о сведении). Существует ОРФ двух переменных / такая, что 
для любых числовых множеств В и С, С ^ т В, всякого характеристического 
В-индекса множества С — т и НЧ р 

1) </(т,р)У 0-ОРФ, 
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2) для всякого НЧ к верно 

Щ«/(т,р)У (к)>*(4) ~ <<р>с(/с)>в(<.)) 

и, следовательно, 

а) если Кр>с(к), то «/(т, р)}0 (к)}в ~ «1>>с(/с)>в, и 

б) если ~| !<р>с (к), то <Дт, р)>0 (/с) геделев номер нигде неопределенной 
В-ЧРФ. 

Другой способ сведения (неполного) показан в следующей теореме. 

Теорема 2.10. Существует ОРФ д такая, что для любых числового мно
жества В и Н Ч р и ^ 

1) <9(Р)У 0-ОРФ и 
2) если КрУ' №, то 

V/(!«^>>в'(<г)>В(0 => !«<7(р)>0(<.)>в(/))& 

& -I -Як Щк й I =- «Р>В '(«)>В(0 =- «9(Р)У («)>в(/)) • 

Определение. Пусть В числовое множество, ф В-ЧРФ, а п НЧ. Тогда для 
любых НЧр, ки к2,..., кп обозначим 

рИтф(ки к2, ..., кп, <?) ^ ~1 13тУ1(т ^ / з ф(ки к2, ..., кп, I) ~ р) . 

Теорема 2.11. Существует НЧ д0 такое, что для любых числового мно
жества В и НЧ п, 0 < п, <д0>

в В-ОРФ такая, что Vт^с/«ш>в(п)(/с) ы / = 
= П ПЭ^«^0>

В (л, т, к, 1,р)е\ В(л>)). 

При помощи этого результата можно доказать следующее очень полезное 
утверждение. 

Теорема 2.12 (ср. [22] и [23]). 1) Существует ОРФ двух аргументов х 
такая, что для любых числового множества В, положительного НЧ п и НЧ т 
верно 

а) <х(и, т)> в ( п _ 1 ) В^-^-ОРФ, 

б) V&(!<т>в(п)(&) = И ПЭ/(/Нш <к(п, т)> в ( п _ 1 ) (к, ^))) и 

в) Ш«/и>в < п ) (к)*1=>1 Ит <х(п, т)> в ( "" , ) (к, «)). 

2) Существует ОРФ $ такая, что для любых числового множества В 
и НЧ т, если <т> в В-ОРФ, то для всякого НЧ к 

а) !<#И> В ' (к) = ППЭ/(/Нт</г2>в(/с,^)) и 

б) !<Э(т)>в' (/с) => «5(т)> в ' (/с) Ит </я>в (/с, «)). 
4 
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Важный способ классификации числовых множеств дает нам так назы
ваемая арифметическая иерархия ([10], главы 14 и 15). Ввиду используемого 
нами конструктивного понимания математических суждений необходимо 
в определениях ]ГИ- и ^„-префиксов заменить все вхождения квантора 3 на 
НПЗ. Этим путем мы получим конструктивные понятия ]ГИ- и [^-префикса 
(например, ]Г3-префиксом будет И НЗУП ИЗ), ][]п- и [|и-форем и ^ и - и ["[,.-
классов числовых множеств (т. е. классов множеств выразимых соответственно 
в ]ГП- и [^„-формах). Релятивизацией названных понятий мы для всякого число
вого множества В получим ]ГИ- и [^-классы. Следует напомнить, что в случае 
рекурсивного множества В ^-класс (соотв. Р]и-класс) совпадает с ^„-классом 
(соотв. []и-классом). 

В теории релятивизованных частичнорекурсивных функций и в арифмети
ческой иерархии очень важны теоремы о нормальной форме. Мы приведем 
полезный вариант этой теоремы (для ЧРФ). 

Теорема 2.13. Существует ОРФ ф такая, что для любых числового мно
жества В и НЧ п — \1/(п) характеристический В-индекс В-общерекурсивного 
предиката Т и + 1 (т, к, 119 /2,..., /и + 1) такого, что 

Ут/с«т>в<",(*) « 7С.0*/.(У/2 И П3/3 ... Тв

+1(/п, к, /., /2,.... /я+1)))) , 

где перед Ти + х стоит знак отрицания, если п нечетно, причем 

Vткр^(Тв

1(т, к, р) & Т?(/и, к^) => р = о) . 

В дальнейшем мы будем без ссылок пользоваться обозначениями из 
теоремы 2.13. 

Следствие. Для любых числового множества В и НЧ к, тип верно 

/се\Уво,> = 1 - 1 3 / , V/, ППЗ/з ... Т в

+ 1 (т , к, /., /2 /п+1) 

и, следовательно, 

ке В ( л + 1 ) ЕЕ -| ИЗ/, У/2 1 И3/3 ... Ти

в

+1(/с, к, /-, /2,..., /и+1) , 

где в обоих случаях перед Т и + 1 стоит знак отрицания, если п нечетно. 

На основании предыдущей теоремы, замечания 2.1 и теоремы 2.3 мы полу
чим сильную теорему об иерархии. 

Теорема 2.14. Для любых числовых множеств А и В и НЧ п верно 

1) А принадлежит классу Х]и+1 тогда и только тогда, когда множество А 
является В(л)-рекурсивно перечислимым, т. е. существует НЧ т такое, что 
А - . < " ' , и 

2) А принадлежит обоим классам ^«+1 и П« + 1 т о г Д а И только тогда, 
когда А ^ Т В ( Л ) . 
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Приведенные результаты показывают, что для любых числового мно
жества В и НЧ п мы на основании В-общерекурсивного предиката Тв+ х полу
чаем нумерации как В(п)-ЧРФ так и числовых множеств ^в

+1 -класса. 

Мы уже показали, что конструктивное понимание квантора существования 

основано на понятии ЧРФ. Мы введем релятивизованный квантор существо

вания, понимание которого основано аналогичным образом на понятии 

релятивизованной ЧРФ. Вводимые нами кванторы служат расширению наших 

выразительных средств. 

Для любых числового множества В и числового предиката Р(/с) выражение 
Звк Р(/с) обозначает: осуществима В-ЧРФ ф такая, что !^(0) & Р((Д(0)). 

Таким образом, если предикат Р(/с) не содержит переменную т9 то 

Звк Р(/с) = Зт(\(т}в (0) & Р « т > в (0))) 

и релятивизованный квантор существования переводится на прежний конструк

тивный квантор существования. 

Мы будем выражение , ,3 В " читать ,,В-осуществимо" или ,,осуществимо 

относительно В". 

Для любого НЧ к мы часто будем 3 0 ( к ) сокращать до 3[*]. 

Мы заметим, что приведенное нами определение вместе с принципами 

конструктивного понимания математических суждений дают нам понимание 

релятивизованного квантора существования и в более сложных случаях. Напри

мер, для любых числового множества В и предиката Р(к, /), который не содер

жит переменные т , п и р, мы постепенно получаем 

УА: Зв1 Р(к, 1) = Чк Зт(Кт}в (0) & Р(*, < т > в (0))) = 

= ЗпV^!<п> 0 (^с)&!<<п> 0 (/с)> в (О)&Р(/с,<<«> 0 (ф в (О))) = 

= 3^рVН!<^Р>В(/с)&Р(^с,<р>в(/с))), 

где последнее выражение значит: осуществима В-ОРФ / такая, что верно 

§3. М-отображения, М-операторы, М-последовательности 

Пусть М нормальное числовое множество, 1\ и Г 2 (непустые) алфавиты, 

к НЧ, а / М-частичнорекурсивная функция, / ~ <&>м. 

Тогда мы 1) а) (Г19 Г2)-интерпретацией М-ЧРФ / назовем выражение 

[/| г. ,г2> Д л я всякого слова Р в алфавите 1\ определим 

и скажем, что [/1г!,г2 Применима к слову Р, и будем писать ![/]г,.,г2СР), если 

!/(н г.(Р)), 
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б) к назовем геделевым номером (Г 1 5 Г2)-интерпретации [/]г!,г2

 и 

2) а) (М, Т19 Г2)-отображениями мы будем называть (Т19 Г2)-интерпретации 
М-частичнорекурсивных функций и 

б) (Е, Е)-интерпретации мы будем просто называть интерпретациями, 

(М, Е, Е)-отображения — М-отображениями и в связи с этим [/]я,в сокра

щать до [/]. 

Пусть 1\ и Г 2 алфавиты, М 1 и М 2 нормальные числовые множества, 
Ж1 и 5Ш2 нормальные словарные множества, 91х и 912 нормальные словарные 
множества с равенством соответственно в алфавитах Г х и Г 2 . Тогда мы 

1) (М19 Т19 Г2)-отображение ЗР назовем 

а) (М19 Т19 Г2)-отображением типа (9И1—•9М2) (соотв. типа (^-^Ш^), если 

У5(5 е аИ, & Щ8) ю &(8) е Яй2) (соотв. У5(5 е ЯН, з \&(8) & &(8) е Яй2)), 

б) (М19Т19 Г2)-оператором типа ((й1 —• 212) (соотв. типа (91х -* 212)), 

если & (М19 Т19 Г2)-отображение типа (Ос(811) —• Ос(912)) (соотв. типа 

( О с ^ ) -> Ос(912))) и выполнено 

У5Г(5 е 21, & ТЕ Ш, & 5 = Т => (!.^(5) = \&(Т)) & (\&(8) => &(8) = &(Т))) , 

2) (М19 Т19 Г2)-оператор & 1 типа (Ш1 —• 912) и (М 2 , 1\, Г2)-оператор ЗР2 

типа ((И1 —> 2Г2) назовем равными операторами, если выполнено 

У^ЯеЯ, . => (\^,(8) ЕЕ ! ^ 2 ( 5 ) ) & ( ! ^ , ( 5 ) => &х(8) = 3?2(8))), 

« 2 

3) ЗД^-областью определения оператора ^ типа (Ч11 —> $12) назовем сло
варное множество ЛЯ(5 е %11 & \^(8))9 

4) (М 1 ? Е, Е)-операторы будем называть М^операторами. 

Обозначения. Существует ОРФ / такая, что для всяких нормального 
числового множества М, непустого алфавита Г, НЧ тир, где т число букв 
алфавита Г, и слов Р и Г в алфавите Г выполнено 

<1>>м ЫРТ)) а. </(/*, р, н г (Р))> м (н г (Т)). (3) 

Мы для всяких нормального числового множества М, непустых алфавитов 

Г 1 5 Г 2 и Г 3, слова Р, Р13Т19 НЧ т9 р и ^9 где т число букв алфавита Т19 

(М, Т19 Г2)-отображения $9 $ ^ [<1>>м]Г1,г2> 

и (М, Г 2, Г3)-отображения ЗР9 ЗГ ^ [<-1>м]г2.г3> обозначим 

а) посредством $? (М, Т19 Г2)-отображение 

[ < Д т ) Р , н Г 1 ( Р ) ) > м ] Г 1 1 Г 2 
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и б) посредством ЗР * $ (М, Г 1 ? Г3)-отображение 

[<5аЬ (<?, 1?»м3гьг3> где БиЪ ОРФ из § 2 . 

Тогда для всякого слова Т9 Т13Т19 ввиду (3) и свойств ОРФ 8иЬ выполнено 

8р{Т) ^ ЖРТ) и У-* в(Т) ~ &{в{Т)) . 

Определения. 1) Пусть М нормальное числовое множество, Г х и Г 2 алфа
виты, {0, |} с Г 1 ? К словарное множество в алфавите Г 2 . Тогда мы 

а) (М, Т19 Г2)-последовательностями элементов множества С назьшаем 
(М, Т19 Г2)-отображения типа (Ы -> (Г), 

б) (М, Г 1 ? Г2)-последовательностями (М, Т19 Г2)-отображений определен
ного типа назьшаем (М,Г1 ?Г2)-отображения ё такие, что для всякого НЧ п — 
ёп (М,Т19 Г2)-отображение этого типа. 

2) Для любого нормального числового множества М мы (М, Е, Непосле

довательности называем просто М-последовательностями. 

3) Последовательностями словарных множеств определенного типа мы 

называем словарные множества С такие, что 

У5(5бС => ЗпТ(8 = « П Т ) ) 

и для всякого НЧ п — &пП словарное множество этого типа. 

Мы заметим, что ввиду конструктивного понимания математических 

суждений, если С последовательность М-рекурсивно перечислимых (соотв. 

М-рекурсивных) словарных множеств, то словарное множество С является 

М-рекурсивно перечислимым (соотв. М-рекурсивным). 

Замечание. В случае надобности мы будем последовательности обозначать 
способом, который нам облегчит работу с их членами. 

Например, если М нормальное числовое множество, ЗР М-последователь-

ность слов в алфавите Е, $ М-последовательность М-отображений, а С по

следовательность словарных множеств, то мы будем эти последовательности 

обозначать посредством 

{^(»)}Г, да и { а д п , 

где мы, следуя определению, под ^(п) понимаем результат применения 

М-отображения ЗР к НЧ п. 
При этом следует заметить, что, говоря, например, {-Р„}̂  М-последова-

тельность слов в алфавите Е, мы тем самым утверждаем, что существует М-
отображение типа (Ы -> 8Е) ЗР0 такое, что Уп(^0(п) =5= Р„). 

Определения. Для любого НЧ т мы часто будем 0 ( т )-отображения, 

0 ( т )-операторы и 0 ( т )-последовательности называть [т]-отображениями, 
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[т]-операторами и [^-последовательностями, а наместо 

[< !с> 0 < т )]. {Рп}Г> и {9,}?™ писать 

[<Ь> [ т ]], {Р*}™ и {».}М. 

Обозначение. Для любого НЧ п мы посредством К0"1 обозначим словарное 
множество 

А5(5еМ&Ур(!<5>М(р))). 

т. е. множество всех НЧ, являющихся геделевыми номерами 0(л)-общере-
курсивных функций. 

Обозначения. 1) Посредством о0 и о1 мы обозначим фиксированные 
[0]-отображения такие, что для всякого слова 5 в алфавите 3 

а) <т0 и а1 применимы к 5 и а0(8) — целое число, 

б) если слово 5 не начинается буквой •, то о0(8) = — 1 и У 1(0 ̂ 8 ЕВ 0 ~~ 
= Л) и 

в) если для НЧ к верно 5 = П]Р0 • Рг ... • Рк9 где для всякого НЧ г, 
О ̂  г ^ к, слово Р, не содержит букву •, то 

а0(8) =5= к & У/((0 = г й <-о(5) => ^г(8 ЕЕ) 0 = Р<) & 

& ((г < О V <т0(5) < 0 =э <тх(8 ЕВ 0 = Л)). 

2) Если ЯК словарное множество в алфавите Е, элементы которого не 
содержат букву •, а Ре{С0}ЯЙ, т.е. Р — система элементов множества ЯМ, 
то мы будем — в случае надобности — эту систему обозначать посредством 

В заключение этого параграфа мы обратим внимание. на используемую 
нами терминологию. 

Мы напомним, что в конструктивной математике понятия фундаменталь
ности, сходимости, непрерывности, дифференцируемости и т. д. связаны 
с существованием конструктивных последовательностей (в нашей терминоло
гии ^-последовательностей) НЧ, которые являются регуляторами фундамен
тальности, сходимости и т. д.. Поэтому, если М нормальное числовое мно
жество и мы, например, скажем, что оператор является М-непрерывным 
в точке Р, то это будет означать, что существует М-последовательность НЧ, 
которая является регулятором непрерывности этого оператора в названной 
точке. Если М-последовательность, обладающая описанными свойствами, не 
может не существовать, то мы скажем, как это привычно, что оператор является 
квази-М-непрерывным в точке Р. Непрерывность в классическом смысле мы 
будем по-прежнему называть псевдонепрерывностью. Для любого НЧ к мы 
часто будем 0(*)-непрерывность называть просто [^-непрерывностью. 
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§4. Релятивизация конструктивных аналогов вещественных чисел 

Мы введем понятия, являющиеся релятивизацией конструктивных действи
тельных чисел (КДЧ), конструктивных псевдочисел (ПЧ), квазичисел (КЧ) 
и квази-Р^-чисел, введенных А. А. Марковым, Н. А. Шаниным, Г. С Цейтиным 
и Б. А. Кушнером (см. [11] и [12]). 

Обозначение. Посредством Мат мы обозначим фиксированное [(^-ото
бражение такое, что для всяких слов 5 и Т в алфавите Н, где Т не содержит 
букву @, выполнено 

Мат (Т) ~ Т и Мат (5 @ Г) ~ 5@ . 

Определения. Пусть т НЧ. 

а) Слово 5 мы назовем [га]-дуплексом (соотв. [га]^-дуплексом), если 

существуют НЧ пик такие, что 5 =? п@{т+1}/с, [<п> [ т ]] является [^-последо

вательностью РЧ, а [</с>[т]] [/^-последовательностью НЧ, и для всякого 

НЧ / (соотв. не может не существовать НЧ 5 такое, что для всякого НЧ /, 

5 ^ /) выполнено 

V^><.([</с>['я]] (!) < р => |[<«> [ т ]] (р) - [<п> [ и 1 (р + в ) | < 2"') . 

б) Слово 5 мы назовем [га]-конструктивным действительным числом — 
[га]-КДЧ — (соотв. [га]^-числом — [га]^Ч), если 5 РЧ или существует НЧ п 
такое, что п ^ га и 5 является [п]-дуплексом (соотв. [п]^-дуплексом). 

Множество всех [га]-КДЧ мы обозначим посредством Б [ т ] , а множество 
всех [ г а ] ^ Ч посредством ^ ^ [ т ] . Выполнено Б [ т ] с ^ ^ [ т ] . 

в) Слово 5 мы назовем [га]-квазичислом, если 5 РЧ или 5 оканчивается 
буквой @ и не может не существовать НЧ р такое, что 8р е Б [ т ] . 

Множество всех [га]-квазичисел ([га]-КЧ) мы обозначим посредством 
Кы и заметим, что УГ(Ге ^ ^ [ т ] => Мат (Т) е К [ т ] ) . 

г) Слово 5 мы назовем [га]-псевдочислом ([га]-ПЧ), если 5 РЧ или суще

ствуют НЧ пик такие, что п ^ га&5=р/с@{л+1}и [</с>[л]] [^-последователь

ность РЧ, которая псевдофундаментальна, т. е. выполнено 

V/ и п З р Ус25(р < Ч => \1<кУ»Ц (д) - [</с>[">] (сз + -)| < 2"') . 

Множество всех [га]-ПЧ мы обозначим посредством П [ т ] и заметим, что 

К [ т ] 1= П [ т ] . 

д) Слово 5 мы назовем арифметическим действительным числом (АДЧ), 

если Зп(5 е Б [ л ] ) . 

Для всякого НЧ п словарные множества В [ л ], ^ ^ [ п ] , К [ л ], П [ л ] и множество 

всех АДЧ являются нормальными множествами, х[л], / л ] и 2 [ л ] (соотв. %м, т\1пУ) 

с индексами или без них будут переменными для [п]-КДЧ (соотв. [п]-ПЧ). 
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Мы заметим, что словарное множество О (т. е. множество всех РЧ) 
является 0-рекурсивным. 

Обозначения. А) Пусть [<1>0>
[0]] [0]-отображение типа ( 8 В -• О) и [<Р!> [ 0 ] ] 

[0]-отображение типа (8 Е -• N3 такие, что 

Чак(1<.р0у">Ц (а)^а& [<р.>'«] (к) -* к) . 

Для всякого слова 5 в алфавите Е мы обозначим 

1) посредством 5 

а) [(^-последовательность {5}[

1

0], если 5 е (2, 

б) [«]-отображение {<ир(р0, п)> [л]] * [<&>Си]], если 5 = Шп+1]Т, где 

слово Г не начинается буквой @, а 

в) [(^-последовательность {О}^01, если 

П ( 5 е д V ЗкТ(8 = к@Т)), 

2) посредством 5 

а) [(^-последовательность НЧ {1}^0], если П3/Т(5 = Г@/), а 

б) [п]-отображение 1<ир(ри п)>м} * [</> [ л ]], если 5 = Г@<«+1>/, где 

слово Г не оканчивается буквой @. 

Б) Для всяких слов 5Х и 5 2 в алфавите Е 0 мы обозначим 

$! = 5 2 =^ (Мат (8Х) = Мат (82) V У/с И ИЗ/ Ут(/ = т => 

=> \8г(т)& \82(т)8с \8,(т) - 82(т)\ < 2~к)), 

5г < 82 =* 1 ИЗ&/У/и(/ = т => \81(т)&182(т)& 

&82(т) - 5 х ( т ) = 2"*), 

5 2 < 5Х ^ П(5Х < 82). 

Мы заметим, что на множестве всех слов в алфавите Е 0 = является отно
шением эквивалентности, < удовлетворяет условиям транзитивности и анти
рефлексивности и согласовано с = , для всяких слов 8г и 82 в алфавите Е 0 

верно 1 1 ^ = 82) = 81 = 82, 

И -1(5-. < 82) = 8Х < 82, 81 = 82 => 5Х < 5 2 & 5 2 < 5Х , 

5 1 < 5 2 з 5 1 < 5 2 & П(5Х = 82) , 8Х = 82 = Мат (8г) = Мат (82) и 

5Х < 82 = Мат (5 2) < Мат (5 2). Для всякого НЧ п и любого из мно
жеств Б [ п ] , БЬ, [ п ], К [ п ] и П [ п ] = является естественным отношением равенства 
на этом множестве, а < удовлетворяет условиям, требуемым от отношения 
меньше. То же самое имеет место для объединения названных множеств. 
Отношение < мы будем называть мажорированием. 
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Для всякого НЧ п существуют 0(п)-частичнорекурсивные словарные пре
дикаты Шес^ и ^е88л, которые не являются 0(п)-общерекурсивными и для 
которых верно 

ухМуЫ((\]пеЧп (хм п [̂п]) = 

== п(х [ п ] = у™)) & ^е5$й (х [ п ] • / п ] ) = х [ п ] < / п ] ) ) 

(ср. [5]). 

В" следующем окажется полезным понятие [и] -стандартного действи
тельного числа. 

Определения. 1) Посредством 10 мы обозначим фиксированное НЧ, для 
которого верно 

Упт(*0 е КСп] & [<^0>
["]] (т) а т). 

2) Пусть п НЧ. Слово 5 мы назовем [п]-стандартным действительным 

числом (|>]-СДЧ), если 5 е 0 [ п ] & (5 е О V ЗГ(5 =г П0)). 

Множество всех [л]-СДЧ мы обозначим посредством СО [ п ]. 

3) Пусть 5** построенное нами [0]-отображение такое, что 

МпТрЧа((Т15'Е => ЩТ)) & 8г(а) = а & 51(р@{п+1)) = р@{п+1)& 

&(Т= р@{п+1)^ => Эг(5*(Г) = 1@{п+1)10&Ут(Т( т а х 7X0 + т) -

*[<'>Ы]Н)))) 
и, следовательно, 

Уих[п](5фс[п]) е СО [ п ] & 81(х1п]) = х1п]) & 

& ЧпТ(Те ВЬМ => 5г(Т) е ВЬМ &Т= 5г(Т)). 

В случае определения типа оператора мы будем с множествами 14, ^ , 0 [ п ] , 
^ ^ [ п ] , К [ п ], П [ п ] и СО [ п ] обращаться как с множествами с равенством, причем 
роль равенства играет отношение введенное выше. 

В настоящем параграфе мы будем пользоваться следующими вспомога

тельными понятиями. 

Определения. Пусть Р слово в алфавите Е 0 . Тогда мы 

а) рангом слова Р назовем число вхождений буквы @ в слово Р и 

б) порядком слова Р назовем НЧ т такое, что 

т = О , если Р е ^ , 

т = 1 , если Зр^5(Р = р@{5+1)^), 

т = 2 , если Зр§(Р = р@{5+1)), а 

т = Ъ в остальных случаях , 
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в) слово Р порядка т мы назовем регулярным, если верно 

(т = 1 _ Зр$(Р = р@^1}10)) . 

Очевидно, существует [0]-отображение ёх перерабатывающее всякое сдово 
в алфавите Е0 в НЧ, являющееся его рангом. 

Посредством / мы обозначим 0-ОРФ' такую, что для всякого НЧ / 
[<Д0)С°]1 [0]-отображение типа ((2 -> (2) и выпольнено 

Vа(П([</(/)>С01] (а) = 0) & \1</(1)У°Ц (а) - а\ < 2 — 2 ) . 

Ввиду свойств ОРФ ир и теоремы о сведении (теорема 2.9) существует 
[0]-отображение ё2 применимое к всякому слову в алфавите 2 и такое, что для 
любых слов Рх и Р2 в алфавите Е0, если г максимум их рангов, а т максимум 
их порядков, то существуют регулярные слова 5Х и 5 2 ранга г и порядка т 
такие, что 

(#2(РХ П Р 2 ) = 5Х • 82)8с(т = 0 _ 5! = Рл8с52 = Р2)& 

& (1 = ш = 2 _^Ц1 = т = 2 _ 5,</с) _ 

* [</(Ф[0]] (Л(1 + к + тах .'%)))))-' 
1—' о^/^л + 1 

Основные операции над [и]-КДЧ, [п]-_Ч, [п]-КЧ и [п]-ПЧ вводятся 
способом, который является релятивизацией того, что для случая п = 0 подроб
но описано в статье Н. А. Шанина [5] ив книге [11]. Таким образом, эти опера
ции являются [п]-отображениями, а в случае всюду определенных операций 
даже [^-операторами соответсвующего типа. 

Например, в случае бинарной операции х (сложения, вычитания, умноже
ния, деления) мы поступаем так. Пусть &* соответствующий операции х [0]-
оператор типа ((2)<2 -+ (?) (результатом деления нулем будет для нас нуль). 
Если Р1 и Р2 слова в алфавите Е0, гх и г2 соответственно их ранги, а тг и т2 

их порядки, то мы определим 

г ^=--тах (г1? г2) и т =^т&х(ти т2) . 

1) Если г > и + 1 V т = 3, то мы будем результатом считать 0. 

2) Пусть г ^ п + 1 & т _ 2 и пусть слово 5! • 5 2 является результатом 
применения [0]-отображения ё2 к слову Р1 • Р2. Тогда, как мы знаем, г ранг, 
а т порядок регулярных слов 5Х и 5 2. 

а) Если т = 0 и , следовательно, г=0и81е()&82е(), то результатом 
будет слово ^(8г • 82), которое является приведенным рациональным числом 
(см. [5], стр. 40). 

б) Если 1 ^ т, то 1 ^ г и мы построим НЧ р такое, что 

39 



В случае, что т = 2, результатом будет слово р@{г}. 
В случае, что т = 1, мы построим НЧ ^ и р, для которых выполнено 

а) если 5Х и 5 2 [ п ] ^ Ч и операция х должна быть применимой к 5Х • 5 2 , 

то [<#>С г~1 ]] возрастающая [г — 1]-последовательность НЧ такая, что 

(У/(1 = I = 2 => 5 ^ б О [ г _ 1 ] ) з р @ { г ^ б О [ г " 1 ] ) & 

&(У1'(1 = I = 2 => ^ е В Ь 1 ' - 1 1 ) -э / > @ { г } 4 е 0 ^ г - 1 ] ) , 

/О ^ ( [ О ^ ' - ^ (п) ^ [<р> [ г " 1 ] ] ([<<?> [-1 ]] (п))) . 

Результатом будет слово р@{г}10. 

Нетрудно усмотреть, что описанное преобразование слов можно осу
ществить при помощи [п]-отображения, геделев номер которого „равномерно" 
зависит от п. 

Итак, согласно свойствам [0]-отображения 8Х и теореме о сведении 
существуют всюду на 8Вои{п} определенные [0]-отображения ^ 0 , ^ 1 5 . . . , ^ 7 , 
осуществляющие для всех введенных нами видов чисел соответственно опера
ции абсолютной величины, отрицания, сложения, вычитания, умножения, 
деления, возведения в целую степень и возведения абсолютной величины в ра
циональную степень, причем выполнено 

V5^(5 У Е 0 => ̂ 7 ( 5 • 0 = У6(%(5) • 0 ) . 

В дальнейшем мы будем для этих отображений пользоваться обозначениями, 
привычными в элементарной математике, т. е. соответственно 

| 5 | , - 5 , 5 + Т, 5 - Г , 5 . Т , 5/Г ("или - V ( 5 ) г и | 5 | г . 

На основании введенных нами операций легко построить операции макси

мум и минимум, которые мы будем соответственно обозначать посредством 

птах (5, Т) и гшп (5, Т) . 

Таким образом, в частности, для всякого НЧ п, | 5 | и — 5 являются [0]-
операторами каждого из типов 

((0<2 -> О), ( ( 0 в м -> с о [ й ] ) , 

( ( 0 К [ й ] -> К [ л ]) , ( ( 0 П [ И ] -> П [ л ]) и (<*>В1.М-* ВЬ1"3) (4) 

где 
1 = 1, а 5 + Т, 5 - Т , 5 . Г, 

т а х (5, Т) и т т (5, Т) — [0]-операторами каждого из типов (4), где г = 2. 
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Для любого НЧ п мы построим, исходя от [0]-отображений 8/Т, 8Т 

и | 5 | т и предиката ^пе^и, [п]-оператор 5/[л]Ттипа 

(<2)/)-"-_>/)-"-) и [п]-операторы 5| [ л ]Т и |5|Т[л]Г 

типа 

(/>[л] п е - ^ #С и ]) 
такие, что 

ухМу1пЩ1хМ11п1уЫ = п^уМ = 0 ) ) & 

& (!х [ л ]/ [ л ]у [ л ] -=> х [ л ]/ [ л ]у [ л ] =? х[л]/у[л]У) 

Vx[л]ш((!x[л]Т[л]а = 3/0" = а & ( ; ^ О V ; < 0& И(х[л] = 0))))& 

&(!х[л]Т[л]* => х[л]|[л]/ = (х[л]У)& 

&(!|х[л]|Т[л]а = ( 0 ^ а у а < 0 & п(х [ л ] = 0)))& 

&(!|х[л]|Т[и]а => |х[л]|Т[и]а =? |х [ л ] | а). 

Исходя от определений, легко доказать, что выполнено 

VпА:x[л](|x[л] - хм(Щк))\ < 2~к) 

и, следовательно, 

Упкхм 3 [ лЦ|х [ л ] - а\ < 2~к) . 

Определения. Пусть п НЧ. Тогда мы 

а) [п]-сегментами (соотв. [п]-интервалами) называем слова в алфавите Е 
вида 5 Д Т (соотв. 5 V Т), где 

5 е В [ л ] & Т е Б [ л ] & 5 < Т, 

б) рациональными сегментами (соотв. интервалами) называем слова 
в алфавите Е вида 5 Д Т (соотв. 5 V Т), где 

5е(}&Те(}&5 <Т, 

в) определим для любых [п]-сегмента х1"1 Д х2

л], [п]-интервала у1"] V )>2

Л] 

и слова Р в алфавите Е0 

Эл(х[л] Д х[

2

л]) ^ х [ л ], Эп(х[л] Д х[

2

л]) ^ х[

2

л], 

(х[л] Д х[

2

л])° ^ х[л] V х [ л ], Р е х[л] Д х[

2

л] ^ (х[л] <Р&Р < х[

2

л]) , 

Эл(>;[л] V /2

И]) ^ у1? , Эп(>;[л] V /2

И]) ^ >>[

2

и] , 

Ре у1? V /2

И] ^ (у1? < Р&Р < у1?) , 
и 

г) для любых слов II и V, которые являются [п]-сегментами (соотв. [п]-
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интервалами), определим 

|С/ |^(Эп(С/)-Эл(^/)) 

И 

V = V ^ (Эл(11) = Э л ( ^ & Эп(С/) = Э п ( ^ ) . 

Определения. Пусть п, тт НЧ. Тогда мы будем 

а) [п]-операторы типа (Вм -> Б [ °) называть [п, т, ^-конструктивными 

функциями действительной переменной ([п, т, г]-КФДП), [и]-операторы типа 

(1>м ___> 1ут^ В С Ю ду определенными [п, т, г]-КФДП, 

б) всякую [п, т, г]-КФДП ЗР такую, что 

Ух [ т ] (.^(х [ т ] ) & (х [ т ] < 0 =э 3?(хм) = 

= 3?(0)) & (1 < хм ю ^ ( х [ т ] ) = ^(1))) , 

называть просто [п, т, г]-функцией и 

в) [п, т, т]-КФДП называть [п; т]-КФДП, [п, п, п]-КФДП называть 
[п]-КФДП, [п, т, га]-функции - [п; т]-функциями, а [п, п, и]-функции -
[и]-функциями. 

Мы заметим, что ввиду известной эквивалентности нормальных алго

рифмов и частичнорекурсивных функций (см. [2]) существуют ^ - о т о б р а 

жения Мар типа ( 8 а -> 14) и Л/# такие, что 

а) для любых нормального алгорифма в алфавите Н — 21 — и слова Я, 
которое является его записью ([3], стр. 239), верно 

У5(5 13 Е =) {{Мар ( Я ) > 0 | (5) - 91 А ) и 

б) для любого НЧ т слово А1д (т) является записью нормального алго
рифма 23 в стандартном расширении алфавита Е такого, что 

У 5 ( 5 о Е = > » 1 5 1 * [ < т > 0 ] ( 5 ) ) . 

Согласно сказанному, конструктивные теории можно параллельно раз
вивать в рамках теории нормальных алгорифмов и в рамках теории 0 - Ч Р Ф . 
При этом оба подхода приводят к понятиям и результатам, которые отлича
ются только способом „кодирования" и используемой терминологией. Ввиду 
этого можно без труда переходить от одних к другим. Описанным способом 
отвечают друг другу, например, КДЧ и [0]-КДЧ, ПЧ и [0]-ПЧ, КЧ и [0]-КЧ, 
КФДП и [0]-КФДП, (конструктивные) последовательности и ^-последова
тельности. Этим обстоятельством мы будем — без дальнейших ссылок — 
пользоваться при терминологических переводах, соответствующих упомяну
тым переходам. 
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Релятивизацией доказательства известной теоремы Г. С. Цейтина [6] мы 
получаем на основании теоремы о сведении следующее. 

Теорема 4.1. Существует ОРФ КедсопХ такая, что для всяких НЧ п, т,1к р, 
где п _ т&1 = т и &,ЗР =̂  [<р>Сл]], является [п, т, г]-КФДП, [т]-отобра-
жение ё, $ =̂  \(КедсопХ(п, т, I, р)УтЦ, обладает следующим свойством: для 
всякого [гя]-КДЦ х [ т ] такого, что !^(х^т]), [т]-отображение $х1т1 является 
возрастающей [^-последовательностью НЧ,г которая — регулятор непре
рывности & в точке х [т], т. е. выполн'ено 

Чумк(Щу(т1)&\у1т1 - х [ т ] | < 2"' ( х С т^ ) !=> 

з | ^ ( / т ] ) - ^ ( х [ т ] ) | < 2"*) . 

§5. Основные результаты 

В настоящем параграфе исследуются основные свойства введенных нами 
аналогов вещественных чисел, их последовательностей и операторов над ними. 

Лемма 5.1. Существует 0'-общерекурсивный словарный предикат Е^ 
такой, что Е^ (5 • Т) определяет на множестве всех слов в алфавите {0, |, —, 
/ , @} отношение эквивалентности и выполнено 

УхС0]/0](ЕЧ (х[°Д • / 0 ] ) = х [ 0 ] = / 0 ] ) . 

Доказательство. Предикат Е^ строится на основании предиката ^пе^ 0 

и 0'-частичнорекурсивного предиката (515Е& ~](8 е ТУ101)). 

На основании этой леммы легко построить следующие операторы. 

Пример 5.1. Существует [1]-оператор &0 типа (О [ 0 ] -> гЧ), для которого 
верно 

у^соуо^^со]) = ^ ( ^ [ 0 ] ) = х[0] = ^[0]) и 

Таким образом, $Р'0 является [1]-оператором типа (О [ 0 ] -> О[0]) (т. е. 
[1;0]-КФДП — всюду определенной), который не является псевдонепрерыв
ным ни в одном [0]-КДЧ. 

Замечание 5.1. Ввиду свойств [1]-оператора @:

0 и того, что существует 
^-последовательность [0]-КЧ {€„}п

01, для которой верно 

Щ{п=0 = пе \ 0 ( 2 ) ) , 

а) не существует [1]-отображение, перерабатывающее всякое [0]-КЧ 
в равное ему [0]-КДЧ, и, тем более, 

б) не существует [1]-отображение, перерабатывающее всякое [0]-ПЧ г\, 
И П3х [0](х [0] = ц), в равное ему [0]-КДЧ. 
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Пример 5.2. Существует [1]-оператор 0 О типа ( О [ 0 ] —> (}) такой, что 

Ух [ 0 ]((!^ 0(х [ 0 ]) ЕЕ И И3я(х [ 0 ] = а ) ) & ( % ( х [ 0 ] ) => &0(хт) = х [ 0 ])) . 

Теорема 5.2. Для всякого НЧ п верно 0 [ п ] = х СВМ, т. е. — по определению 

Жя(Ом) = г ЖЕ(СЪМ) , 0 [ й ] = ! \ 0 ( п + 2 ) , 

П М = 1 В [я+1] ? К М = 1 0(л + 3) ^ В Ь [ л ] = т 0 С + 2) 9 

0(и + 2) ^ В ^ " ] ? Ч 0 ( » + 2 ) ^ 1 В Ь [ п ] и ц[»] = 1 ч 0 ( п + 2)# 

Замечание 5.2. Ввиду О [ 0 ] =г \ 0 ( 2 ) и леммы 5.1 существует ^-последо

вательность [0]-КДЧ {5р}р

2^ такая, что 

Ух[0] 3 [ 2 ]р(х [ 0 ] = 5,) & Уар(8р = а=>5ре0>)& У И ( 5 Р = 5€ => р = «) . 

Таким образом, для всякого НЧ п, 2 = и, 

а) по любой 0 ( я ) - Ч Р Ф /можно построить [и; 0]-КФДП ^ такую, что 

Чрх™((Щ5р) = !/0>))&(х [ 0 ] = 5„&\/(Р) => .^(х-0-) =? 5 / ( р ))) 

и, наоборот, 

б) по любой [и; 0]-КФДП У? можно построить 0 ( л ) - Ч Р Ф / т а к у ю , что 

ЧРЯ.Ш =- Я. =• ( ! ^ ( 5 Р ) & ^ ( 5 Р ) = 5,)) . 

Замечание 5.3. Существует [^-последовательность [0]-КДЧ {хл}
[ 1 ] такая, 

что Уп(~1 ~\3а(хп = а) = пе 0 ( 2 ) ) . 

Следовательно, 

а) для всякого [1]-отображения У верно 

Ух [ 0 ] (нЗа(х [ 0 ] = а) => !^(х [ 0 ] )) => 3 [ 1 ] а>; [ 0 ] (/ 0 ] =а&Щут)) ; 

б) ввиду а) и свойств словарного предиката Ея не существует [^-опера

тор ^ типа ( О [ 0 ] -> О [ 0 ] ), обладающий свойством 

Ух [ 0 ](^(*С 0 ]) = 0 = П3а(х [ 0 ] = а)) , 

в частности, не существует [1]-оператор типа ( О [ 0 ] -> О [ 0 ] ) (т. е. всюду опреде
ленная [1; 0]-КФДП), являющийся аналогом классической функции Дирихле 
(соотв. Римана). 

Мы заметим, что ввиду замечания 5.2 существуют всюду определенные 
[2; 0]-КФДП, являющиеся аналогами названных функций. 

Ввиду теоремы 2.10 верно следующее утверждение. 
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Лемма 5.3. 1) Пусть {хя}
[ 1 ] [^-последовательность [0]-КДЧ. Тогда суще

ствует ^-последовательность [0]-КДЧ {̂ т}[.п

0] такая, что 

Ул -]~Мт(хп = ут). 

2) Пусть {/е,.}[1] [^-последовательность элементов К [ 0 ] . Тогда существует 

^-последовательность элементов К [ 0 ] — {[„УЛ1 такая, что 

У и П П З т ( < ^ > С 0 ] ~ < О С 0 1 ) -

Теорема 5.4. Для любых НЧ т и п, п ^ т, и словарного множества с ра

венством 91, 

а) ввиду теоремы о сведении к всякому [и] -оператору типа (91 -> Vм) 

(соотв. (91 -• ОЬ [ ш ]), соотв. (91 -> К [ т ] ) , соотв. (91 -> П м ) ) существует равный 

ему [0]-оператор того же типа, 

б) ввиду теоремы 2.10 к любому \т + 1]-оператору типа (91 -> ТУ1}*1*) 
(соотв. (91 -> К [ т ] ) , соотв. (91 -> П [ т ] ) ) существует равный ему [ти]-оператор 
того же типа и 

в) ввиду релятивизации результата Г. Е. Минца и В. А. Шурыгина (см. 

[12]) всякий [п]-оператор типа ( О Ь [ т ] —» 91) (соотв. ( К [ т ] -» 91), соотв. 

( П [ т ] _• Щ) с непустой О Ь [ т ] - (соотв. К [ т ] -, соотв. П [ т ] -) областью определения 

является определенным всюду на ОЬ [ ш ] (соотв. К [ т ] , соотв. П [ т ] ) . 

Мы заметим, что для всякого НЧ п и любой [^-последовательности РЧ & 
числовой предикат В(/с, /), 

В(к, /) -± п Эм(/ й Р & И Р ) - *(р + «)| = 2-*), 

является 0 ( п + 1 )-общерекурсивным и, следовательно, верно 

УА; П 111В(к, I) => Чк 3 [й+1]/В(&, /) . 

Ввиду этого, теоремы 2.12, релятивизованной теоремы о полноте псевдочисел, 
которую для ПЧ сформулировал Б. А. Кушнер, и теоремы о сведении, мы 
получаем следующее. 

Лемма 5.5. Существуют [0]-отображения Р$еий и Оир1, определенные для 
всех слов в алфавите Е и такие, что 

1) для всяких НЧ п, р и ^ существуют НЧ X и 5, для которых выполнено 

Р$еий(р@{п+2}(1) = г@ ( л + 1 }& 

&(р@{п+2}^е^^п+1^ -з ^@{п+1}епм&р@{п+2}^ = г@{л+1}) и 

Вир1(р@{п+1}) = $@{п+2}10& 

&(р@{п+1}е11м => 5@{п+2}10еСЪ1п+"&р@{п+1} = 5@{п+2}*0) и 
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2) для всяких НЧ л, р и ^ и РЧ а верно 

Р$еиЛ(р@{п+1)) = р@{п+1)&Р$еиа1(а) = Вир1(а) = а& 

& ^ир^(р@{п+1)^) == р@{п+1)^. 

Следовательно, согласно результатам, приведенным выше, и теореме 4.1 
для любых НЧ т и п, т = п, всякий [т]-оператор типа ( 0 [ л + 1 ] —• 0 [ п + 1 ] ) 
(т.е. [т; п + 1]-КФДП) с непустой 0[л+1]-областью определения определен 
для всех [п + 1]-КДЧ, а любой [т]-оператор типа (П [ л ] -> П[л]) является 
[п + 1]-непрерывным. 

На основании релятивизации результата Б. А. Кушнера [13] и теоремы 
5.4 мы получаем следующее утверждение. 

Теорема 5.6. Пусть пит НЧ, п = т + 1. Тогда всякий [и]-оператор типа 
(КГт].-->- КСт]) является [т + 1]-непрерывным. 

Лемма 5.7. Существуют ОРФ Ы и ^А такие, что для всяких НЧ п и слова 5 
в алфавите Е выполнено 

5.е ВЬ1"-" => /[</ф)> [ л + 1 ] ] (5) & [</ф)> [ л + 1 ] ] (5) е СО[л] & 

&[</ф)> [ л + 1 ] ](5) = 5 , 

5 е К [ л ] ' =э ! [<^ф)> [ п + 2 ] ] (5) & [<дф)> с"+ 2 1] (5) е СВМ & 

&[<^(п)>С л + 2 ]](5) = 5 . 

Следствие. Для любого НЧ п 

А) для всякого [п]-оператора 3? типа (^^ [ л ] -> ^^ [ л ] ) существует всюду 
определенная [п + 1; п]-КФДП 9 такая, что 

Ух [ л ](#-(х [ л ]) = ^ ( х [ л ] ) ) , (5) 

Б) ввиду теоремы 5.4 для всякой всюду определенной [п + 1; п]-КФДП 
9 существует [и]-оператор ЗР типа (^^ [п] -> ^^ [ л ]) такой, что (5), и 

В) для всякого [п]-оператора 9 типа (К [л] -> К[л]) существует всюду 
определенная [п + 2; п]-КФДП «̂  такая, что 

У5х[л](5 е К [ л ] & 5 = х[л] => ^(х [ л ]) = 9Щ . 

Мы заметим, что ввиду теоремы 5.6 для [1; 0]-КФДП ^ 0 из примера 5.1 
не существует [1]-оператор 9 типа (К [ 0 ] -» К [ 0 ]), для которого выполнено 

У5х[0](5 Е К [ 0 ] &5 = х [ 0 ] -э ̂ 0(*С° ]) = Ч5)) -

Замечание 5.4. Всякая псевдоравномерно непрерывная [0]-функция явля
ется [1]-равномерно непрерывной. Ввиду этого и теоремы о сведении существу-
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ют ОРФ ор и ит/сопХ такие, что для всякого НЧ р, для которого [<р> [ 0^ 
псевдоравномерно непрерывная [0]-функция, 

а) для любого НЧ п 

1<ор(р)ут1 (6) 

является [0]-оператором типов (Б [ п ] -> Т)м) и (П [ п ] -> П[п]), выполнено 

ух^([<р>^] (х^) = 1<ор(Р)У°ц (х^)) 

и, следовательно, (6) является [0; п]-функциёй, 

б) 1(ит/соШ (р)>[1Г | возрастающая [^-последовательность НЧ, которая 
является регулятором равномерной непрерывности [0]-оператора (6). 

В следующем мы для всякого НЧ р такого, что &,• &* ^ [<р>[0]]|- является 
псевдоравномерно непрерывной [0]-функцией, посредством Ор [^] обозна
чим (6). 

Следует заметить, что всякая [0]-функция, которая не может не быть 
функцией слабо ограниченной вариации (на 0 д 1) [8], является псевдоравно
мерно непрерывной. 

Мы введем несколько обозначений и приведем основные результаты, ка
сающиеся [^-последовательностей арифметических действительных чисел. Сле
дует напомнить, что выражения + со и — со введены в § 1. 

Определения. Мы построим следующие словарные предикаты так, чтобы 
Для всякого слова 5 выполнялось 

5 ^ (5) значит: существуют НЧ п и X такие, что 5 =? п • X и п геделев 
номер [^-последовательности АДЧ или существуют НЧ п, 
X и 5 такие, что 5 Т П П Г Щ 5 Й П геделев номер [^-последо
вательности [з]-КДЧ; 

РзеиёоГипо! (5) значит: существуют НЧ п и X такие, что 5 =? п • X и п геделев 
номер псевдофундаментальной [^-последовательности АДЧ, 
т. е. верно 

Зея ( и П г ) & У П 1 3 1 У/?д(/ ^ р => 

= |[<п> г а ](р)-[<п>М](р + в ) | < ' 2 - к ) ; 

^р (5) значит: существуют слово Р и НЧ п и X такие, что 5 = 
=? Р ЕЕ и • X & 8е^ (п • х) и Р АДЧ, которое является в клас
сическом смысле точкой сгущения (точкой псевдосгущения) 
[^-последовательности АДЧ [<п>[-г3], т. е. выполнено 

Чк И пЩк й /& |[<я>м]'(/) - Р\ < 2~к); 
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Lim (S) 

Lim* (S) 

Regfund (5) 

Regconv (5) 

Limsup (5) 

Liminf(S) 

значит: существуют слово Р и НЧ п и X такие, что 

5 т ? И и П ( & Рзеиаойта! (л • *) & Ьр (Р ЕВ л • *) , 

т. е. [^-последовательность АДЧ [<л> [ ' ]] псевдосходится 

к АДЧ Р; 

значит: существуют слово Р и НЧ п и X такие, что 5 === 
= Р Ш п и г & 8ея (п О X) & (Зз(Р е Б [ 5 ] & ^^т (5)) V Р = 
=== + оо&У/с п п З / У р ( / ^ I? => [ < л > т ] ( р ) > /с) V Р = Р - о о & 
& У/с п 13/У*(/ ^ р -э [<п> [ г ]] (р) < -/с)); 

значит: существуют НЧ ^, 8, п и X такие, что 

5 =г ^ П $ Ш п \3 I&$щ(п П х) и [<#> [ 5 ]] [5]-последователь-

ность НЧ, которая является регулятором фундаментальности 

[^-последовательности АДЧ [<п> [ ' ]], т. е. 

У/с/р([<<?>м] (к) < I =» 

=• |[<»>м1 (0-[<«>[,11 (' + ?)!<--*); 

значит: существуют слово Р и НЧ ^, 8, п и X такие, что 5 === 

=? ^ П я Ш Р ЕВ л П ^ & Ы т (Р Ш л П г) и [<4> [ 5 ]] [5]-после-

довательность НЧ, являющаяся регулятором сходимости 

[^-последовательности АДЧ [<п> [ г ]] к АДЧ Р, т. е. 

V/с/([<<г>и] (*) < I = | [<п>"] (/) - Р| < 2"*) ; 

значит: существуют слово Р и НЧ п и Г такие, что 5 = 
= Р Ш л О Г & 8е^(п [3^)&(Р^+ооVР^-ооV 35(РеБ [ 5 ])) 
и Р является в классическом смысле верхним пределом [*]-
последовательности АДЧ [<п> [ г ]]; 

— определяется аналогично. 

Все эти предикаты являются нормальными, т. е. логически эквивалентны 

своему двойному отрицанию. 

Обозначение. Для любых НЧ п и т , [п]-последовательности АДЧ {5р}р

п^ 

и АДЧ Г мы обозначим 

5р-^и Г ^ У/с 3[т]/У/>(/ й Р => \8Р - Т\ < 2~к) . 

Лемма 5.8. Пусть X фиксированное НЧ. Тогда 

П3п(5 = = п & 8 е я ( « П Ш 0 ) 5 

ПЗпГ(5 =г пТ& Те Б [ г ] & Ьр (ГЕВ л П *) & 8ея (и П Г ЕВ 0) > 

П3п^(5 == п^ & 8е^ (п а Г Ш 0 & Кеетипё (д П X Ш л О х)), 
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ПЗп4Г(5 = п ^ Г & Т 6 ^ [ ^ ] & 8 е ^ ( п П I Ш !)& 

& Ке^сопу ^ П г Ш Т Ш п П *)) > 

П3п(5 =г п & 8е^ (п О Г Ш 0 & Ь-тзир ( + со Ш и П г)) 

0(г+1)-частичнорекурсивные словарные предикаты, которые не являются 
0 ( г + * )-общерекусивными, 

"I Зп(5 =? п & 8е^ (п • г Ш 0 & РзеиёоГипс! (п О г)) , 

ПЗпТ(5 = п Г & Т е ^ [ ' ] & 8 е ^ ( п ^ ГШ 1)&ит(ТШп п *))> 

И3п(5 = п & 8е^ (п П 1 Ш 0 & Ы т * ( + со Ш л О 0) 

0(г+2)-частичнорекурсивные словарные предикаты, которые не являются 
0 ( г + 2 )-общерекурсивными. 

Лемма 5.9. Пусть I НЧ. Тогда выполнено 

Vп^($щ (п П * Ш г) & Ке^Гипс! ((] П Ш п П г) з Зх [ г ] ^^т ( х м Ш л П *)) , 

Vп(8е^ (п О Г Ш 0 & РзеиёоГипо! (п • X) => 

-з 3^х[г+1](Ке§Гипё (^ П . 4 + 1 Ш п П 0 & 1 1 т (* [ ' + 1 ] Ш л П г)))> 

Vп(8е^ (п О * Ш 0 & ПЬнпвир ( - со Ш л О г) => 

:э 3 [ ' + 2 ] Р((Р е 0 [ г + 2 ] V Р = + со) & ^^т8ир ( Р Ш « П г))) > 

Vп(8е^(п П I Ш Г) => 3 [ г + 3 ] Р ( ( Р е 0 [ г + 2 ] V Р = +СО V Р = - С О ) & 

& ^^т8ир (Р Ш л • г))), 

Vп(8е^ (п П I Ш 0 & ~|Ьнп* ( + со Ш л П г) & - ^ 1 т * ( - о о Щ п П г ) з 

=> з х [ ' + 2 ^ р ( х [ ' + 2 ] ш л а г)), 

Vп(8е^ ( п П Ш О & П П З т V/с([<п>[']] (&) < т ) => 

з ] [ г + 1 ] т У Щ ( й ) [ ' ] ] ( ^ ) < т ) ) . 

Пример 5.3. Существует ОРФ # такая, что для всякого НЧ п — [<0(л)>[О]] 
[(^-последовательность РЧ и выполнено 

^^т$ир ( - со Ш д(п) П 0) = п е \ 0 ( 3 ) . 

Замечание 5.5. На основании теоремы о сведении выполнено 

Vп(8е^(п О г) :э З т ( 8 е ^ ( т П 0 ) & V^с([<п>[']] (/с) = [ < т > [ 0 ] ] (/с)))) и 

Vп5(8е^ (п О / Ш 5) => Зт(8е^ ( т П О Ш т а х (г, 5)) & 

&VЩ<п> [ ' ] ](/с)=[<т> [ 0 ] ](^с)))) . 
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Непосредственной релятивизацией результатов Э. Шпекера [20] и Б. А. 

Кушнера [14] мы получаем следующее утверждение. (Натуральное число 

Дед определено в замечании 2.2.) 

Лемма 5.10. Существуют НЧ зр и а1р такие, что для всякого НЧ п — <$/?>[л 

и <а//?>[л] 0 ( й ) -ОРФ, [<51?>[й]] и [<а/р>Си1] [^-последовательности РЧ из интер

вала 0 V 1, для которых верно 

а ) V»([<,р>^н^|о-^^^^), 

Рзеиёогипё (5/? • п) & П Зх [ л ] ^^т (х [ л ] ЕВ $Р П л) 

и, следовательно, 

5р@ { п + 1 } ЕП [ п ] «&1)^/(5р@ { л + 1 } )е/> [ , , + 1 ] & 

& П3х [ п ](х [ л ] = ^ир/(5р@ {"+ 1 })), 

б) И З х [ л + 1 ] ^ р ( x [ л + 1 ] Ш а!р • И), т. е. никакое [п + 1]-КДЧ не является 

точкой псевдосгущения [^-последовательности [<а/р> [ л ]]. 

На основании этой леммы и замечания 5.4 имеет место следующее утверж
дение. 

Теорема 5.11. 1) Существуют неограниченные [0]-функция &0, и [1]-

функция ^ 0 такие, что Ух [ 0 ] (^ 0 (х) [ 0 ] ) = ^ 0 (х [ 0 ] )) . 

2) Пусть п НЧ, а & [п]-функция. Тогда необходимым и достаточным 

условием для существования \п + 2]-функции ^, обладающей свойством 

Ух[л](«^'(х[л]) = ^(х [ л ])), является псевдоравномерная непрерывность [п]-функ-

ции ЗР. 

Следующие понятия являются релятивизацией понятий, введенных А. А. 
Марковым. 

Определения. Пусть М числовое множество, а п НЧ. Тогда мы скажем, 
что множество М является 

а) [п]-финитным множеством, и будем писать Гт л (М), если 

3 [ л ]5(5 6 {(0>Ы & (<т0(5) = - 1 & М = 0 V 

V 0 = (т0(5)&Ут(теМ = 3/(0 = / = <г0(8)&т = ^ ( Я Ш/))))) , 

б) инфинитным множеством, если верно ~ |Рт 0 (М), 

в) неинфинитным множеством, если М не является инфинитным множе
ством, т. е. верно ~1 ~1 Р т 0 ( М ) . 

50 



Замечание 5.6. 1) Для всяких числового множества М и НЧ п: 

а) выполнено Ппп(М) => Ртп+1(М)& П~1-Рт0(М), 

б) если Ппп(М), то М 0(п)-рекурсивное множество и 

в) если М неинфинитное 0(й)-рекурсивно перечислимое множество, то» 
верно Ппп+1(М). 

2) Если для всяких НЧ к и / определить 

В(Л, /) ^ И ~1(1 = 0 & П !<тг1(^)>[,Г2(Л)](0) V / = 1 & !<7г1(^)>[Я2(Л)](0)) , 

то верно 

ПРт(ят+1)({1\В(к,1)}) (7) 
и 

-]ЗдУкИпД1\В(к91)}), 

ибо ввиду того, что 

Щ(В(т(*,д),0)= Н!<Г>[*](0)), 

В(к, I) не является 0(9)-общерекурсивным предикатом ни для какого НЧ ^* 

Обозначение. Для любых алфавита Г, словарного множества 91 в алфави

те Г и НЧ п мы обозначим 

ТЬп(Щ^Ппп(*Гг(Щ. 

Лемма 5.12. Существует неубывающая [0]-фундаментальная ^ - п о с л е 
довательность АДЧ из интервала О V -> которые не могут не быть равными 
рациональным числам, такая, что никакое АДЧ не является ее точкой псевдосгу
щения. 

Доказательство. Мы используем числовой предикат В из замечания 5.6.. 
Тогда ввиду (7) и теоремы о сведении существуют ОРФ д и НЧ 3 0 такие, чта 
для всяких НЧ к и р 

а ) [<0(^)>[*2(Ю + 1 ] ] 1п2(к) + ^-последовательность НЧ, верно 

В(/с,[<^(/с)> [- ( Л ) + 1 ]](0))& 

&Ут([<^(/с)> [ Я 2 ( Л ) + 1 ] ](т + 1) = [<<г(/с)>[*2(*) + 1 ] ] (0)) 

и, следовательно, д(к)@{П2(к) + 2]с0 - [л2(к) + 1]-КДЧ и 

б) [<Зо> [0]] (р) = Е - ^ . (д(<)@м<) + 2\) . 
(=о 2 

Тогда ^-последовательность НЧ [<* 0> [ 0 ]] является регулятором фунда
ментальности ^-последовательности АДЧ [<Я 0> [ 0 ]]. Мы заметим, что 
У р п - 1 3 а ( [ < 3 0 > [ 0 ] ] ( р ) = а ) . 
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Мы допустим, что д НЧ, а Р [#]-КДЧ такое, что ^р(Р ЕЕ #о • 0). 

Но тогда [<Э0>
[0:1] (к) - ^ > Р, АДЧ Р не может выть равным никакому диади-

чески рациональному числу и, следовательно, существуют НЧ 50 и 5Х такие, 
ЧТО<50>С« ]И<51>С 9 ] 0 ^ - О Р Ф , 

Ш*о>™(р) й 1 & [<5Х>М] (р) =? I 2 — 1 . <50>
[«](0) и 5 1 @« + 1>*0 = Р . 

г = 0 

Но тогда, очевидно, верно 

V/с/(В(̂ с, /) = <50>
[«](/с) = /). (8) 

Из (8) следует 0(<г)-общерекурсивность числового предиката В и мы полу
чили противоречие. 

В конструктивном математическом анализе играют важную роль теоремы 
о покрытии (см. [8]). 

Определение. 1) [и]-последовательность рациональных сегментов {Фк}\? 
мы назовем [п]-покрытием, если 

а) сегменты этой последовательности не перекрываются и содержатся 
в сетенте О Д 1, Эл(Ф0) = 0 & Эп(Фх) = 1 и 

б) Vx[й](0 < хм < 1 =э Змк1(Эп(Фк) = Эл(Ф,)& 

& Эл(Фк) < хм < Эп(Ф,))) . 

2) [л]-покрытие {Фл}**] мы назовем регулярным, если [л]-последователь-

ность РЧ { ^ |Ф*|}[п] псевдосходится к 1 (и, следовательно, выполнено 
к = 0 

(ЕК1)^1)-
к = 0 

Мы заметим, что для всякого [л]-покрытия {Фл}^] [0]-осуществимо 
[и + 1]-КДЧ хС и + 1 ] такое, что 

0 < х[п + 1 ] < 1 & ~\Щх1п+" е Фк). 

Релятивизуя теорему 2 из [17] и теорему 4.1 из [7], мы на основании 
„равномерности" этого процесса получаем следующее утверждение. 

Теорема 5.13. Существуют ОРФ Xо^соV и соV и НЧ ^едсоV такие, что для 

всяких НЧ пит 

1) а) \(кШсоV (т)> [ п ]] [^-последовательность рациональных сегментов, 

б) У/(1|[<.о^(т)>["Ч](5)| < 2-), 

в) Ухы Змз(хм 6 (Цтет (т)Ум} (-))0), 
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г) если {{а\ Д Ь|}]10}
[ п ] [^-последовательность систем неперекрываю-

щихся рациональных сегментов такая, что ( Х | а * Д Ь\\) > 0, то [п]-осу-
1 = 0 

ществимы НЧ /0 и система НЧ {.$,•}* = 0 такие, что 

У/(0 й I ^ т1о -э [<*о*с(и> (т)> [ л ] ] (*.) = а|° Д Ь{"), 

д) если {5ИГ}Г последовательность 0(л)-рекурсивно перечислимых мно

жеств (соотв. неинфинитных 0(л)-рекурсивно перечислимых множеств) рацио

нальных сегментов такая, что У*/( "~ |сж(/с)| < 2~'), то [п]-осуществимы НЧ Х0 

сВ(*)е9Иг 

и 0(л)-рекурсивно перечислимое (соотв. неинфинитное 0(л)-рекурсивно пере
числимое) множество НЧ 91 такие, что 

Уя(и ~]1р(р е91&ае {(ХоХ^ М > С й ] ] (р)) = 

Е 1 1 ЩсЕ(к) еЖ1о&ае сЕ(к))) 

и 

е) Чк 31пЩ«о1^ (т + 1)>[л]](/с) =? {<мс<п) (т)> [ л ] ] (5)), 

2) [<С0У (ш)> [л]] [п]-покрытие, для которого выполнено 

Щ1\{<^(т)УЦ(1)\<2-")& 
1 = 0 к 

& У5 Змк(1<Ш^ (т))1пЦ (з) п ОД 1 с I) [<с<и; (/я)>[л]] (/)) 
/ = о 

и 
3) [< г^с01;> [ л ]] регулярное [п]-покрытие. 

§6. Релятивизованные конструктивные метрические пространства 

Понятия конструктивного метрического пространства и сепарабельного 
(соотв. полного) конструктивного метрического пространства ввел Н. А. 
Шанин в [5]. 

Мы приведем несколько определений, являющихся релятивизацией опре
делений из [11]. 

Пусть п и X НЧ, X ^ п, а Г алфавит, Е е Г . [п]-метрическим пространством 
(в алфавите Г) мы назовем пару (Ш, ^), где Ш словарное множество в алфави
те Г, элементы которого не содержат букву Щ, & ^ (0('\ Г, Е)-отображение 
типа 

(Ш Ш УЯ -> /) [ л ]) такое, что для всяких слов Б,Т и ^ из Ш выполнено 
#(5 Ш 5) = 0 и 

е(5 ш т) < о(р ш 5) + ̂ (^ ш т). 

Пусть т,пиз НЧ, п ^ т, Г алфавит, Е е Г, а ^ л/ ^ (9И, о), [^-метри

ческое пространство в алфавите Г. 
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а) д мы назовем метрикой в «я/ и для всяких слов 5 и Г определим 5 е «я/ ^ 

^-5еЖК и 

5 = Т^(Бея/&Тел/&д(5~3 Т) = 0) . 
«*/ 

Тогда = является отношением равенства на множестве Ш, которое, как видно 

из определения, согласовано с метрикой д. 

В следующем мы, определяя тип оператора, будем с метрическим простран

ством обращаться как с множеством с равенством. 

б) Мы скажем, что пространство -я/ является [5]-сепарабельным, если 
существует ( 0 ( 5 ) , 3, ^-последовательность ЗР элементов пространства &4 
такая, что 

У&5(5 е 21 з ~™1(д(8 ~~ &(1)) < 2~к)) . 

Мы заметим, что всякое [5]-сепарабельное пространство является [5 + 1]-

сепарабельным. 

в) Мы для любых НЧ к, I и г и слова Р обозначим 8е^<^у (к ~~ з), если 

1<к>и%х (9) 

( 0 ( 5 ) , Е, ^-последовательность элементов пространства л/, 

Ке§Гипа^(/ П I ~~ к ~~ 5), если верно ~щ^(к О 5) и [ < / > т ] [^-последо
вательность НЧ, являющаяся регулятором фундаментальности в «я/ последо
вательности (9); 

^^т1Й, (Р Ш к •.*), если верно 8е^^ (/с • 5) & Р е л/ и (9) псевдосходится 

в «я/ к Р. 

г) Мы назовем «я/ слабо [5]-полным пространством, если существует 

( 0 ( 5 ) , 3, Г)-отображение ^ такое, что для всяких НЧ /си/ таких, что 

Ке§Гипо!^ (I П з Ш к П з) (10) 

и 
ппэ5Ь1тл,(5гЕ.-сП5), (и) 

верно 
щы) & ^^т^ (аг(л/) ш^п^). 

д) Мы назовем л/ [5]-полным пространством, если «я/ является слабо 

|У]-полным и для всяких НЧ /си/ таких, что (10), верно (11). 

е) [т]-пополнением пространства л/ мы назовем пару (91т, дт), где 

91т ^ А5(Э/с/(5 =? /ст/ & Кевгипо!^ (/ П т Ш к П т))) , 

а &И [^-отображение типа (91т ~~ 9ст -> Б [ т ] ) , для которого для всяких 

54 



кхт1х е У1т и к2т12 е 91т верно 

<?([<*! > С т ] к г (Р) Ш [<^>С т ]1«,г (Р)) - ^ в Д * ! » / ! Ш к2т12) . 

Тогда, очевидно, (91т9 ^т) [т]-полное [т]-метрическое пространство в ал-* 

фавите Е. 

Стандартным [т]-пополнением пространства «я/ мы назовем [т]-полное 

[т]-метрическое пространство (2т9 ^т)9 где 

2т ^ Д5(ЗА:(5 - /ст*0 & А;/т0 6 91т)) 

0 о Н Ч и з § 4 ) . 
Очевидно, существуют (0, Г, Е)-операторы / д а типа 

(л/ -> (2да, е«)) и ^ т типа ((91т, ем) -* (^ т 5 б«)) 
такие, что 

V5/с(5 е А/ & / м ( 5 ) = ктс0 => ^ ( [ < / с > м ] а > г ( 0 = 5)) и 

Щ5еПт=>0т(8Ш<?т(8))=0). 

Если «5з/ является [5]-сепарабельным пространством, то (2т, ^т) и (91т, @т) 

являются [ т а х ( т , 5)]-сепарабельными пространствами. 

ж) Если т < 5 и (91т, @да) и (915, #я) соответствено [ т ] - и [$]-пополнение 
пространства .я/, то существуют [0]-отображение / д а > 5 типа (91т -> 25) и [0]-
отображение «^ такие, что 

Мк1р(кт1 е 91т & ёт(кт1) = /?т*0 -

1 3 /тЛкт1) = ".?(-?» 5 " ™) 5'о) и , 

если /с НЧ такое, что [</с>[т]] [т]-последовательность элементов пространства 

(У1т, ̂ т), псевдофундаментальная в (91т, ^т), то выполнено \3?(к) & ^(к) е 2В 

и [/^-последовательность 

/ш,5 * [<^>Сш]] И-сходится в пространстве (# 5, @5) к ^(к). 

Релятивизацией известной теоремы Г. С Цейтина [6] в формулировке 

В. П. Оревкова мы получаем следующее утверждение. 

Теорема 6.1. Пусть п и т НЧ, п _ т, л/ х слабо [т]-полное [т]-сепара-

бельное [т]-метрическое пространство в алфавите Г 1 9 д/2 [п]-метрическое 

пространство в алфавите Г 2 , а ЗР ( 0 ( т ) , Т19 Г2)-оператор типа (д0х —> л/ 2 ) . 

Тогда оператор ЗР является [т]-непрерывным в каждой точке пространства л/ 1 ? 

к которой он применим. 

Замечание. Пусть [<1?о>[0]] [0]-отображение такое, что 

V5Г(515 В & Т15 В _ [<р0>
С 0 1] (5 Ш Т) * \8 - Т\), 

а для всякого НЧ т , ^т •?=-• {(ир(р09 т ) > С т ] ] , где ир ОРФ из § 2. 
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Тогда для всяких НЧ т и п, п ^ т, (В [ш], дп) является [т]-полным \т\-
сепарабельным [т]-метрическим пространством в алфавите Е, которое не 
является слабо \т + 1]-полным и является „изометрически изоморфным" 

. [т]-пополнению [0]-сепарабельного [0]-метрического пространства (С, д0). 
При этом равенство =, введенное в § 4, согласовано с метрикой дп. 

§7. Деревья. Сходимость последовательностей равномерно 
непрерывных функций 

Определения. 1) Нормальное словарное множество Ш мы назовем деревом, 
если выполнено 

V5т((5е9И => 5 е {0))Ы& ЛеЖ)&(8 П теШ => 8еШ)). 

2) Пусть Ш дерево, а п НЧ. 

а) 0(л)-ОРФ / мы назовем [и]-путем в дереве Ш, если верно 

ЩШ(0)П/(1)...Ш(к)еЖ), и 

б) мы скажем, что дерево ЗЯ обладает [и]-путем, если существует 
0(п)-ОРФ, являющаяся [и]-путем в этом дереве. 

Замечание 7.1. Пусть & [0]-отображение типа ( { а > ^ -> {а>}Ы) такое, что для 
всякого кортежа 5 верно 

(<т0(5)= - 1 Э ^ ( « ) ) = -1)& 

& (0 = <т0(5) ю Р(8) = •я 1(а 1(5 Ш 0)) П п^а^З Ш 1)) ... 

...ип^зт^Щ). 
Пусть п и г НЧ, а 9И, 9Я ^ Д5(![<0 [ , , ]] (5)), дерево. Мы для всякого слова 5 

определим 

В(5) ^ (5 е { с о ^ & (5 = Л V 0 й <У0(3) & У1(0 й I = <>0($) => 

=> Т?1я\и нЕ(^(П(71(5 Ш 0) П ^ ( 5 Ш 1) ... Па х (5 ш 0))> ^Ы8 ш 0))))) • 

Тогда 91, 91 ^ Д5(В(5)), 0(и)-рекурсивное дерево, 

У5(5е { < 0^&(70(5) = 0&5е91 э ^ ( 5 ) е 8 И ) 

и существует [п]-оператор ^ типа ( { с о ^ —> { < 0 ^) такой, что 

У5(5 е { с о ^ .о ((5 е Ж = Щ5)) & 

&(5еЖ^ ЦБ)е 91 &-^(#(5)) = 5))) . 

Пусть к НЧ. Если 0(Л)-ОРФ 1/> является [/с]-путем в дереве 91, то 0 (к)-ОРФ 
Лт\п1(ф(т))~] является [&]-путем в дереве 9И. Для всякой 0(*}-ОРФ ф0, которая 
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является [/с]-путем в дереве 9Я, существует 0 ( т а х ( и '* ) ) -ОРФ фи для которой 
верно 

>/т(ф1(т) = сг^ЦПФоФ) П ^ ( 1 ) ... ПФо(™)) Ш т)) 

и, следовательно, ф1 является [тах (п, /с)]-путем в дереве 91. 

Теорема 7.1. Пусть п НЧ, а Ш 0 ( л + 1 )-рекурсивное дерево. Тогда существует 
0(л)-рекурсивно перечислимое дерево 91 такое, что для любых НЧ X и 0 ( Г )-ОРФ 
ср верно: ср является [г]-путем в дереве 9И в том и только том случае, если ср 
является [г]-путем в дереве 91. 

Доказательство. Согласно теореме 2.12 существует 0 ( п )-ОРФ д такая, что 
для всякого слова 5 в алфавите Е верно 

5 е Ш = (О Нт д(нЕ(5), к)) и 
к 

П(5еЖ) = (Штд(нЕ(5),к)). 
к 

Мы для всякого слова 5 определим 

В(5) ^ (5 е {С0}И & (<г0(5) = - 1 V 0 = <х0(5) & Уг(0 = I = а0(8) => 
<го(5) 

=> ППЗ/У/гг(/= т = / + <г0(5) + 2 > 1 ( 5 Ш ) => 
1 = о 

=э ^(нЕ(П^1(5 Ш 0) П (7Х(5 Ш 1) ... П<гх(8 ЕВ 0)> т) = 0)))). 

Тогда 91, 91 =̂- Д5(В(5)), дерево, обладающее требуемыми свойствами. 

На основании замечания 7.1, теоремы 7.1 и теоремы о сведении мы полу
чаем следующее утверждение. 

Теорема 7.2. Существуют ОРФ/о,/! и/ 2 такие, что для всяких НЧ пик, 
где <&>[л+1] 0 ( л + 1 ) -ОРФ, выполнено 

а) </0(и, к)Ут и </1(»)>[0] 0-ОРФ и </2(п,/с)>[л+1] 0 ( л + 1 ) -ОРФ, 
б) словарное множество 

Л 5 ( [ < / о ( п , ф [ 0 ] ] ( 5 ) ^ Л ) (12) 

является 0-рекурсивным деревом и </2(п, /с)>[л+1] является \п + 1]-путем 
в дереве (12), 

в) У/И«/С>[Л+1](АИ) = </!(л)>С03 (</2(л, /с)>[ л + 1 ](т))) и для всяких НЧ г и 
и 0 ( Г )-ОРФ <р, которая является [г]-путем в дереве (12), верно 

Чт(ср(т) = </2(п,к)Уп+1\т)) 
и, следовательно, 

г) если верно 

ИЗ/«^> С л + 1 ] ~</> С й ] ) , 

то для НЧ X, X = п, дерево (12) не обладает никаким [*]-путем. 
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На основании релятивизации теоремы 1 из [15] и замечания 5.6 мы полу

чаем следующее утверждение. 

Теорема 7.3. Пусть Ш инфинитное дерево, а п НЧ. Тогда 

а) если для всякого НЧ т словарное множество 

А5(5еШ&(70(5) = т) (13) 

является [п]-финитным, то дерево УЯ обладает \п + 1]-путем и 

б) если для всякого НЧ т словарное множество (13) является неинфинит-

ным и 0(л)-рекурсивно перечислимым, то дерево Ш обладает [п + 2]-путем. 

Замечание 7.2. В [10], стр. 536, построено инфинитное рекурсивное дерево, 
которое не обладает [п]-путем ни для какого НЧ п. 

Мы приведем релятивизации понятий ( 1 ^-множества и почти всюду, 
введенных в [16]. 

Определения. 1) Пусть пит НЧ, а Р [т]-КДЧ. 

а) [^-последовательность неперекрывающихся [и]-сегментов {̂ р Д и>р}*,л] 

мы назовем 5[и]-множеством, а [и]-КДЧ 2 [ п ] мерой этого 5^п]-множества, 
I 

если [^-последовательность [и]-КДЧ { ^ | ^ Д ^р|}*"] [п]-сходится к 2[п]. 

Р=о 
б) Если Ж 5^]-множество, то мы посредством Р еЖ обозначим: не может 

не существовать член [^-последовательности Ж, содержащий [/и]-КДЧ Р. 

2) Пусть п НЧ, Т [и]-сегмент, а <& свойство [и]-КДЧ. Мы скажем, что 

свойство <в выполнено для почти всех [п]-КДЧ (соотв. для почти всех [п]-КДЧ 

из сегмента Т), если существует [^-последовательность 5["]-множеств {^}[^п] 

такая, что для любого НЧ к а) мера Жк меньше чем 2~к и 

б) для всякого [п]-КДЧ х [ л ] (соотв. х["] из сегмента Т) верно 

~1(хмеЖк) -з <^(х[п]). 

Мы приведем несколько результатов, касающихся сходимости ^-последо

вательностей [0]-равномерно непрерывных [0]-функций. Мы будем при этом 

пользоваться следующими обозначениями. 

Если {^„}п

01 ^-последовательность [0]-равномерно непрерывных [0]-

функций, а т НЧ, то мы обозначим 

а) В т({^п} [ 0 ]) ^ Ух [* ](Ор[^п] (х [" ]) - ^ 0), 

б) посредством С/И({«^г

л}
[0]) (соотв. Еш({#".,}[0])): для всех (соотв. почти 

всех) [т]-КДЧ х [ ш ] [0]-последовательность [т]-КДЧ {Ор[^п] (х [ ш ] )} [ 0 ] псев-
досходится к нулю. 

Верны следующие утверждения. 
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1) Существует невозрастающая [(^-последовательность [0]-равномерно 
непрерывных [0]-функций {^л}л

0] такая, что В0({^л}л

0])& ПЕ1({^П}Й

0]) и, сле
довательно, сходимость {^л}л

0] не является псевдоравномерной. 

2) Если {^л}л

0] невозрастающая [(^-последовательность [0]-равномерно 
непрерывных [0]-функций такая, что С1({#'л}п

0]), то {^л}л

0] сходится [0]-
равномерно. 

3) Существует [0]-последовательность [0]-равномерно непрерывных [0]-
функций {^}п

0] такая, что В0({^}Й

0])&В1({^}Й

0])& ПЕ2({^И}[0]) и, следова
тельно, сходимость {^„}л

0] не является псевдоравномерной. 

4) Если {^л}л

0] [(^-последовательность [0]-равномерно непрерывных [0]-
функций такая, что В2({^п}й

0]), то сходимость {#"л}л

0] является [^-равномер
ной (но может не быть [0]-равномерной). 

На основании теоремы 7.2 мойсно построить следующий пример. 

Пример 7.1. Пусть к НЧ. Тогда существуют [(^-последовательность 
[0]-равномерно непрерывных [0]-функций {^л}л

0] и [к + 1]-КДЧ у* + 1 ] такие, 
что 

^ [ * ] ^п(0 ^ Ор[3?п] (хс*]) й 1) & 

& п ПЭ/V/и(/ йт=> Ор[^т~] (х[*]) = 0)& 

& V/ п П3/и(/ < т & Ор[^т~\ (/*+ 1 ]) = 1)) . 
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