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1978 ACTA UNIVERSITATIS CAROLINAE - MATHEMATICA ET PHYSICA Vol. 19, No . 1 

Некоторые вопросы теории конструктивных функций 
действительной переменной 

О. ОЕМЦГН 

Кафедра математической информатики, математико-физический факультет, 
Карлов университет, Прага* 

Статья поступила в редакцию 29 сентября 1976 г. 

Статья принадлежит конструктивному направлению в математике. В ней исследуются 
вопросы, связанные с дифференцируемостью, измеримостью и интегрируемостью по Лебегу. 
В частности, изучаются свойства производных чисел и первой производной, приведены доста­
точные условия монотонности конструктивных функций действительной переменной и дока­
заны конструктивные аналоги теорем Г. Дарбу, Р. Бэра, Д. Ф. Егорова, А. Лебега и П. Фату. 

8оте яие$1юп$ сопсегптв 1пе 1пеогу оГ сопзтгис^е .ГипсИопв оГ а геа1 Vа̂ а̂Ые. — ТЬе 
рарег Ье1оп§8 1о 1пе соп81гис1^е шгесНоп т тагЬетаисз. (ЗиезИопз оГ аЧгГегепНаЫНгу, 
теазигаЫШу апа* тхе^гаЪПку т хпе зепзе оГ ЕеЬезвие аге ехатшес!. 1п раШсЫаг, ргорегйез 
оГ дег^а1е8 аге 8(исНес1, зиШЫеп* сопсийопз Гог 1Ье топогопу оГ сопзтгис^е Гипсиопз оГ а геа1 
VапаЫе аге ргезепгеа1, апс1 сопзггисг^е апа1овие8 оГ гпеогетз оГ О. ОагЬоих, К. Ваке, О. ТЬ. 
Е^огогТ, Н. ЕеЪе8§ие апа4 Р. Ра!ои аге р̂ ОVес1. 

№к:егё о1ахку 1еопе копзггикйуш'сп Гипкс! геа1пе рготёппё. — С1апек раШ ке коп-
81гики\тти зтёги V тагетагюе. ^8ои V пёт гкоитапу огагку 8оиV̂ зе̂ с̂̂  8 с̂ е̂ V̂ОVа̂ е1по8Î , 
1еЬез8иеоVзкои тёп1е1по811 а п̂̂ е.̂ ^ОVа̂ е1поз̂ .̂ ^ т ё п а ^зои 81ис1оуапу у1а8тоз11 с1епуоуапусп 
б18е1 а ргут ёепуасе а розгасщкл роёгшпку топогоше копзггикИушсп Гипкс1 геа1пё рготёппё 
а ^8ои докагапу коп81гикИуп1 апа1о§1е уё1 О. ОагЬоихе, К. Вака, О. Р. е̂,§о̂ ОVа, Н. ЕеЪез^а 
а Р. Рагоиа. 

Настоящая статья принадлежит конструктивному направлению в матема­
тике. В ней исследуются вопросы, связанные с дифференцируемостью, измепи-
мостью и интегрируемостью по Лебегу. 

В первой части, посвященной дифференцируемости и свойствам производ­
ных чисел конструктивных функций действительной переменной, исследуются 
в частности вопросы почти равномерной дифференцируемости и достаточные 
условия монотонности конструктивных функций и доказаны конструктивные 
аналоги теорем Дарбу и Бэра. 

* 118 00 РгаЬа 1, МаЬзггапзкё пат. 2/25. 
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Во второй части вводятся и исследуются конструктивные аналоги измери­
мых почти всюду конечных функций и интегрируемых по Легегу функций. 
В частности, доказаны конструктивные аналоги теорем Егорова, Лебега 
и Фату. 

В следующем мы пользуемся без дальнейших ссылок определениями 
и обозначениями из [8]. 

§ 1. Производные числа и дифференцирование 

Определения. Пусть п НЧ. Тогда 

1. мы посредством * 0 [ и ] обозначим словарное множество 

Д5(5 е Ъ™ У 5 ^ + О О У 5 ^ - О О ) ; 

2. для всяких слов Р и К из * 0 [ п ] 

а) мы определим 

Р = К =* (Р б Vм & К е В™ & Р = К У Р = К ) , 

Р < К ^ (Р е В™ & К е Т>м & Р < К V - | (Р = К) & 

& (Р = - 00 V К = + оо)) , 

Р ^ К ^ П(К < Р ) , 

- Р , если Р е 0 [ л ] 

— (Р) = м — со , если Р = + со 
+ со , если Р = — со 

б) мы скажем, что 
выражение Р + (К) осмыслено, если 

П(Р = + со & К = -оо У Р = Г - оо & К = + О О ) , 

выражение Р — (К) осмыслено, если Р + ( — (К)) осмыслено, 

в) если выражение Р + (К) осмыслено, то мы определим 

ГР + К , если Р е Vм & Я е 0 [ и ] 

Р + (к) =^ ^ + со , если Р ^ +оо V К = +оо 
[— со , если Р = — оо V К т - со 

если выражение Р — (К) осмыслено, то мы определим Р — (К) =̂- Р + ( — (К)). 

Пусть ЭД1 словарное множество, У5(5 е 9Л =» Зп(5 е *0 [ п ])), а Т слово в алфа­
вите Е. 

Тогда мы скажем, что Т является супремумом множества Ш, и будем 
писать 8ир (Т, УЯ), если выполнено 

( Т = ? - О О & ( 9 Й = 0 У У5(5 б ! з 5 т - со))) V 

V (Т = + со & Ук п 135(5 е Ж & к < 5)) V 
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V (Эи(Т е Б [ й ] ) & У5(5 е ! з 5 ^ Т ) & 

Чк П П Э 5 ( 5 е 9 И & Т - 2~к < 5 ) ) . 

Инфимум и предикат ГпГ определяются аналогично. 

Лемма 1.1. Пусть п НЧ, а Ш 0(л)-рекурсивно перечислимое словарное 
множество, Ш я *ВМ. Тогда 

1. 3 [ л + 2 ] Г(Ге*0 [ и + 1 ] &8ир(Г,ЯГГ)) и 

2. если И ~13к У5(5 е Ж =э 5 < к), то 

Э [ л + 1 ] Г(Ге * 0 [ л + 1 ] & 8ир (Г, ЯК)) . 

Для любого АДЧ Р мы посредством НР обозначим [0]-отображение такое, 
что для любого АДЧ 8 выполнено 

кР(8) ~ Р . т а х ( т т (8, 1), 0) . 

Посредством В мы обозначим 0-рекурсивное словарное множество 

Л$(5 е { ю } д & 1 ^ (т0(8) & У/(0 й г < <х0(5) => 

=> (т^З Ш 0 < ^ ( З Ш г + 1))). 

Пусть /с, га, р, # и 5 НЧ, к^т^р&т<з, ЗР всюду определенная 
[к; га]-КФДП, 5 0 Д 5Х [га]-сегмент, а К е *ВШ. 

1. Тогда мы 

а) для всякого слова Р, Р е В, обозначим 

<то(Р) 

ЩР9 Р, 5 0 Д 5Х) ^ X Н т а х ( т т (а х (Р Ш 0, 5.0, $о)) -
1 = 1 

- #"(тах ( т т ( ^ ( Р Ш г - 1), $1), 5 0)) | ; 

б) скажем, что К является вариацией & на сегменте 5 0 Д 5 1 } и будем 
писать Vаг (К, ЗР, 5 0 Д 5Х), если выполнено 

8ир (К, ЛГ(311(1/ е В & Т =? ЩР9 ^, 5 0 Д 5Х)))) ; 

в) скажем, что & является [/с; га]-КФДП [^-ограниченной вариации на 

5 0 Д 5 1 } если верно 

Э / ^ а г ( / ' ] , ^ , $ о А 5 0 ; 

г) скажем, что & является [/с; га]-КФДП [га]-слабо (соотв. квазислабо) 
ограниченной вариации на 5 0 д 5 1 ? если [^-существует (соотв. не может не 
существовать) НЧ X такое, что 

УГ(Ге В => ЩР9 Т, 5 0 Д 5Х) й 0 . 
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2. Мы заметим, что 

а) ЗР является \к\ /я]-КФДП квазислабо ограниченной (соотв. ^-ограни­
ченной) вариации на Зо Д 5Х тогда и только тогда, когда ЗР является \к\ т\-
КФДП \т + 1]-ограниченной вариации на 5 0 Д 5-.; 

б) если ЗР является \к; ти]-КФДП [ти]-ограниченной (соотв. \т + 1]-
ограниченной) вариации на 5 0 А 5 Ь то существуют всюду определенные неу­
бывающие [т]-КФДП (соотв. [т + 1]-КФДП) ЗР^ и ^г

1 такие, что 

у хМ(хС и- е Б0 А 8Х => 3?(хы) = 3?0(хм) - ^ 1 ( х [ т ] ) ) , 

и, следовательно, ЗР является [тя]-равномерно (соотв. \т + 1]-равномерно) 
непрерывной на 5 0 Д 5 ! (см. [5]). 

Определения. Пусть т,п,к, I и д НЧ, т ^ п, @* и ^ всюду определенные 
\т\ п]-КФДП, Ууы(У(уы) = -ЗР(-уы)), хы [п]-КДЧ, К 0 Д К х [п]-сегмент, 
Р и 8 АДЧ, Т слово, 3«(Т е *БС 5 ]), а {гр}

ы [<?]-последовательность НЧ. Тогда 

1. мы определим А(&, К 0 Д К^) .=- ( ^ ( Я ^ - ^ ( К 0 ) ) ; 

2. посредством Я)(&, Р, к, I) обозначим 

УаЪсЛ(а <Р<Ь&с<Т><Л&Ъ-а<2-1&с1-с<2-1=> 

\А(ЗР, а А Ь) А(ЗР, с А А)\ 
< 2 " * ) ; 

\а АЬ\ \С А й\ 

3. посредством @(8, ЗР, Р, к, I) обозначим 

А(ЗР, а А Ь) 

a A b\ 
Уаъ(а < Р < Ь&Ъ - а < 2" 1 => 

посредством ^ ( + о о , ЗР, Р, к, I) обозначим 

УаЬ [ а < Р < Ь & Ь - а < 2~1 => 2к < 

- S < 2 -k 

, a Д b)> 

а посредством .^( — оо, ^ , Р, к, I) обозначим 

Чаь(а<Р<Ь&Ь — - о - . _ -К-*-- А *) 

• ( ' 

a < 2" 
a Д b 

aДb| / 

- * ) 
4. мы определим 

<*«(.*, р, {др« ]) -± у р ^ , Р , р, д , 

:#« ](т, ^ , р, {д р

ч ] ) -± Ур0(т, ^ , р, Р, д , 

М-^.р) - чр "1 пэ^(^, р, р, о, 
/)[«Х^, Р) ̂  V/» Э [ « ] ^ ( ^ , Р, р, I) , 
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ДДТ, У, Р) -± Чр -[ ПЭ^(Т, У, Р, р, (), 

^[«](Т, У, Р) .=- V;» Э М ^(Т, .Г, Р, р, I) , 

•АХ*", р) ^ п -|(дх+°°> *"• р ) у АгХ*".р) V Ы - «>> -*> р )) ; 

5. мы определим 

Д-ДЗ, &, Р) -^ (Ур П ~\ЗаЬ (а < Р < Ь&Ь - а <2~'& 

& 8 - 2 ~ * < Л(^'а А

1

ЬА&Чр-]-]31\/аь(а < Р < Ь& 
| «ДЬ| 1 V 

& Ь - а < 2 - ^ ^ а А Ь ) < 5 + 2-ЛУ 
|« А Ь| 11 

Д,Д+оо, &, ?)^Чр ПНЭаМа < Р < Ь & Ь - а < 2 _ р & 

& 2 Р < _ ^ а А Ь ) \ 
|а Д Ь\ 1 

Д.Д- оо, #-, Р) ^ й„{- 00, ^ , Р) , 

0„(Т, ^ , Р) # ^ ( - ( Т ) , -У, Р) ; 

6. мы определим 

Д^,(8, ^ , х[л]) =̂  (чР п ПЗа (х [ я ] < а < х [я] + 2~р& 

&8 - 2~> < 4 ^ , ^ [ " ] Д а ) \ & п д ? у а / ы < д < хШ 

|х[п]да| 1 V 

+ 2 - . « ; - ^ ) < 8 + 2-Л), 
\хмА а\ )) 

5 + ( + оо, ̂ , х[й]) ^ Ур И ~13а (хы < а < х[й] + 2"* & 2' < ^ * [" ]Аа)\ ̂  
\ |х [ п ]ла| / 

5 + ( - оо, ^ , х[п]) ^ Ур П ПЗГ Уа (х [" ] < а < х[л] + 

+ 2 _ ( = > ^ , х [ я ] д а ) < _ 2 Л 

|х[п]Д а\ 1 

Дгдт, ^ , х[я]) -± Д Х Т <*, -х [ и ] ) , 

0 + (Т, ^ , Х М ) - Д + ( - . ( Т ) , - * , х [ я ]) , 

дгдт, ^ , х[я]) -± дх-гг), - ^ , х[я]) ; 

65 



7. а) если ^м(&^, Р) (соотв. Т^Х*?, Р)), то мы скажем, что & конечно 

псевдодифференцируема (соотв. конечно [д]-дифференцируема) в (точке) Р, 

б) если ^м^^, &, Р) (соотв. ^^^\Т, &, Р)), то мы скажем, что Т является 

значением псевдопроизводной (соотв. [д]-производной) \т\ п]-КФДП У 

в (точке) Р, 

в) если Вм(Т, &, Р) (соотв. ^г(Т, ЗР, Р)), то мы скажем, что Т является 
значением верхней (соотв. нижней) псевдопроизводной \т\ п]-КФДП & 
в (точке) Р, 

г) если П„(Т, &, хм) (соотв. П„(Т, &, хм), соотв. Г)_м(Т, &, хм), соотв. 

1У^;(Т, -^, *С п ])), то мы скажем, что Т является значеним правой верхней (соотв. 

левой верхней, соотв. правой нижней, соотв. левой нижней) псевдопроизводной 

[т\ п]-КФДП & в (точке) хм. 

Лемма 1.2. Пусть п и ^ НЧ, п ^ ^, а ^ всюду определенная [п]-КФДП. 

Тогда 

а) словарные множества 

ЛБ(5еВ™&П„(+оэ,^,5)) 
и 

А$(5 е Ос*] & п Д,,( + оо, &, 5)) 

являются 0 ( 9 + 2 )-рекурсивными и 

б) словарные множества 

А$(5 е Ъ™ & ЪАг(- со, &, 5)) 
и 

А 5 ( 5 е О [ ^ & П ^ ( - о о , ^ , 5 ) ) 

являются 0 (*+ 3 )-рекурсивными. 

Лемма 1.3. Пусть п, р и ^ НЧ, п ^ ^, & всюду определенная [п]-КФДП, 
V И - К Д Ч , Р и 8 АДЧ, а Т слово, 35(Т е *0 [ 5 ] ). Тогда 

1. ^А€(Ъ,<?,?)-=>^А№,V), 

^„(т, &, Р) => * я„(^, Р) , 

^^^\&^,!?) -э 1г™01*Х21*\ &, V) , 

Ъ*е{&, V) => 32[^ + 1 ] ^ + 1 ] (2 [ « + 1 ] , &, V), 

*^„(3?, V) => Э[«+2]1/(с/ е * 0 [ * + 1 ] & Д[«+1](1Г, ^ , »)) , 

(я['](т, #\ V) V д,Дт> ^,»)) з ^^^+1\т, &, V) \ 
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2. ц,,(т, *-, г) = ( ц ^ т , * \ г ) & ^ ( т , ^ , I?)); 

3. существуют [и + 3]-операторы типа (В [ п ] -» *В-,,+2-) - 5 + [ ^ ; и], 
Б~[^;п], 1)+[^;п] и ^~[^;п] такие, что для всякого [п]-КДЧ х [ п ] выпол­
нено: Б+[&; п] (х[п]) (соотв. Б~\&\ п] (х[п]), соотв. 1)+[-^";п] (х[п]), соотв. 
^~[^; п] (х[п])) является значением правой верхней (соотв. левой верхней, 
соотв. правой нижней, соотв. левой нижней) псевдопроизводной [п]-КФДП & 
в (точке) х [ п ]; 

4. существуют [д + 3]-операторы типа (Б [ 9 ] -> *В [«+ 2 ]) 25[#"; п, ({] и 
5 [ ^ ; и, ^] такие, что для всякого [<?]-КДЧ х[*] выполнено: Л[#"; и, ^] (хш) 
(соотв. В[^; п, ^] (х[*])) является значением верхней (соотв. нижней) псевдо­
производной [п]-КФДП У в (точке) хш. 

Пример 1.1. Существуют [0]-равномерно непрерывная [0]-функция У 
[0]-слабо ограниченной вариации (на О Л 1), ^-последовательности РЧ 
{д*}*0] и {Ьк}[01, РЧ си<^ИVе Б [ 1 ] (V равно П2-числу — см. [16]) такие, что 

ЩВ&+ оо, Р9 ак) = Б„( + ю, 3~,ак) = ке\0<2)) , 

ЩБ+,(-оо, Р9 Ък) = Д „ ( - со, 3~,Ьк) = ке\0(э)) , 

3 / 2 ] ( 5 ; , ( / 2 ] , ^ , с) & Б„(ут, &9 с) & -1Эх[1](}![2] = х[1])) , 

3 / 1 ] ( 0 [ 1 ] ( / 1 ] , У9 Л) & П3х[0](>;[1] = х[ 0 ])) 
и 

^„(0, Р9 V) & п 1)[1](0, Р9 V) . 

Пример 1.2. Существуют [0]-функция &, удовлетворяющая условию 
Липшица, и [^-последовательность НЧ {^}р1] такие, что 

1. П3х[0](0 < х [ 0 ] < 1 & ̂ т(^, х[0])), 

2. для всякого АДЧ Р верно .^[1](^г, Р, {^}р1]) и, следовательно, 

3. существует [0]-отображение У, которое для всякого НЧ п является 
[1]-равномерно непрерывной [0, п, тах (п, 1)]-функцией и для любого АДЧ Р 
выполнено ^Ш(&(Р), ^9 Р). 

Лемма 1.4. Пусть пи^ НЧ, п ^ ^, ЗР и<$ всюду определенные [п]-КФДП, 
V [д]-КДЧ,аи> И-КДЧ. Тогда 

1. В[3~; п, д] (V) = - (Б[-3~; п, ч] (V)) , 

П[&; п, ^] (V) = Б[Р; п, Ч] (р) , 

* Д,,(^, V) = ^л<(^[3^; п, <?] (V), 3?, V) = 

= (П[Р; п, д] (V) = Б[3~; п, ^] (V)) ; 
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2. если соответствующее выражение осмыслено, то выполнено 

_?[>; п, Ч] (V) + (Щ9; п, д] (.)) = Щ? + 9; п, Ч] (V) , 

Р [ > + 9; п, ^] (.) ^ Щ&; п, а] (.) + (Щ9; п, <?] (.)), 

_>[>; п, Ч] (.) + (_>[>; п, ^] (.)) ^ Щ? + 9; п, Ч] (.) , 

Щ? + 9; п, <?] (V) = Щ?; п, 9] (.) + (Щ9; п, д] (.)) ; 

3. Щ&; и, п] (и>) = Пип ( Р + [ - г г ; п] (и>), _ ) " [ ^ ; п] (и-)) , 

_>[^; и, п] (и>) = т а х (0+[3~; п] (и>), _)"[#"; и] (и>)) . 

Теорема 1.1. Пусть & всюду определенная [0]-КФДП, а 8 [0]-сегмент, 

такие, что УхС0](хС0] е (8)° => *_>„(_-. хС0])). Тогда 

1. Vp ExC 0V 0 ] (xm e (S)° & />„(.C 0 ], .*", * C 0 ] ) & 

2. _C2]xC0] (xl0i G (S)° & Du (A(^' S ) , á*\ xC0]Y) 

-K^. S) _ „юi 

|S | 
< 2-p 

) • 

и, следовательно, 

3. если 

V е * Б [ 1 ] & н> е * Б [ 1 ] & Я„0>> _^, Эл(8)) & /^(УУ, ^ Эп(8)), то 

У / 0 ] ( т т (у, н>) < >>[0] < т а х (у, и>) з 
-з 3 [ 2 ] х [ о ] ( х [ о ] _ ( 8 ) о & Д Д / О ] . ^ ХС0]))) 

(теорема Дарбу). 

Доказательство, а) Ввиду [0]-непрерывности & (см. теорему 4.1 из [8]) 

для всякого НЧ ^ не может не существовать и, следовательно, [2]-существует 

[0]-сегмент Т такой, что 

Т _ ( 8 ) ° & | Т | < 2 - « & ^ = 4 ^ - _ . 
|Т| |8| 

Таким образом, для любых НЧ ^ и 8 [0]-существует рациональный сегмент 

а А Ь, для которого верно 

|_1(-^,8) А(3?, а АЬ)\ 
a Ab __(S)°&|fl Ab\ < 2~q& 

| 8 | \аАЬ\ 

Из сказанного непосредственно следует верность 1. 

б) Мы допустим, что 

< 2 " 

~|ЭxC0] (x™ є (S)° & D„ l_lí£i__., ßrt -wiYX (1) 
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Тогда ввиду а) для любого НЧ % [0]-существуют рациональные сегменты 

а А Ь, с0 Л ^о и сх Л Лх такие, что 

с 0 Л с10 с а V Ь & сх Л ^1 .= а V Ь & \с0 А Л0| = |с х Л ^ | & |а А Ь\ < 2"«& 

Ы ( # \ 8 ) Л ( ^ , а АЬ)\ 
& а Д Í > g (S)° & 

|S| | „ Д b | 
<2-<A«*- CoAfo)< 

\c0 Д d0\ 

к A(F, S) ^ J ( ^ , c, Д d t ) 

| 5 | |с.. А **,| 

и, следовательно, не может не существовать [0]-сегмент Т такой, что 

А(&, Т) А[&, 8) 
|T| = \c0 A d0\ & T c a v b & : 

l-l 
и мы можем начатый процесс построения продолжить. 

Таким образом, существует [0]-КДЧ х [ 0 ] из (8)° такое, что ^/е(Л(^^, 8)/|8|, 

^ , х [ 0 ]), и мы, предположив (1), получили противоречие. 

Итак, (1) неверно и мы на основании леммы 1.3 и результатов § 5 из [8] 

получаем 2. Часть 3. утверждения является ввиду [0]-непрерывности ЗР 

следствием 2. 

Пример 1.3. Существуют [0]-последовательности всюду определенных 
[0]-равномерно непрерывных [0]-КФДП {^т}

[

1

0] и {^т}^0] такие,что Vт(^5

т(0) = 
= &т(\) = 0& Vx[0] ^т(<0т(xт), &т, х [ 0 ])), и вместе с тем выполнено 

И У/и 3 [ 1 ]х [ 0 ](0 < х [ 0 ] < 1 & 1)^(0, Рт9 х [ 0 ])) . 

Определение. Пусть п и г НЧ, а ^ [и]-функция. Тогда мы скажем, что & 
[*]-почти равномерно [г]-дифференцируема, и будем писать Д[г](«^'), если 
существуют [^-последовательность 5^]-множеств {§>*}*г3 и [^-последователь­
ность [^-последовательностей НЧ {{4,р}р]}*'] такие, что для всякого НЧ к 
мера 9ук меньше чем 2~к и для любого [*]-КДЧ х [ г ] выполнено 

Ясно, что верно следующее утверждение. 

Лемма 1.5. Пусть п и X НЧ, а & [п]-функция такая, что Д [ г ] ( ^ ) . Тогда 

выполнено Д [ г + 1 ] (^") и в случае, что I ^ п, & является [п]-измеримой (см. § 2). 

Пример 1.4. Существуют [0]-равномерно непрерывная [0]-функция ЗРУ 

[0]-измеримая (см. § 2) [0]-функция <§0 и [1]-функция 0Х такие, что 

Ух [ о ]Я [ О ](^о0с [ о ]), 3?, х [ 0 ]) & УхС13.0С1](»1(хС13), -Г, х [ 1 ]) , 

и вместе с тем "1 Д [ 1 ] (# ' ) . 
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На основании теоремы 7 из [16] и лемм 3 и 4 из [17] мы получаем следую­
щее утверждение. 

Теорема 1.2. Пусть $Р [0]-функция. Тогда существует [^-последователь­
ность 5[1-"-множеств {§*}*1] такая, что для любого НЧ к мера 9}к меньше чем 
2~к и для всякого АДЧ Р выполнено 

Н(Р 6 & ) З 1 Я„(+ оо, #", Р) & и М - оо, .Г, Р) . 

Лемма 1.6. Пусть {ЯКп}пеМ (СМ. [10]), /х({Ш*п}*) > °> §о -^-множество 
меры меньшей чем 1л({Шп}п), а {^}*0] ^-последовательность [0]-КДЧ. Тогда 
существует [0]-КДЧ у101 такое, что 

о < / 0 ] < 1 & / 0 ] е {аип}й & п ( / 0 ] е Ьо) & ПЩу т = »*). (2) 

Доказательство. Согласно лемме 1, теореме 5 и замечанию 1 из [10] 
существует 5[0]-множество § меры меньшей чем 1 и такое, что 

§ 0 с § & Ух[о](0 < х [ 0 ] < 1 & П(х [ 0 ] е $) => 

^x™е{Жп}п&пЩx™=Vк)). (3) 

Способом, описанным в доказательстве теоремы 2.4 из [6], можно по­
строить [0]-КДЧ у101, для которого выполнено 0 < у [ 0 ] < 1 & ~~|(}>[0]е$) и, 
следовательно, ввиду (3) верно (2). 

Следствие. Пусть а Д Ъ рациональный сегмент, {§я}
[0] [0]-последователь-

ность 5^0]-множеств, содержащихся в а Д Ь, {и>п}
[0] ^-последовательность 

[0]-КДЧ, и> положительное [0]-КДЧ, а § 5[0]-множество меры меньшей чем и>, 
такие, что н>п > п> И ДЛЯ всякого НЧ п верно $п+1 .= §„ и % мера $п. Тогда 
существует [0]-КДЧ у [ 0 ] такое, что 

а < / 0 ] < Ъ & Уи(/0] е §„) & п ( / 0 ] 6 §) 

и у [ 0 ] не равно крайней точке ни одного сегмента ^-последовательности § п , 
О йп. 

Доказательство. Без ограничения общности можно предположить, что 
а = 0 & Ъ = 1. Тогда ввиду леммы 3 и следствия теоремы 3 из [10] доказуемое 
утверждение является непосредственным следствием предыдущей леммы. 

Исходя от этого следствия и того, что для любых НЧ п и монотонной огра­
ниченной [^-последовательности [п]-КДЧ {̂ }̂ л] верно 

э/"+1](^-^/"+11Ь 

легко доказать следующее утверждение. 
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Теорема 1.3. Пусть а Д Ъ рациональный сегмент, а N последовательность 
0-рекурсивно перечислимых множеств неперекрывающихся [0]-сегментов, 
содержащихся в а Д Ь, такая, что 

Чпк^к) е Яи + 1 а = П ПЭ/(сж(Л) с II са(т))) . 
0 ^ т ^ 1 

с а (т) е гЧяП 

Тогда, если для почти всех [2]-КДЧ х [ 2 ] верно 

ПУл И ЧЗкЫк) е 5?пп & х [ 2 ] € са(/с)) , 

то выполнено 

УрЗ[1]пУ/( X |с а (/с) |<2^) 
0^к^1 

ся(к) е Я, п 

и, следовательно, для почти всех [1]-КДЧ х [ 1 ] имеет место 

~\Чп П -]ЩсЕ(к) 6 Я п & * С 1 ] б сЕ(к)) . 

На основании релятивизации леммы 6 из [16] и замечания 5.6 из [8] легко 
доказать следующее утверждение. 

Лемма 1.7. Пусть N последовательность неинфинитных 0-рекурсивно 
перечислимых множеств неперекрывающихся [0]-сегментов такая, что 

Уи/е(са(/с) е Я я + Ш => П ПЭ/(сж(/) е Я я п & сК(к) Я са(/))) . 

Тогда 

( п Э / 2 ] V* И П3%а(/с) е Я п а & / 2 ] е са(/с)) з 3 [ 1 ]п(Кп а = 0 ) ) . 

Замечание 1.1. Пусть У [0]-функция. Мы построим [0]-последовательность 
[0]-КДЧ {6к}[01 такую, что для всякого НЧ к верно 

2"*-1 < Зк < 2~к& -}31аЪы(о <1&а <Ь& 

]А(&, а Д Ъ) А(ЗГ, с Д а) 
&с < А& 

Мы определим 

|a A fc| \cAd\ 
= i.sk 

• ) • 

N0 ^ AS hknmiab US = k[JnDa Ab)&n^ m&(l £ i g 2 B & 

&a Д b c Д —& 
\aAb\ \ 2m 2m)\ 
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& 

v O < i < 2m& a A b <= ( - —\ A(— + -?—)& 

- - y2

m 2m+lJ \2m 2m+1J 

\a Ab\ 

Тогда, очевидно, для всяких НЧ пик — (гЧо)̂ ,,--] 0-рекурсивно перечисли­
мое множество рациональных сегментов, содержащихся в (— 1) д 2, и выпол­
нено ^ ^ 

V/(сн(/) е Я ) * а - + 1п => с =(0 е № а „ п ) • 

Мы построим словарное множество N такое, что для всяких НЧ к и п — 

^лцпп 0-рекурсивно перечислимое множество неперекрывающихся рациональ­

ных сегментов такое, что 

У/(са(/) Е Я к а „ п =э -р(сЕ(р) е (П0)кПяП & сн(/) с: сДр))) 
и ~ 

У/(св(/) Е ( N 0 ) ^ ^ => Зд(св{1) с: у сЕ(р))) . 
0 ^ / 7 ^ а 

с в Ы Е г Ч Л П „ п 

Тогда для всякого АДЧ Р выполнено 

1 Д , ^ , Р) = ИПЗ/сУт НИЗаЬоП а < Р < Ь & с < Р < < 1 & 

Ы(«̂ ~, а Д Ь) Л(^, с А а1) 
& Ь - a < 2-m & d - c < 2~m & > 20, 

) • |а Д Ь| |с Д д\ 

ЕЕ П П ~к Уп П И 3/(сн(/) Е К 4 П и а & Р Е сн(0) 

и, следовательно, 

Я„(.Г, Р) -. У/с И ПЗи У/(св(/) е Я*п„п => П(Р € с8(/))) . 

Мы построим [(^-последовательность 5^0]-множеств {{Н, 5}^0]}с

г

0] такую, 
что для всякого НЧ X мера {Н, 5}^0] меньше чем 2 " ' " 1 и выполнено 

УшА)< г<2п+1 => Эр/У— ^ Д ^ — + 5 - 7 ^ II НГЛУ 
V " " \ \ 2 " + 1 2х+2п+ъ) \2П+1 2г + 2п+5) о^Р ' )) 

Пусть к,пи1 НЧ и Р АДЧ такие, что 

П(Р е { Н М } П & П3/(св(/) € Я к п „ а & Р е с-<0) , 

а а А Ь и с А а" рациональные сегменты, для которых выполнено а < Р < Ъ & 
&с < Р < </&тах(Ь — а, а1 — с) < 2~1~2п~5. Тогда, очевидно, верно 

ШР, а А Ь) Л(^9 с А й)\ 

\a A b\ \cAd\ 
< 2ôk 
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Мы на основании релятивизации результатов из [10] получаем: 

1. Существуют ^-последовательность 5^2]-множеств {Я г}
[ 2 ] и ^-последо­

вательность ^-последовательностей НЧ {{иг>*}к2]}[2] такие, что для всяких 
НЧ г, к и п и АДЧ Р мера 2Х меньше чем 2 ~ ' - 1 и верно 

Н(Р е 2г) & пик й п з ( п П3/(са(/) е ^ а „ а & Р е св(/)) ЕЕ 

ЕЕ П П З / ( С Й ( 0 € » * • . , . - , • Л Р е с ^ О ) ) -

2. Для почти всех [1]-КДЧ х [ 1 ] верно 

Чкп3^т(т = 0 = П И3/(са(/) е $кПпП & х [ 1 ] е св(/))) . 

На основании этого замечания, теорем 1.2 и 1.3 и леммы 1.5 мы получаем 

следующие результаты. 

Теорема 1.4. Пусть & [0]-функция. Тогда существуют ^-последователь­

ность 5^2]-множеств {§,} [ 2 ] и ^-последовательность ^-последовательностей 

НЧ {{^г,Лр2]}С2] т а к и е > ч т о Д л я любых НЧ X и АДЧ Р выполнено: мера § г 

меньше чем 2 " ' и ВАДУ, Р)& И(Р б §,) =з 0)т(^, Р, {я^р}™). 

Теорема 1.5. Пусть ЗР [0]-функция. Тогда для почти всех [1]-КДЧ х [ 1 ] 

верно 

*^„(&, х [ 1 ]) з 3 / 1 ] ^ [ 1 ] ( / 1 ] , Р, х [ 1 ]) . 

Теорема 1.6. Пусть ЗР [0]-функция. Тогда верно Д [ 1 ](«^) в том и только 

том случае, если выполнено одно из следующих условий: 

а) Д [ 2 ] ( П 

б) для почти всех [2]-КДЧ х [ 2 ] верно *^и(ЗР^, х [ 2 ] ), 

в) для почти всех [2]-КДЧ х [ 2 ] ЗР конечно псев до дифференцируема в точ­
ке х [ 2 ]. 

Мы заметим, что ввиду леммы 1.7 верно следующее утверждение. 

Теорема 1.7. Пусть ^ всюду определенная [0]-КФДП, а Д Ь рациональ­
ный сегмент и пусть существует псевдонепрерывная всюду на а Д Ь опреде­
ленная [3, 2, 3]-КФДП ^ такая, что 

Vx[2](а < х [ 2 ] < Ь ю Д„(^(*С2])> 3?, х [ 2 ])) . (4) 

Тогда 3 [ 1 ] т Vx [ 0У 0 ](а ^ х [ 0 ] ^ / 0 ] й Ъ => Щут) - ^ ( х [ 0 ] ) | ^ т . ( / 0 ] - х [ 0 ])) 
и ^ [1]-равномерно непрерывна на а Д Ь. 

Мы заметим, что а) предположение теоремы 1.7 выполнено, если 

Vx[2](а й * [ 2 ] й Ъ => / ) [ 2 ] ( ^ , х [ 2 ] ) ) , 
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б) ввиду леммы 1.3, если Vx[2](а < х [ 2 ] < Ь ^м(&', * [ 2 ] )), то существует 
всюду на а V Ъ определенная [3, 2, 3]-КФДП 0 такая, что (4). 

Релятивизуя результаты из [13] и [18] и теорему 1.5, мы получаем следую­
щие утверждения. 

Теорема 1.8. Пусть п НЧ, а &* [п]-функция [п]-ограниченной вариации 
(на О Д 1). Тогда выполнено Д [ и ](^) в том и только том случае, если для 
всякого РЧ а [п]-функция & - па является [п]-функцией [п]-ограниченной 
вариации (на О Д 1). 

Теорема 1.9. Пусть пит НЧ, п < т, а & [п]-функция квазислабо ограни­
ченной вариации (на О Д 1). Тогда Д [ т ](^ г). 

Теорема 1.10. Пусть к, п и т НЧ, к ^ п < т, а ЗР всюду определенная 
\к\ п]-КФДП. Тогда для почти всех [т]-КДЧ х [ т ] выполнено 

И П ( ^ ( - оо, &, х [ т ]) & ̂ „(+оо, &, х [ т ]) V 

V з/т]я[т](>>[т], &, х[ т ])). 

В заключение этого параграфа мы приведем несколько результатов о произ­
водных числах, являющихся конструктивными аналогами классических утверж­
дений, известных из [1] и [3]. В связи с ними следует обратить внимание на 
следующие обстоятельства. 

Замечание 1.2. 1. Ввиду теоремы 2 из [7] и [8] для всякого НЧ п существует 
[(^-последовательность [п + 1]-КДЧ &к}[01 такая, что Vx[и] 3/с(х[я] = Vк). 

2. Можно построить неубывающую [0]-функцию & такую, что для любо­
го З^-множества § меры меньшей чем 1 [0]-существует [0]-КДЧ х[0], для 
которого выполнено 0 < х [ 0 ] < 1 & п(х [ 0 ] е §) & Г>[0](+ со, &, х [0]). 

Замечание 1.3. Пусть п НЧ, & всюду определенная [п]-КФДП, а {Нл}^"] 

[^-последовательностьнеперекрывающихся[п]-сегментов, |Н^| к^^> 0. Тогда 

мы посредством \$*, {Нл}^
п]] обозначим всюду определенную [п]-КФДП 

такую, что 

Vx[й](пЗ/(x[п] е (Н,)0) => \Р, {Н,}[й]] (х[й]) = ^(х [ й ])) 

и для всякого НЧ / — \^, {Нл}^
л]] линейна на Н,. 

Замечание 1.4. Пусть п НЧ, V Д и> [п]-сегмент, 2 [п]-КДЧ, 2 < |у Д и>|, 
а Ь 5[

г

п]-множество меры меньшей чем 2. Тогда существует 5[л]-множество 
{Н*}^п] меры меньшей чем 2 такое, что {Нл}^

л] [^-последовательность дизъ-
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юнктных [п]-сегментов, содержащихся в V А н>, Эл(Н0) = V & Э ^ Н ^ = УУ И 

Vx[л](^; < х [ л ] < XV & (х [ л ] 6 § V За(х[л] = а)) _ 

_ 3 [ л ] ф [ л ] е (Н*)0)) . 

На основании этого замечания мы можем доказать следующее утверж­
дение. 

Лемма 1.8. Пусть п НЧ, а { § л } ^ ] [^-последовательность 5[й]-множеств 
такая, что для всякого НЧ к — Ьк + г --- Ьк и мера §* меньше чем 2~*. Тогда 
для всякого НЧ р существует неубывающая [п]-функция 9 такая, что 

9(1) - 9(0) < 2~р & Vx[л](0 < х [ л ] < 1 & V/с(x[л] е $*) => АгХ + °°> *» хСл1)) • 

Теорема 1.11. Пусть У [0]-функция такая, что 

1. для почти всех [0]-КДЧ х [ 0 ] выполнено 

В[Р\ 0, 0] (х [ 0 ]) ^ 0 
и 

2. не может не существовать ^-последовательность [0]-КДЧ {^}*0 ], 
для которой верно Vx[О](0 < х [ 0 ] < 1 & П3/с(х[0] = Vк) _ Я [ > ; 0, 0] (х [ 0 ]) > 
> -со). 

Тогда 9* является неубывающей. 

Доказательство. Ввиду лемм 1.4 и 1.8 нам достаточно ограничиться сле­
дующим. 

Пусть 9 [0]-функция, а {и>л}^0] ^-последовательность [0]-КДЧ такая, 
что Vx[О](0 < х [ 0 ] < 1 & И3/с(х[0] = пк) _ В\9\ 0, 0] (х [ 0 ]) ^ 0). 

Тогда, как мы покажем, 9(1) — 9(0) ^ 0. 
Пусть / НЧ. Ввиду [0]-непрерывности 9 (см. теорему 4.1 из [8] — теорему 

Г. С. Цейтина) существует ^-последовательность неперекрывающихся [0]-
сегментов, содержащихся в 0 А 1, {Н ,} [ 0 ] и неубывающая [0]-функция 90 

такие, что 

V/с(0 < пк < 1 _ Эг(>^е(Н^))&^( |Н , | < 2~*&\А(9, Н,)| < 2~1~г-1)& 

& Vx[0] (Ч(* [ ° 3 ) = 5 \А(9, Н,)| 1 . ш (шах (0, х [ 0 ] - Эл(Нг)), |Н,|Л . 
\ <=о |НГ| / 

Тогда 90(\) - 90(0) < 2~1 и для [0]-функции 9и 9,^90 + [9, {Н ,} [ 0 ] ], 
выполнено 

Ух[О](0 < х [ 0 ] < 1 _ 0[9г; 0, 0] (х [ 0 ]) ;> 0) . 

Следовательно, 9, является неубывающей и 

9(1) - 9(0) = 9,(1) - 9,(0) - (90(\) - 90(0)) > - 2 ~ ' . 
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Лемма 1.9. Пусть & неубывающая [0]-функция, а у [0]-КДЧ такие, что 
Ух[О](0 < х [ 0 ] < 1 => Щ&\ 0, 0] (х [ 0 ]) = у > 0). Тогда & - й, неубывающая 
[0]-функция. 

Доказательство. Мы докажем, что & — Ну/5 является неубывающей 
[0]-функцией. Согласно лемме 1.4 выполнено 

^ [ 0 ] ( 0 < х [ 0 ] < 1 з Ь\У - Иу/5; 0, 0] (х [ 0 ]) = | . у > 0) . 

Требуемый результат получится, как видно, итерацией. 

Пусть р НЧ. 

Согласно теореме 6.4 из [5] и лемме 3 из [17] существуют [0]-последова­

тельность [0]-КДЧ {2к}[01 и [0]-КДЧ у0 такие, что 

7 ° ( ^ , {2,}[0]) & т а х (0, у - 2"*) < ^ < У & П3/с(у0 = гк) . 

Мы хотим доказать, что & — НУо/5 возрастающая на 0 Д 1 [0]-функция. 

Ясно, что можно ограничиться тем, что мы докажем 

Г(1) - ^ ( 0 ) > I • Уо • (5) 

Мы допустим, что (5) неверно. Ввиду теоремы 7 из [16], леммы 3 из [17] 
и предполагаемых свойств [0]-функции & существует ^-последовательность 
дизъюнктных рациональных сегментов, содержащихся в 0 V 1, {ск Д Ак}[01 

такая, что 

(\ск А ак\ ~^> 0) & ЩА{&9 ск А йк) > у0 . \ск А Лк\ & \ск А йк\ = \ск+1 А ак + 1\) 

л А(&> с А <0 и для любого рационального сегмента с Д а , 0 < с < а < 1 & — -—- > 
\сАЛ\ 

> у0, существует НЧ к, для которого выполнено 

П(с Д й п ск А Лк = 0) & \ . \с А д\ = \ск А йк\ . 

Мы для всякого НЧ к определим 

Н, ^ (ск - 2 . \ск А ак\) А К + 2 . \ск А 4к\). 

Тогда ввиду нами предполагаемых свойств [0]-функции & верно 

^ [ 0 ] ( 0 < х [ 0 ] < 1 -э п И(3/с(х[0] еск А Лк) V У« Зк& < к& х [ 0 ] е (Як)
0))) 

и для всякого РЧ с, 0 < с < 1, даже существуют НЧ к0 и кг такие, что 

с е Н^0 & с е Як1 & Щс е Н к з Эл(Н*0) = 

й Эл(Н,) < Эп(Нл) = Эп(НА 1)), 

причем 
К = к1 V ^ 0 < ск1 . 
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Ввиду этого можно, исходя от {Нл}^0], построить ^-последовательность 
неперекрывающихся рациональных сегментов, содержащихся в О Л 1, {К,}5°] 

такую, что 

(|К(|-^0)&У/Э/с(с,Д<4<=К, <=Нк)&ЧкЭр(ИкпОА1 с= у К,) 

и, следовательно, 

V/ (А^9 ^ > $.у0)& Vx[0](0 < х [ 0 ] < 1 -з ЗЫ(Эп(Кк) = Эл(К,) & 

& Эл(К*) < х [ 0 ] < Эп(КО)) . 

Тогда для неубывающей [0]-функции \_&г, { К ^ 0 1 ] верно 

Vx[о](0 < х [ 0 ] < 1 =э р [ [ ^ , {К,}^]; 0, 0] (х [ 0 ]) > | . у0) 

и, следовательно, ^ ( 1 ) - 3?(0) = А([^, {К,}1,03], 0 А 1) > ±. у0. 

На основании леммы 1.4, релятивизации лемм 1.8 и 1.9 и замечания 5.4 из 
[8] легко доказать следующее утверждение. 

Теорема 1.12. Пусть п НЧ, ^ неубывающая [0]-функция, а и> АДЧ, такие, 

что для почти всех [и]-КДЧ х [ п ] из 0 Л 1 верно ЩУ\ 0, и] (х [л]) = УУ > 0. 

Тогда Vx[о]>;[о](0 = х [ 0 ]

 = у™ = 1 => <0(ут) - ^(х [ 0 ] ) = и> . ( / 0 ] - х [ 0 ])). 

Теорема 1.13. Пусть & всюду определенная [0]-КФДП, п НЧ, а а V Ь 
рациональный интервал. Тогда [2]-существует Р 0 е * 0 [ 1 ] (соотв. К 0 е *0 [ 1 ] ) 
и [и + 4]-существует Р ! е * 0 [ п + 3 ] (соотв. К^ е * 0 [ п + 3 ] ) такие, что 

а) Р 0 является супремумом множеств 

»{*<{•««<>«**fnfl) (6) 

Д5(П П3х [п](а < х [ л ] < Ь & 5 = В\&\ 0, и] (х[и]))) (7) 

и Р х супремумом множества 

Л$(П ~\3х1п\а < х [ п ] < Ь & 5 = П\&\ 0, и] (х[я]))) , (8) 

а К 0 (соотв. К х) является инфимумом множеств (6) и (8) (соотв. множества (7)), 

б) выполнено Р х = Р 0 & ( Р 0 < +оо => Р х = Р 0 ) & Я 0 ^ Кх & ( - с о < К 0 => 

Доказательство. Ясно, что достаточно ограничиться следующим. 
Пусть Р 0 < Ч-оо. Выполнено Р 0 е Б [ 1 ] . 
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Мы допустим, что Р х < Р 0 . Тогда для всяких [0]-КДЧ и> и V, 

Р х < К < Р 0 < V < \ . ( Р 0 - IV) + Р 0 , (9) 

выполнено: [0]-КФДП У, Vx [0](^(x [0]) ~ V . х [ 0 ] - ^ ( х [ 0 ] ) ) , является неубыва­
ющей на а Д Ъ, ввиду леммы 1.4 

Vx[0](д < х [ 0 ] < Ь => В[9; 0, 0] (х [ 0 ]) = 

= V - (!>[>; 0, 0] (х [ 0 ])) > V - и> > 0) 

и, следовательно, согласно лемме 1.9 

Vс^(а < с < а1 < Ь =э А(&9 с А а1) < к .\с А Л\), 

что ввиду а) и (9) невозможно. 

Следствие. Пусть & всюду определенная [0]-КФДП, п НЧ, ум [л]-КДЧ 

и пусть не может не существовать рациональный интервал а V Ь такой, что 

а < ум < Ь и 25[#"; 0, и] (соотв. /)[«^; 0, л]) конечна на а V Ъ и псевдонепре-

рывна в точке ум. Тогда ЗР конечно псевдодифференцируема в точке ум. 

Способом, описанным В. Ярником в [2], стр. 201, можно построить сле­
дующий пример. 

Пример 1.5. Существует [0]-равномерно непрерывная [0]-функция У такая, 
что ^ ( 0 ) = &(\) = 0 и 

Vлx[п]((0 = х [ п ] < 1 -о 5 Д + о о , Р, х [ п ]))& 

& (0 < х [ п ]

 = 1 з В„(- со, &, х [ п ] ))). 

На основании этого примера и теоремы 6 из [16] легко получить следую­
щий пример. 

Пример 1.6. Существуют [0]-равномерно непрерывная [0]-функция & 
и [1]-КДЧ V из 0 V 1 такие, что 

Д [ 1 ](0, УУ V)& Vx[о](0 < х [ 0 ] < 1 з 5^(4-00, Р, х [ 0 ] )& 

& ^ ( - с ю , ^ , х [ 0 ] ) ) . 

Теорема 1.14. Пусть п НЧ и ^ [0]-функция такие, что 

1. для почти всех [л]-КДЧ х [ п ] выполнено 

Щ&; 0, л] (х [л]) = 0 
и 

2. не может не существовать [^-последовательность [л]-КДЧ {^}[л} 

такая, что Vx[п](0 < х [ п ] < 1 & ~]Щхм = ьк) =э П[^; 0, л] (х[л]) > - с о ) . 

Тогда & является неубывающей. 
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Доказательство. Пусть & [0]-функция такая, что для почти всех [п]-КДЧ 
х[п] выполнено П[^\ 0, п] (х[п]) = 0. 

а) Если т НЧ и {м>*}*=0 система [п]-КДЧ такие, что Vx[п](0 < х[п] < 1 & 
& ~]3к(0 = к = г & х[п] = ък) =э и[^\ 0, п] (х[п]) = -т), то ввиду леммы 1.4 
и теоремы 1.11 У + кт неубывающая [0]-функция и для почти всех [п]-КДЧ 
х[п] из 0 Л 1 верно Ъ\р + Нт\ 0, п] (х[п]) = т и, следовательно, согласно теоре­
ме 1.12 & неубывающая [0]-функция. 

б) Мы допустим, что для Р Ч а и Ь , 0 < а < Ь < 1, вьшолнено &(а) > 
> ^(Ъ). Тогда ввиду а) можно построить ^-последовательность систем 
дизъюнктных рациональных сегментов {{Т^-}^1}*03 такую, что 

Т 0 0 = а АЬ&\/ы(о = / < 2к => А^' Тк^ < -к&Эл(Тк1) < 
\ |Т*.|| 

< Эл(Т,+ 1>20 < Эп(Т*+ 1 > 2 / + 1) < Э п ( Т м ) & | Т м | < 2-М. 

Следовательно, Ух[п](У/с П ПЗ/(0 = / < 2*&х [ п ] еТ м ) э Я[^;0, п](х[п]) = -со). 
Легко доказать, что для любой [^-последовательности [п]-КДЧ {^}[и] можно 
построить [п]-КДЧ х[п] такое, что 

У/с и 131(0 = / < 2к & х[п] б Т м ) & Н3/с(х[п] = Vк) . 

Лемма 1.10 (ср. [1], стр. 203). Пусть & [0]-равномерно непрерывная [0]-
функция, а {^}л°] ^-последовательность [0]-КДЧ такие, что 2 ( ^ , \гк

л$л)& 
&ЧаЬ(а < Ы И3/ 0 ](а < у™ <Ь& П 3 % [ 0 ] = 2к)& П3х[0](>;[0] = ^(х [ 0 ] )& 
& .0+[^; 0] (х[0]) ^ 0))) (см. [15], лемму 2). Тогда & является неубывающей. 

Доказательство. Лемму можно доказать методом, описанным в [1], 
ибо для всяких РЧ с и й и [0]-КДЧ у1°\ с < й & Р(с) > у™ > &(<!) & 
&~лЗк(ут=2к\ [0]-существует [0]-КДЧ 2 [ 0 ] такое, что с < гт < && 
& ^ ( 2 [ 0 ] ) = / 0 ] & УХ[0](2[0] < Х[0] < Ь /^(х [ 0 ]) < / 0 ] ) . 

Ввиду леммы 1.8 верно следующее утверждение. 
Следствие. Пусть #" [0]-равномерно непрерывная [0]-функция такая, что 

а) для почти всех [0]-КДЧ х [ 0 ] верно 

Я + [^ ;0] (х [ 0 ] ) = 0 
и 

б) не может не существовать ^-последовательность [0]-КДЧ {^}^0] 

такая, что У х [ 0 ] ( и З ф [ 0 ] = Vк) э Ъ+\Р\ 0] (х[0]) > -оо). 
Тогда & является неубывающей. 

На основании леммы 1.10 можно способом, который близок классическо­
му (см. [1], стр. 204), доказать следующий конструктивный аналог теоремы 
У. Дини. 
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Теорема 1.15. Пусть 2Р всюду определенная [0]-КФДП, а Т [0]-интервал, 
такие, что У [0]-равномерно непрерывна на всяком рациональном сегменте, 
который содержится в Т. Тогда [2]-осуществимо Р 0 е * Б [ 1 ] (соотв. Р х е *Э [ 1 ] ) , 
которое является инфимумом (соотв. супремумом) следующих множеств: 

А5(заЬ (а < Ь&а Д Ь я Т & 5 = ^ ~ ^ ) ) 

И 

Л5(П П3х [ 0 ] (х [ 0 ] е Т & ^(х [ 0 ] ) = 5)) , 

где ^ любое из [3]-отображений 5 + [^~;0] , 5 ~ [ ^ ; 0 ] , 2)+[^~;0], ,Р~[^~;0]. 

Теорема 1.16. Пусть $* [0]-функция такая, что 

а) для почти всех [0]-КДЧ х [ 0 ] верно 1)[^~; 0, 0] (х [ 0 ]) ^ 0 и 

б) не может не существовать ^-последовательность [0]-КДЧ {^}^0] 

такая, что 
V x [ 0 ] ( и " ф [ 0 ] = V,) -> *^^<(&, х [ 0 ])) . (10) 

Тогда 3? является неубывающей. 

Сначала мы докажем конструктивные варианты двух результатов Р. Бэра 
([1], стр. 54, и [3], стр. 437). 

Теорема 1.17. Пусть М множество 0-рекурсивно перечислимых множеств 
рациональных сегментов (соотв. интервалов), IV множество 0-рекурсивно 
перечислимых множеств рациональных интервалов, а 8̂ ^ Д х [ 0 ] ^ « "1 ~\ЗТ(Те 
е М„и & х [ 0 ] е Т)), такие, что 

НОР = 0 ) & Vп5((5 е Мпи -э | 5 | < 2~п& 

& ЗТ(Те Мп + 1и&Эл(5) < Эл(Т) < Эп(Т) < Эп(5)))& (11) 

& (5 Е Мп + 1и -о ЗТ(Те М „ а & 5 с Г))) 

и 
Vx[0](x[0] е ф э Ц З . ] П З Г ( Г Е 1У,П & х [ 0 ]

 Е Т)). 

Тогда [1]-существуют рациональный интервал а\/ Ъ, НЧ ^ и [0]-КДЧ у 
такие, что а <V < Ь&VЕ^& ^ [ 0 ] ( х [ 0 ] Е <Р & х [ 0 ] е а\7 Ъ => П З Т ( Г Е Л^ а & 
& Х [ 0 ] Е Г ) ) . 

Доказательство. Пусть 8 Е М О П , п0 ;==- 0, /0 =̂- 0, а /с0 НЧ такое, что са(/с0) =-
-= 8. Мы используем ОРФ т3 из [8], § 2, и построим 0 - Ч Р Ф / такую, что 
/(0) ^ т 3(п 0, /с0, /0) и для любого НЧ ^ верно !/(д + 1) -~ !/(<?) и если 

Ш&/Ы)^А"«>К>1я)> 
то 

(!/(<? + 1) = Э5ТГ,(5)) &(!/(<? + 1) з тГв(/(<г + 1))), 
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где 
ЩГ^з) ^ Зпк1(з = т3(п, к,1)&пч< п&с*(к)е ЙпП &са(/)е ЯчП & 

&Эл(ся(кч)) < Эл(ся(к)) < Эп(с,(/с)) < Эп(са(/д)&св(/с) с ^(1))) . 

Тогда ввиду наших предположений не могут не существовать и, следова­
тельно, [1]-существуют НЧ ^9 п9, кч и 1Я такие, что 

/(а)^т 3 (п < г /с,,/, )&-1!Дд+ 1). 
Мы определим 

а ^ Эл(сж(А:,)) и Ъ ̂  Эп(ся(кч)). 

Ввиду (11) легко построить требуемое [0]-КДЧ V. 

Теорема 1.18. Пусть {^п}„0} [(^-последовательность всюду определенных 
[0]-КФДП, М последовательность 0-рекурсивно перечислимых множеств 
рациональных сегментов (соотв. интервалов), ф ^ /\хт(Уп ~~|~13Т(Те МпП& 
& х [ 0 ] е Т)), а к НЧ такие, что (11) и для всякого [0]-КДЧ х [ 0 ] из ф не может не 
существовать НЧ д, для которого верно 

И Н(Уи(4 й п => 2к ^ &п(хт)) V Уи(д ^ п => Рп (х [ 0 ]) ^ 

й -2к) V Уи/% ^ и < т з |^„(х [ 0 ] ) - ^ т ( х [ 0 ] ) | ^ 2"*)). (12) 

Тогда [1]-существуют рациональный интервал а V Ь, НЧ д и [0]-КДЧ V 
такие, что а < у < Ь & У б ф и для всякого [0]-КДЧ х [ 0 ], х [ 0 ] е $ & х [ 0 ] е а V Ь, 
верно (12). 

Доказательство. Мы на основании [4] построим [(^-последовательность 
[(^-последовательностей рациональных интервалов { { Н , ^ 0 3 } ^ такую, что 
для всяких НЧ и, т и 5 

Ух'0] Э/(х<0] е Н г, ( л, т, .м) & V/x^0У0](x^0] е Н^.,..,,., & / 0 ] е Н ^ . ^ , . , =» 

= |^„(х [ 0 ] ) - ^ л ( / 0 ] ) | < 2-*-*" 1 & | ^ т ( х [ 0 ] ) - ^ т ( / 0 ] ) | < 2-*" 5- 1) . 

(т3 функция из [8], § 2, кодирующая тройки НЧ.) 

Мы определим 

N^/\5(^птз1а^ <, п < т&а\? Ь = Н,э ( л > т > 5 ) > (&(5 =? д й а V Ь)& 

& т т (Рп(а), ^ г а (а)) < 2к . (1 - 2~2*-*) & 

& тах (^„(а), Рт(а)) > -2к. (1 - 2~2к~5) & 

& | ^ л ( а ) - ^ т ( а ) | > 2 - ' . ( 1 + 2 - ) ) ) . 

Тогда N последовательность 0-рекурсивно перечислимых множеств ра­
циональных интервалов и выполнено 

Уах[0](ЗГ(Те # , п & х [ 0 ] е Г) г Змт(а <. л < /и & шш (^ п (х [ 0 ] ) , ̂ т ( х [ 0 ] ) ) < 

< 2 к &тах(^ в (х Г 0 ] ) , ^ т ( х [ 0 ] ) ) > -2*& |^„(х [ 0 ]) - ^ т ( х [ 0 ] ) | > 2~*)). 
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Следовательно, 

У^х[0](пЗТ(Ге Л ^ & х [ 0 ] е Г) = 

= П -}(Чп& = п з 2* ^ ^„(х [0])) V Уи(« ^ и з ^ л (х [ 0 ] ) ^ 

й -2к)V Уши(д йп < т=> |#"й(х[0]) - ^ т ( х [ 0 ] ) | ^ 2"*))) 

и нам достаточно применить теорему 1.17. 

Замечание 1.5. Пусть & [0]-функция и V и п> [0]-КДЧ такие, что V < 0& 
& 0 < н> < 1 & 1)\&\ 0, 0] (и!) < 0 и для почти всех [0]-КДЧ х [ 0 ] верно 
В\^\ 0, 0] (х[0]) ^ 0. Тогда для всяких ^-последовательности [0]-КДЧ {г*}^3 

и НЧ р существует [0]-КДЧ х [ 0 ] такое, что 

0 < х [ 0 ] < 1 & |х [ 0 ] - и>| < 2"р& П3/с(х[0] = 1к)8с 

& Ё\3?\ 0, 0] (х[0]) й V й ЩУ\ 0, 0] (х[0]) . 

Действительно, пусть 2 [0]-КДЧ, ^ НЧ, а а Д Ъ рациональный сегмент 
такой, что 0 ^ а < Ь ^ 1 & _(#\ а Д Ъ) < 0. Тогда согласно теореме 1.11 

П И3/0 ](д < у™ < Ъ & Ы - оо, ̂ , у™)) . 

Ввиду этого, [0]-непрерывности ЗР и нашим предположениям существуют 
рациональные сегменты с0 Д Л0 и с1 Д с?! такие, что 

а < с0 < <10 < с1 < ^1 < Ъ & тах (|с0 Д й0\9 \с1 Д <̂  |) < \ . |а Д Ь| & 

&У;А) ^ I ̂  1 э _(#",с, Д </,) < 0& ^ ' С * А < * ' ) _ ^ < 2 - Л . 

V к/Д̂ -1 / 
Согласно теореме 1.3 из [5] верно т. < с1 V Л0 < г. 

На основании этого легко построить требуемое [0]-КДЧ х[0]. 

Доказательство теоремы 1.16. Пусть {^}^0] ^-последовательность [0]-
КДЧ такая, что (10), а {^л}^03 ^-последовательность [0]-функций, Уих[0](х[0] б 
е 0 Д 1 з 3?п(хт) = и/2 . А(&9 (х [ 0 ] - 1/и) Д (х [ 0 ] + 1/и))). 

Мы определим 

М^Л5 ЫпаЪ ((8=гпПаАЬ)&0<а<Ь<\&Ь-а<2~п& 

& Н3/с(/с = п&VкеаА Ь)&А{^> ° А

{

 Ь) < - Л У 
\а Д Ь| // 

ф - Лх[0](Ум П ПЗГ(Те МпП & х [ 0 ] е Г)). 

Тогда П3/с(^е ф) и 

Лх[0](0 < х [ 0 ] < 1 & И3/с(х[0] = ьк) & й[#- ; о, 0] (х[0]) < -1) с 

с $ - Л* [ 0 ](0 < х [ 0 ] < 1 & *^„(^, х[0]) & Я [ ^ ; 0, 0] (х[0]) й - 1). 
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Согласно замечанию 1.5 и свойствам ^ и ф 

Vx[0]^7(x[0] 6 ^ Зут(ут е <Р & \ут - *С 0 3 | < 2~р & 

& Р [ ^ ; 0 , 0 ] ( / 0 ] ) = - § ) ) . (13) 

Мы допустим, что П(ф = 0). Тогда верно (11) и мы на основании теоре­
мы 1.18 получаем: [1]-существуют рациональный интервал а V Ь, НЧд 
и [0]-КДЧ V такие, что 0<а<V<Ь< 1 & у е $ и для всякого [0]-КДЧ х [ 0 ], 
х [ 0 ] е ф & х [ 0 ] б а V Ъ, верно 

"1 ПОЧ- = п => 2 2

 = ^-п(х[0])) V Vп(д = и => ^ г„(х [ 0 ]) = 

= - 2 2 ) V Упт& = п<т^ |^"п(х [ 0 ]) - 3?т(хт)\ = 2~2)). 

Ввиду [0]-непрерывности [0]-функции &ч в точке V и (13) существуют 
НЧ р и [0]-КДЧ / 0 ] такие, что 

Ух [ 0 ](|х [ 0 ] - »| < 2 " ' э х [ 0 ] е а V Ь & | ^ ( х [ 0 ] ) - * » | < ^ ) & 

& / 0 ] е $ & | / 0 ] -V\< 2~р & ^ч(ут) = - § - § 

и, следовательно, Vx[0](x[0] е ^ & |х [ 0 ] - »| < 2~* э р[^~; 0, 0] (х [ 0 ]) > -2) . Но 
тогда согласно теореме 1.11 и свойствам множества ф [0]-функция ЗР является 
неубывающей на (I? — 2~р) V (V + 2~р) и мы получили противоречие. 

Итак, ф = 0 и , следовательно, 

Vx [ 0 ] (-^-ф [ 0 ] = я*) з 2[^~; 0, 0] (х [ 0 ]) = - 1 ) . 

Применением теоремы 1.11 доказательство завершается. 

В связи с теоремой 1.18 следует заметить, что теорема Р. Бэра о функциях 
первого класса (см. [3], стр. 437) в конструктивной математике неверна. 

Пример 1.7. Существуют ^-последовательность [0]-отображений {«^ т } [ 0 ] 

и [0]-отображение ЗР такие, что 

1. для любых НЧ пит — <Рт является всюду определенной ^-равномер­
но непрерывной [0; п]-КФДП, а $Р является всюду опеределенной [0, п, п + 1]-
КФДП, 

2. для любых НЧ п и [п]-КДЧ хСл] [0]-последовательность [и]-КДЧ 
{^„(х1"1)}* ] псевдосходится к ^~(х[л]) и 

3. ни для какого [0]-КДЧ х [ 0 ] из сегмента 0 А 1 [0, 0, 1]-КФДП ^~ не 
является псевдонепрерывной в точке х [ 0 ]. 

Определение. Пусть к, т и д НЧ, к = т, $* всюду определенная \к\ т\-
КФДП, ауин? АДЧ. Тогда мы определим 

L „ ( ^ , ») *- V s "1 ~l3 í Va6(o - 2"' < a £ b < v + 2~* =» \F(á) - &{h)\ < 2~s) 
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LM(w, &, v) .-i Vs 3[4]ř Va(|a - v\ < 2~* 

(a) -w\< 2"0 . 

Замечание 1.6. Пусть к и т Н Ч , /с ^ т, & всюду определенная [/с; т ] -
КФДП, а 

М-=-Л5(~1Н35аЬ(а < Ь & ( 5 = 5 П а у Ь ) & 

& И3а/(а < с < и < Ъ & \&{с) - &{Л)\ > 2"5"1))) . 

Тогда М последовательность 0(т+1)-рекурсивных множеств рациональных 
интервалов такая, что для всяких НЧ ^, т ^ ^, и [д]-КДЧ V выполнено 

Ъ4А&, V) = V* И ПЗ/(сЕ(/) б М 5 П Ь е св(7)) = 

= ЗуМ^ХуЫ, &, V) . 

Лемма 1.11. Существует ^-последовательность [1]-КДЧ {и>л}][
0] такая, 

что для любых всюду определенной [0]-КФДП &, НЧ ^ и [д]-КДЧ V выполнено 

~1~\{^1)„{-оо,&г^)&-\Б„{+со,ЗР^) V п Ш Д - о о , ^ , !;)& 

& Д-Д-г со, &, V)) & П3/с(г; = м!*)) => 3>>[^[*](};[«], ^ , ») . 

На основании этой леммы, замечания 1.6 и релятивизации теоремы 1.17 
и замечания 1.5 можно методом близким использованному в доказательствах 
теорем 1.16 и 1.18 доказать следующее обобщение теоремы 1.16. 

Теорема 1.19. Пусть п НЧ, а & [0]-функция такая, что 

а) для почти всех [п]-КДЧ х[л] верно ])[&; 0, и] (х[л]) ^ 0 и 

б) не может не существовать [^-последовательность [и]-КДЧ &к}
[

к

п] 

такая, что 
Ух[п\пЗк{хм = Vк) =э *Д„(^, *Сл])) • 

Тогда ^ является неубывающей. 

§2. Пространства Ь^и] и 8 [ л ] 

В [9] мы ввели в качестве конструктивных аналогов пространства интегри­
руемых по Лебегу на О Л 1 функций и пространства измеримых почти всюду 
конечных на О Л 1 функций — пространства Ь - и З и получили ряд результатов. 
В настоящем параграфе мы, используя [8], введем пространства Ь ^ и 8 м , 
являющиеся по существу релятивизациями ^ 1 и 8. В релятивизованной теории, 
которая по результатам ближе классической, мы докажем конструктивные 
аналоги теорем Д. Егорова, А. Лебега и П. Фату. 
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Полигональными остовами мы называем слова типа 

а0 а ах ... а ап а Ъ0 а Ъ1 ... а Ъп , 

где п НЧ, 1 = п9 

Уг(0 = I = п =э а 1-еО)&0 = а 0 < ах ... < а„ = 1 (14) 
и 

Уг(0 = 11 й п => Ь; е О) . 

Существует [0]-отображение Я такое, что для любых НЧ тип и полиго­
нального остова К, 

К = а 0 а а 1 . . . а а „ а Ь 0 а Ь 1 . . . а Ь „ , 

Як [0; /я]-функция и выполнено 

VxСт]^ П = I ^ и & я, . ! = х м ^ а, -э 

=> Я ( К х м ) = Ь,_! + Ь | ' ~ Ь,'~1 . ( х [ т ] - Д. .-Л. 
«I - Я*-! ) 

Пусть к9 т и X НЧ, к _̂  т9 ЗР \к\ /я]-функция. 

1. & мы назовем [^-абсолютно непрерывной (на 0 Л 1), если существует 
[^-последовательность полигональных остовов {К р }^ ] такая, что для любых 
НЧ р и слова Р, Р е В, выполнено 

Щ& - Я*р> Р, 0 А 1) < 2~р. 

2. Мы заметим, что & является [^-абсолютно непрерывной (на 0 Л 1) 
в том и только том случае, если существует [^-абсолютно непрерывная \%\-
функция ^ такая, что для любого [ т т (т, *)]-КДЧ V выполнено 9(р) = &(р)* 

Рациональными ступенчатыми остовами мы называем слова вида 

я0УЯ1 •••У^п^Ь1у Ь2...уЬп9 

где п положительное НЧ, верно (14) и Чг(1 й * й п => Ь1 е О). 

Существуют [0]-отображения а, Ро1 и (6 и НЧ/гате такие, что для всякого-
рационального ступенчатого остова Р, Р = а0 у ах ... у ап 8 Ьх у Ь2 ... у Ьп9 

с(Р) = т а х Ь(9 Ро1 (Р) полигональный остов а0 а аг ... а ап а с0 а сх ... а сп9 для 

которого выполнено 

с0 = 0& У1(1 йгйп=> с^=^^^Ъ^. (а, - а].1)) , 
1=1 

для любого АДЧ 8 - ®(Р8) - &(Ро1 (Р) 8), а для всяких Н Ч т и [/и]-КДЧ хм 
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верно 

(\[</гате>м](рх№) = пЗ/(0 = * = п&хм = а())& 

&У/(1 = I = п & а , ^ < хС т ] < а, э [</га/ие> [т]] (Рх [ т ] ) = Ь,)& 

&((х С т ] < О V 1 < хСт]) => [</га/ж>>[т]] (Рх [ т ] ) = 0) 

и, следовательно, [</гй/яе>[01| отвечает нормальному алгорифму .9 из [9] 

и [т]-отображение [</гате> [ т ] ] Р является [т]-КФДП, определенной для всех 

[/п]-КДЧ, которые не равны РЧ а(, 0 = I ^ п. 

Следуя [9], мы посредством ю Д и т обозначим [0]-отображения такие, 
что для всяких слова Р в алфавите Е 0, НЧ т и [0]-КДЧ V выполнено 

| Р | 
со(Р) ~ —-—Ь-- & Х(Р, т) ~ т а х ( т т (Р, т), - т) 

а 

!т(!>) , ф ) НЧ и т(у) - 2 < |»| < т(1?) . 

Посредством X мы обозначим множество всех рациональных ступенчатых 
остовов. Способом, описанным в [9], мы определим на I равенство ( = ) , 
операции сложения, вычитания, умножения и абсолютной величины ( + 0 , — 0 , 
•0, | . . . | 0 ) , положительной и отрицательной части (( . . . ) + , (...)"), операцию 
умножения РЧ на элемент множества X (-0) и операции со0 и Х0. Для любых 
К б ! и АДЧ 8 0 и 8Х, 0 = 8 0 = 8! = 1, мы обозначим ° | ^ К ^ (е(К8 х) -
- (*(К80)). 

Посредством © мы обозначим множество всех слов вида р/с/я, где кит НЧ 
и [<&>Ст]] [//^-последовательность рациональных ступенчатых остовов. 

Для любого р/с/я е <3 мы представителем этого элемента назовем [/и]-
последовательность {[<&>[т]] (р)}1

р

т} и будем писать Кер({[</с>[т]] (р)}р

т\ $кт). 

Для любой [/непоследовательности слов в алфавите Е — {Гр}рт1 м ы °^°" 
значим { Р р } ^ т ] е п в , если существует НЧ к такое, что р/с/и е Ф&Кер({Р р } С т ] , 
$кт). 

В следующем мы часто будем вместо элементов множества 3 пользо­
ваться их представителями. 

Очевидно, существуют [0]-отображения ^ 0 , У1 и У2

 т и п а (® -* ®) и ^з> ^4 
. и ^ 5 типа ((2)@ -> @), осуществляющие способом, который для представителей 
описан в [9],стр. 265 — 266, на в соответственно операции абсолютной величины, 
положительной и отрицательной части, сложения, вычитания и умножения, 
причем для любых р/с0т0 и $к1т1 из 3 

а) для НЧ I, 0 ^ I: ^ 2, результатом применения ^ к рк0т0 будет слово 
вида р/т 0 , а для НЧ I, 3 = / ^ 5, ^/р/с 0 т 0 П р / с ^ ^ будет слово вида 
Р* т а х (т0, тг); 
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б) способом, описанным в [9], ^ 4 осуществляет также операцию разности 
элемента множества ® и элемента множества 2 , а ^ 5 операцию умножения 
элемента I на элемент 6 ; 

в) для любого АДЧ *@ { п + 1 } 5 [0]-отображение ^ 5 применимо к 

X @<п+1> 5 • $к0т0 и результатом будет $кре @ такое, что р = шах (и, т0) 

и если 

5г(г @<"+1>5) = / @<й+1> < 0 & ; 0 = т(|[</> [ й ]](0)|), 

то 

^([</с>[']] («) = [</>[п]] (в + 1 + 

+ т а х т(а([</с0>
[т°]] (.)))) • 0[<!с0>

С т о 1] (в + А, + 2)) ; 

следовательно, # 5 осуществляет операцию умножения АДЧ на элемент мно­

жества @. 

В следующем мы будем [0]-отображения 90,919 ...,95 обозначать со­
ответственно посредством |5 | , (5) + , (5)~, 5 + Т, 5 — Г и 5 • Г и для любых 
$к0т0 е (3 и р/с1л??1 е <3 и их представителей соответственно {РО .ЛР" 0 1 И {̂ - ,р}рШ13> 
Р е * и АДЧ К мы посредством {Го,,}^0 1. {Р1шР}^ (соотв. Р . {?0,р}

1?°\ 
соотв. К . {Ро,р}рто3) обозначим представителя элемента $к0т0 . ^к1т1 (соотв. 
Р . $к0т0, соотв. К . $к0т0). Аналогичным образом мы будем поступать 
и у других операций. 

Посредством со мы обозначим [0]-отображение типа (5> -> @) такое, что 

для всяких р/с/е в и ^ е в , ю(р/с/) = Ррд, верно д = / & У/и(|<р>м] (ти) = 

= со0([<^>[П]М)). 
Пусть пир НЧ, $кте «, {Р в} [ т ]его представитель, 8 АДЧ, а » [р]-КДЧ. 

Тогда мы будем писать Р [ и ](8, &кт, V) или Р [ л ](8, {Р в} [ т ], и) (соотв. Р,,(8, $кт, V) 
или Р/Д8, {Р^}^0, и))» если Уд(![</га7яе>[р]] (Р^V)) и [ т а х ( т , р)]-последователь-
ность [р]-КДЧ 

{[</гате> [ ^ ] ](Р^)} [ т а х ( т ' р > ] 

[п]-сходится (соотв. псевдосходится) к АДЧ 8. 

Для любых р/с/я е 6 , К 0 е 6 и К! 6 @ и их представителей соответственно 
{Г,}™, {С0,р}™ и {С.,,,}™ мы обозначим 

а) р/ст = 0 или {Рр}Р"° = 0 (соотв. О = р&ти или 0 =" {Р,},"0), если для 
всякого НЧ и, /и = и, для почти всех [и]-КДЧ х [ п ] верно: Р/ДО, р/с/и, х [п]) 
(соотв. П П З / П ] ( Р ^ ( / П ] , р/ст, х [ п ] )&0 = ум)) и 

б) К 0 = К . - ± ( К 0 - Я . ) = 0 , 1 ^ = 1 1 , ^ 0 = (К, - К 0 ) 

и 

{Ъо,Р}р™ = {С1,Р}
1

Р''\ если К 0 = К . , 

{О 0 , р } р ' 0 1 ^{О 1 ; Р } р ' ' ] , если К 0 = К . . 
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Oпpeдeлeния. Пycть m HЧ, {^k}[mì [m]-пocлeдoвaтeльнocть [/я]-KФДП, 
{ßtksk}

íml [/w]-пocлeдoвaтeльнocть элeмeнтoв мнoжecтвa S>, a ß tsє в . 

а) Mы cкaжeм, чтo {&k}[mЛ (cooтв. {ßŕ*s*}*m]) являeтcя [/я]-пoчти paв-
нoмepнo [/w]-фyндaмe гaльнoй, ecли cyщecтвyют [/n]-пocлeдoвaтeльнocть 
S^-мнoжecтв {ô/}Cm] и [m]-пocлeдoвaтeльнocть [/я]-пocлeдoвaтeльнocтeй HЧ 
{{P/,q}qm]}îm] тaкиe, чтo для вcякиx HЧ / и [/n]-KДЧ v, ~l(v Є $,), мepa , мeнъшe 
чeм 2 " ř и выпoлнeнo Vk(!^ft(v)) (cooтв. cyщecтвyeт [m]-пocлeдoвaтeльнocть 
[/и]-KДЧ {wfc}Łm]тaкaя,чтo Vk PCm](wfc, ßffcsfc, v)), и {Pz,J£m] являeтcя peгyлятopoм 
фyндaмeнтaльнocти [m]-пocлeдoвaтeльнocти [m]-KДЧ {^k(v)Yk

m^ (cooтв. 

ЫlҐУ, 
б) ,,{ f̂c}fc

m] (cooтв. {ßřfcsfc}fcm]) [/я]-пoчти paвнoмepнo [/n]-cxoдитcя к ßts" 
oпpeдeляeтcя aнaлoгичным oбpaзoм. 

Зaмeчaниe 2.1. Bвидy тeopeмы 4.1 из [8], ecли m и n HЧ, m ś n, {«^V}*m] 

[m]-пocлeдoвaтeльнocть [m]-KФДП, a {̂ fe}fc
П] [n]-пocлeдoвaтeльнocть [n]-

KФДП тaкиe, чтo для вcякoгo HЧ k 

а) для пoчти вcex [/n]-KДЧ x [ m ] вepнo Wk(xlmЛ) з !^к(x [ m ]) & Уk(xм) = 
= &k(xм) и 

б) для пoчти вcex [n]-KДЧ x [ n ] выпoлнeнo !^л(x [ n ]), 

тo имeeт мecтo cлeдyющee: из [/и]-пoчти paвнoмepнoй [w]-фyндaмeн-
тaльнocти { f̂e}fc

m] cлeдyeт [n]-пoчти paвнoмepнaя [n]-фyндaмeнтaльнocть 

W-
Oпpeдeлeния. Для любoгo HЧ n пycть L[

1

n] (cooтв. S[n]) мнoжecтвo вcex 
ßk/n є <3 тaкиx, чтo 

mйn&Vpq ҐП[<fc> C m ] ] (p) -o i<k>ímЦ (p + q)\0 < 2" 

(cooтв. m = л Љ VИ(°JJ co0([<k>[m]] (p) - 0 [<k> [ m ]] (p + q)) < 2"*)). 

Mы зaмeтим, чтo L ^ ç S[n], для вcякoгo ßk/n є S [ n ] выпoлнeнo õ>(ßk/w) є 
є ĽІ П ] и вepны aнaлoги peзyльтaтoв из чacтeй 2a), 4a) и 5a) лeммы 1 из [9]. 

Cyщecтвyют [0]-oтoбpaжeния, oбoзнaчaeмыe нaми пocpeдcтвoм J*, | | . . | | L I > 
# L l , øs, тaкиe, чтo для любыx HЧ n, ßk0m0 є <3, ßk^и^ є ®, иx пpeдcтaвитeлeй 
cooтвeтcтвeннo {F0 > p} [ m o ] и {FUp}

ími\ G 0 e ï и G ^ e ï и [n]-KДЧ S0 и S l f 

0 ^ S0 = Sľ = 1, 

1. ecли ßk0m0 є L ^ 1 и ßk im! є L ^ , тo 

a) J пpимeнимo к cлoвy S0 П Ŝ  • ßk0m0 и выдaeт пo нeмy [n]-KДЧ, 
являющeecя пpeдeлoм [0]-фyндaмeнтaльнoй [/и0]-пocлeдoвaтeльнocти [n]-KДЧ 
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{°/^ ^о,р}рто1 (результат мы будем обозначать посредством 

ГэЛ01Яо или ['{Го.р},'"01); 
^ §о ^ ->о 

б) |РМ*>||ь.-- [|РМ»о|. 

О Г1 

^(роШОг)^ I | 0 0 - 0 0 1 | о 

и 

0ьг(^кото Ш Р^^х) --- |Р о̂™о - ?к1тг\ 

(мы обозначим ||{Г0 Л , " 0 1 ^ - \\№ото\\иУ> 

2. если р/с0п20 е 8 [ и ] и р / с ^ е 8 м , то 

^8($к0т0 Ш р/с^О -. ю(р/с0т0 - р/с1т1) 

и 
О Г1 

й С О о Ш О О ^ со0(°о -о Ох) 

(мы обозначим 

Ы{Го,р}рто] Ш {Г..,}?'1) -- О^к0т0 Ш ?*.»..)) . 

Мы заметим, что эти [0]-отображения обладают свойствами, аналогич­
ными описанным в частях 26), 46) и 56) леммы 1 из [9]. 

Обозначения. Пусть т и п НЧ, т ^ п, а {Рр}Р

т] [/^-последовательность 
слов в алфавите Е. Тогда мы будем писать {-Рр}Р

т] е 1Ъ[

1

я] (соотв. {Рр}р

т]е 
е п8 [ и ]), если существует НЧ к такое, что $кт е @ & Кер ({Рр}Р

т], $кт) и р/с/и е 
е ^[

1

и]
 (СООТВ. р/ст е 8[и]). 

Замечание 2.2. Множества 1Ъ [

1

0] и п 8 [ 0 ] отвечают множествам Ь! и 8 из 
[9] (различия в определениях являются несущественными). Легко усмотреть, 
что релятивизации результатов, полученных нами для ^ и ^ в [9] и последую­
щих работах, верны для п\}р и п 8 [ и ] , а если в формулировках перейти от пред­
ставителей к элементам множества в , то и для ̂ [

1

и] и 8[и]. 

Теорема 2.1. Пусть п и 5 НЧ, п < з. Тогда (р?\ ди) (соотв. (8[и], е8)) [п]-
полное [п]-сепарабельное [п]-метрическое пространство, которое является 
изометрически изоморфным стандартному [п]-пополнению (см. [8], § 6) [0]-
сепарабельного [0]-метрического пространства (Ж, ди) (соотв. ( I , @8)), и, сле-
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довательно, всякая псевдофундаментальная [^-последовательность элемен­
тов этого пространства является [^-фундаментальной и - ввиду этого -
[з]-сходится в пространстве (Ь?1, ^^^^) (соотв. (8С5], ^8)). 

Ввиду того, что для всякого {Рр}
с,л]бп8Сп] выполнено {ю0(Рр)}р} е ПЬ§°, 

и замечания 2.1 легко доказать следующее утверждение. 

Теорема 2.2. Пусть {Рр}рИ] 6 п 8 [ й ] . Тогда [п]-последовательность [п]-КФДП 
{[</га/пе>Сл]]Рр}

Сп] является [п]-почти равномерно [п]-фундаментальной и, сле­
довательно, существуют [^-последовательность ^-множеств {-д*}*"3 и для 
всякого НЧ т, п _̂  т, [/^-последовательность [п]-равномерно непрерывных 
[/я]-функций {^к}к

т} такие, что для всякого НЧ к мера 9ук меньше чем 2~*, 

Ьк+1 = Ьи и Чх™(-)(х™ Е Ьк) => ^*(*С т ]) = 

= ^ + 1(*Ст]) & Р С " ] (^*(х м ) , {Рр}М X м ) ) . 

Замечание 2.3. 1. Ввиду теоремы 2.2 и замечания 1.4 существует 0-ОРФ Vа^ 
такая, что для всяких $кт е 8 [ т ] и НЧ п, т ^ п, [<1;а/(/с, /и, п)>Си+1]] является 
[п 4- 1; п]-КФДП, определенной для почти всех [п]-КДЧ, и такой, что 

УхСл]((![<1>а/(/с, т, п)> [ п + 1 ]] (х[п]) => 

э РСт]([<ш/(/с, /я, п)>[" + 1 ]] (хм), р/с/и, хСп]))& 

& [<!*/(&, т, п)>Сй+1]] (хСй]) - [<ш/(/с, т, п + 1)> [я+2]] (х[п])) . 

Мы будем [<>д/(/с, /я, п)>Сп+1]] обозначать посредством Vа^[фкт; п] или 
К в /[{[<Л>^(»}М;в]. 

2. Для любых Р.*с0/я0 е 8Сл] и р/^я?! е 8Сп] вьшолнено §к0т0 = ^к^т^ 
(соотв. ^8(Рк0т0 И Р^1т1) = 0) в том и только том случае, если для почти 
всех [п]-КДЧ хСп] верно Уа1 [$к0т0; п] (хСй]) = Vа/ [рЛ-т-.; п] (хСл]). 

3. Верна релятивизация следствия теоремы 6 из [9]. 

На основании релятивизации теоремы 4 из [9] мы получаем следующее 
утверждение. 

Теорема 2.3. Пусть {^}*т] [//^-последовательность [/неравномерно не­
прерывных [ти]-функций, которая является [и?]-почти равномерно [/^-фунда­
ментальной. Тогда существует р//яе8С т ] такое, что {&к}\тЛ [/и]-почти равно­
мерно [/я]-сходится к р//п. 

Обозначение. Пусть п и г НЧ, & [п]-функция, р/с/и е 6 , а {Рр}рт3 его пред­
ставитель. Тогда Д[Г](^2Г, р/с/и) (соотв. Д [ г ] (^, {Рр}1™1)) обозначает: выполне­
но ДС г ](^) (см. § 1) и для почти всех [*]-КДЧ хСг] верно Зру1р\Р^(ум, $кт, 
^ 4 ^ , &, х™)) (ср. [13], стр. 688). 
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Следующее утверждение является следствием теоремы 2.3. 

Теорема 2.4. Пусть пит НЧ, л ^ т, а & [л]-функция такая, что ДСт]1 
Тогда существует $кт е 8 м , для которого выполнено ДС ж ](^, $кт) и, следо­
вательно, У*(/л й I => ДСг](«^, рА:т)). 

На основании результатов из [10], [11] и [14] мы получаем следующее 
утверждение. 

Теорема 2.5. Пусть л НЧ, а {$кртр}р

п1 ^-последовательность элементов 
множества 8Сп:|. Тогда 

1) если [л]-последовательность [л]-КДЧ 

{1ЫР*^ШР^-1^-1)}.М 

Р = 1 

[л]-сходится, то {фкртр}р

п1 является [л]-почти равномерно [л]-фундаменталь-
ной и 

2. если {$кртр}р

п1 является [л]-почти равномерно [л]-фундаментальной, 
то она является [л]-фундаментальной в (8Сл], е8) и для всякого §1т е 8Сп] верно: 
{$кртр}р

п1 [л]-почти равномерно [л]-сходится к §1т в том и только том случае, 
если д8($кртр Ш §1т) ^ ] > 0. 

Теорема 2.6. Пусть {^п}п°^ [(^-последовательность [0]-равномерно непре­
рывных [0]-функций такая, что для почти всех [2]-КДЧ хС2] ^-последователь­
ность [2]-КДЧ {Ор[^*„] (хт)}[01 является псевдофундаментальной. Тогда [0]-
последовательность [0]-равномерно непрерывных [0; 1]-функций {0р[^п]}п01 

является [1]-почти равномерно [1]-фундаментальной и, следовательно, су­
ществует р/с! б8 С 1 ] такое, что {Ор[^п]}^0] [1]-почти равномерно [1]-сходится 
к р/с1. (Ор введено в замечании 5.4 из [8].) 

Доказательство. Пусть т НЧ. Мы построим возрастающую [(^-последо­
вательность НЧ {/г}5°] и всюду определенное [0]-отображение С такие, что для 
всяких НЧ р, # и I, р ^ ^ & 1 ^ I ^ 21д, выполнено ЧаЪ(\а -~ Ь\ ^ 2~1д з 
=э \ГДа) - *ЛЪ)\ < 2~т~3)&(0(РЯ1) =г Л -> \Рр(х.2-Хд) - ^ч(г.2~1д)\ > 
> 2-т-1)&(-л(в№) =? Л) => \&Л%. 2~1д) - ГЦ . 2-Хд)\ < 3 . 2 " т " 2 ) . 

Мы определим N ^ Д5(--$4*(5 < ^&\ й г й 21д&(5 =~ 8 П(1 - 1)/27* А 
г\21д) & ~р($ ^ р < ^& С^{) =? Л) & ПЗГд(5 йК Р < Ц&> С('Р1) = Л & 1 ^ 
^ ; й 21>&(г - \)\21д Д г\21д с (; - 1)/2»* АЦ21>))). 

Тогда N последовательность 0-рекурсивно перечислимых множеств непе­
рекрывающихся рациональных сегментов, содержащихся в 0 Л 1, такая, что 
У5/с(са(,-с) б Я | + ш э 3/(са(/)е Я1 П & с.(/с) с с^/))) и для любого [2]-КДЧ хС2] из 

У5 П П Щсж(к) е Я 5 П & хт е сК(к)) 
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следует, что ^-последовательность [2]-КДЧ 

{Ор[Х](х[2])}[0] 

не является псевдофундаментальной. 

Следовательно, ввиду нашего предположения и теоремы 1.3 [^-осуществи­

мо НЧ 5 т такое, что Ур^а(5т =^р<^&(а=0Vа = ^)=> \^р(а) - &г

ч(а)\ < 

<2-т~2)&Щ X |св(0| < 2" т"2). 

с а (0е!Ч 5 т П 

Но тогда для всякого [1]-КДЧ х [ 1 ] и любых НЧ р и ^, зт ^ р < ^, верно 

~]ЩсЕ(к) е Я 5 т П & х [ 1 ] е св(к)) => | О р [ ^ р ] (х [ 1 ]) - Ор[^д-] (х [ 1 ] ) | < 2 " т . 

Этим ввиду релятивизации замечания 1 из [10] и теоремы 2.3 доказатель­

ство закончено. 

Пример 2.1. Существует ^-последовательность псевдоравномерно непре­

рывных [0]-функций {^~п}л

0] такая, что для всяких НЧ т и [тгг]-КДЧ х [ т ] [0]-

последовательность [га]-КДЧ {Ор[^п\ (х [ т ] )} л

0 ] является псевдофундамен­

тальной и для ВСЯКОГО [1]-КДЧ Х [ 1 ] верно 

0 Р М ( * [ 1 ] ) ^ О 

и вместе с тем ^-последовательность [1]-равномерно непрерывных [0; 1]-

функций {Ор[«^л]}[0] не является [1]-почти равномерно [1]-фундаментальной. 

Следствием теоремы 2.6 является следующий конструктивный аналог тео­

ремы Д. Егорова ([3], стр. 111). 

Теорема 2.7. Пусть т Н Ч , а {р/сл/л}
[т] [т\-последовательность элементов 

8 [ т ] такая, что для почти всех [т + 2]-КДЧ х [ т + 2 ] [т + 3]-последовательность 

[т + 2]-КДЧ ^а1[$кп1п; т + 2] ( х ^ + 2 1)} п

т + 31 является псевдофундаменталь­

ной. 

Тогда существует $к(т + 1 ) е 8 [ т + 1 ] такое, что {$кп1п}п

т} [т + 1]-почти 

равномерно [т + 1]-сходится к $к(т + 1) и, следовательно, {р/сл/л}
[т] [т + 1]-

сходится к $к(т + 1) в пространстве ( 8 [ т + 1 ] , @8). 

Доказательство. Мы можем ограничиться случаем т = 0. Согласно теоре­

ме 2.2 и замечанию 1 из [10] существуют ^-последовательность ^-равномер­

но непрерывных [0]-функций {^"„}л

0] и ^-последовательность 5[

>

0]-множеств 

{§ л} [ 0 ] такие, что для всякого НЧ п мера § л меньше чем 2~л, Урх1р\ ~| (х [ р ] е §„) => 

= Р1р\Ор[^п-\ (х[>]), р/с„/„, х™)) И § и + 1 <= Ьп-

Но тогда ввиду наших предположений и ввиду теоремы 2.6 существует 

РЫ е 8 [ 1 ] такое, что ^-последовательность {Ор[^ л ] } [ 0 ] [1]-почти равномерно 

[1]-сходится к Р&1. Следовательно, {РА:Л/Л}[0] тоже [1]-почти равномерно [1]-

сходится к р/с1. Остается применить теорему 2.5. 
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На основании этой теоремы и релятивизации леммы 3 из [9] и следствия 

теоремы 2 из [14] мы получаем следующий конструктивный вариант теоремы 

А. Лебега. 

Теорема 2.8. Пусть т Н Ч , {р/сл/л}
[т] [т\-последовательность элементов 

множества 8 [ т ] , а Р 5 ^ е ^ [

1

т + 1 ] такие, что \^м(|р/с„/л| ^ §8Х) и для почти всех 

[/я + 2]-КДЧ х [ т + 2 ] [т + 3]-последовательность [т + 2]-КДЧ {Уа1\$кп1п\ 

т + 2] ( х [ т + 2 ] ) } [ т + 3 ] является псевдофундаментальной. 

Тогда существует ^-последовательность элементов множества _ [ т + 1 ] — 

{Рр^п}Й

0] И Р М е _ § " + 1 3 такие, что Vп(Р^сй/й = .ЗРп<7„) и { Р М й } П

0 ] [ т + ^-схо­

дится в пространстве (_ [ т + 1 ] , # ь.) к Рда. 

Определение. Пусть п и X НЧ, Г ̂  п, а #" [п]-функция. Тогда мы скажем, 
что ЗР является [г]-измеримой (соотв. [г]-интегрируемой по Лебегу), если 
существует $кт е 8 [ г ] (соотв. р/ст е ^[

1

^]) такое, что для почти всех [*]-КДЧ х [ г ] 

верно Р„(^(х1% $кт9 х м ) . 

Замечание 2.4. Пусть п и г НЧ, X < п, а У [*]-измеримая (соотв. [^-интегри­

руемая по Лебегу) [п]-функция. Тогда согласно теореме 2.2 и теореме 4.1 из 

[8] & является [х + 1]-измеримой (соотв. [х + 1]-интегрируемой по Лебегу). 

Пример 2.2. Существуют [0]-функция ^ 0 и [1]-функция «^г

1 такие, что 
Vx[0](^^)V*С01) = РЦХ101) & |^о(* С О ] ) | _ 1) и вместе с тем ^ не является [1]-
измеримой. (Ср. теорему 5.11 из [8]). 

Лемма 2.1. Пусть т НЧ, а {Р р} р

т ]е п1}™1. Тогда [^-последовательность 

[0]-равномерно непрерывных [0; т]-функций {ёР р}рт ] [0]-равномерно сходится 

и, следовательно, существует [т?г]-равномерно непрерывная [/и]-функция ^ 

такая, что для любого [т]-КДЧ V из 0 А 1 выполнено У(р) = /о {^р}рт]-

Теорема 2.9. Пусть п и X НЧ, а & [п]-функция. Тогда 

1. & [^-абсолютно непрерывна в том и только том случае, если существует 
р/с/6-1° такое, что 

Va (o ѓ a й 1 => .*"(<.) ~ ̂ (°) = ÍV l ) ; (15) 

2) если р/с/ б —^ такое, что (15), то верно Д [ г ] ( ^ , Р&/), для всяких [п]-КДЧ 
V и \У, 0 ^ I? < н> ^ 1, выполнено Уаг (/" |р/с/|, ^ , I; Д м>) и & [п + 1]-абсолютно 
непрерывна. 

(Теорема 2.9 является релятивизацией теоремы 2 из [9] и следствия тео­
ремы 2 из [13].) 
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Определение. Пусть п НЧ. [п]-функцию & мы назовем [п]-сингулярной, 
если она является [п]-функцией [п]-ограниченной вариации (на О Л 1) и выпол­
нено Д [ л ] ( ^ , {0 у 1 5 0}[0]) (ср. [13], стр. 689). 

Замечание 2.5. Пусть т НЧ, {Р*}^т] е п 8 [ , и ] . Тогда согласно лемме 1 из [9] 

VК{и^+р+1^)Нт ]еп^ [

1

т ]). 
Если имеет место 

И И 3^p(f1|{UF*+P+1,í>)H'1 úq\, 

то мы на основании теоремы 2.1 получаем: существует { С / } [ т + 1 ] е ^ [

1

т + 1 ], 

для которого выполнено {Р*}*т] = {О,-}^"1"13 и 

[|{ад+,и.4м-{о 1}Г ,1т^о. 

Ввиду ЭТОГО, теорем 1.9, 2.4 и 2.9, леммы 2.1 и релятивизации замечания 1 
из [12] верно следующее утверждение. 

Теорема 2.10. Пусть п НЧ, а ЗР [п]-функция квазислабо ограниченной 
вариации (на 0 Л 1). Тогда существуют Щп + 1 ) е 8 [ л + 1 ] и р/(п + 2)еЬ с

1

я + 21, 
[п 4- 2]-абсолютно непрерывная [п + 2]-функция ^ 0 и [п + 2]-сингулярная 
[п + 2]-функция ^ такие, что Щп + 1) = р/(п + 2)& Д [ п + 1 ] ( ^ " , Щп + 1))& 
& Д [ я + 2 ^ , р/(п + 2)) & Д [ я + 2 ] ( ^ 0 , р/(п + 2)) и Ух["](.#-(х[п]) = ^ 0 (х [ п ] ) + 

+ ^ 1 ( ^ С Л ] ) ) -

Пример 2.3. Существуют неубывающая [0]-функция ^*, [0]-функция ^ 0 

и [1]-функция Ж, такие, что Ух [ 0 ] 1) [ 0 ] (^ 0 (х [ 0 ] ), « ,̂ х [ 0 ]) & Ух [ 1 ]1) [ 1 ](^Г1(х [ 1 ]), ^ , 
х [ 1 ]), Ж0 не является [0]-измеримой и Жх не является [1]-интегрируемой по 
Лебегу и, следовательно, ^ нельзя представить в виде суммы [1]-абсолютно 
непрерывной и [1]-сингулярной [1]-функций. 

Замечание 2.6. 1. Пусть /НЧ. Тогда словарные предикаты 

НЗЬг((Г= р/сп)&п = / & Г е в ) , 

П ( Г е 8 [ / ] ) , П ( Г е ^ 1

/ ] ) , 

Н ( Г е 8 ш & Г = 0) и п ( Г е 8 [ | ] & 0 = Г) 

являются 0{1 + 1 ^частичнорекурсивными. 

2. Существует НЧ ЬШ такое, что для всяких НЧ / и слова Т в алфавите Е 

а) ![<1лп*>[, + 2 ] ] ( Т ) 
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тогда и только тогда, когда Т е 8 [ , ] и для {Р*}}/1 е п<» и слов и и V таких, что 

Кер({Р4}2°, Т ) & И е *Б^+ 1>& Vе *Б^ + 1 ]& 

& 8ир (\], Л / 5 ] ( п ПЭт (у™ =г !\{Х0(Рк+т+и т)}к'у\\\ & 

& 8ир (V, Л / 1 ] (-1 ПЗт ( > ] =г (\{Х^Тк+я+и т ) } [ ' ] ) Л ) ) , (16) 

выражение II — (V) осмыслено; 

б) если ![^шГ> [ ' + 2 ] ] (Т), то не.могут не существовать {РЛ}^]е п 3 и слова 
V и V такие, что (16) и [<Ьш*>с,+21] (Т) = V - (V). 

3. Ввиду замечаний 2.3 и 2.5 для всяких НЧ /, $Ые 8 [ / ] и рГ5 е 8 [ / ] 

а) если 0 ^ р/с/, то 

![<^пГ>['+2]](р/с/); 

б) если р/с/ = РГ5, то 

(![<^пг>[,+2]](р/с/) -* ![<^иг> [ ,+2]](рг5))& 

& (![<Г.*пГ>-| + 2-] (р/с/) => [<1./пГ>['+2]] (р/с/) = [<^лГ> [ , + 2 ]] (рГ5)) ; 

в) существует $р^ е Ь ^ 1 3 такое, что р/с/ = $р^9 в том и только том случае, 
если 

![<Ьш*>Е1+231 (Р^)& [<ЬшГ>['+2]] (р/с/)е Б [ / + 1 ] ; 

г) существует $р^ е Ь [ ' ] такое, что р/с/ = Рдо, в том и только том случае, 
если существует [/]-КДЧ V такое, что [^ш*> [ 1 + 2 ] ] (|р/с/|) = V. 

На основании замечания 2.6 и теорем 2.7 и 2.8 мы получаем следующий 
конструктивный вариант леммы П. Фату. 

Теорема 2.11. Пусть т НЧ, а {р/сп/п}
[т] [^-последовательность элементов 

множества 8 [ т ] такая, что Уп(0 ^ Р/сп/п) и для почти всех [т + 2]-КДЧ х [ т + 2 ] 

\т + 3]-последовательность [/я + 2]-КДЧ 

{^/[р/ся/я;т + 2](х [ т + 2 ] )} [ ' " + 3 ] 

является псевдофундаментальной. Тогда существует р/с(т + 1 ) е 8 [ т + 1 ] такое, 
что {р/сл/л}

[т] [т + 1]-сходится к р/с(/п + 1) в пространстве (8 С т + 1 ] , (?») и для 
любых НЧ р и слова Р, 8ир (Р, АГ(И ПЭп(р = п & [<Ьш*>с"+21] (РМ„) = ?')))> 
выполнено [^шГ> [ т + 3]](р&(т + 1)) = Р. 
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Пример 2.4. Существуют [0]-равномерно непрерывная [0]-функция ^ , 
[0]-функция ^ 0 и [1]-функция ^ ! такие, что 

Ух[0]1)[0](#0(;с[0]), ^ , * [ 0 ]) & Ух [ 1 ]^ [ 1 ](^!(х [ 1 ]), #\ х[1]) 

и вместе с тем ^ не является [1]-измеримой. 
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