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22 . roc¢nik Mezinarodni matematické soutéze
Vojtécha Jarnika

Jaroslav Hanél, Lukds Novotny, Jan gustek, Ostrava

1. Uvod

Dne 30. 3. 2012 se v Ostravé uskute¢nil jiz 22. roénik Mezinarodni matematické soutéze
Vojtécha Jarnika. Jedné se o jednu z nejstarSich matematickych soutézi tohoto typu
v Evropské unii. Je uréena vysokoskolskym studentiim matematiky. Celou soutéz fidi
mezinarodni porota slozena z delegati ticastnicich se univerzit.

Soutézici jsou rozdéleni do dvou kategorii. V prvni kategorii soutézi studenti
prvnich a druhych ro¢niki, ve druhé kategorii soutézi starsi studenti. Na vyteSeni ¢tyt
tloh maji soutézici ¢tyfi hodiny.

Leto$niho 22. ro¢niku se c¢astnilo 153 studentii ze 41 univerzit ze 17 stati. Pravi-
delné se ucastni nebo ucastnili i Gspésni Tesitelé Mezindrodni matematické olympiady,
napf. Lisa Sauermann (4 zlaté medaile + 1 stfibrna), Przemystav Mazur (3 zlaté),
Pavlo Mishchenko (2 zlaté), Frantisek Konopecky (zlatd + st¥ibrna) nebo Jaromir

Kuben (stfibrna + 2 bronzoveé).
2. Soutézni ulohy

Prvni kategorie

Uloha 1. Necht f:[0,1] — [0,1] je diferencovatelna funkce takova, ze |f'(z)| # 1
pro vSechna z € [0,1]. Dokazte, Ze existuji jediné dva body a, 8 € [0, 1] takoveé, ze

fla)=aa f(B)=1-5.
[10 boda

Uloha 2. Najdéte viechny celoéiselné matice A typu 2x 2 majici nasledujici vlastnosti:

1. prvky matice A jsou (kladn4) prvodisla,
2. existuje celoéiselnd matice B typu 2 x 2 takovi, ze A = B? a determinant
matice B je druhou mocninou prvodisla.

[10 bodi]

Prof. RNDr. JArRosLav HANCGL, CSc., Mgr. LuKAS NovoTNY, RNDr. JAN éUSTEK, Ph.D.,
Katedra matematiky, PFirodovédecka fakulta, Ostravskéd univerzita v Ostravé, 30. dubna 22,
701 03 Ostrava 1, e-mail: hancl@osu.cz, lukas.novotny@osu.cz, jan.sustek@osu.cz
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Soutézici v u¢ebnéd

Uloha 3. Najdéte nejmensi redlné ¢islo C takové, Ze nerovnost

T 1 n Y 1 n z 1 <c
Vyz z+1  zx y+1  axy z+17

plati pro v8echna kladné realna ¢isla x, y a z s vlastnosti

1+1+1_
r+1 y+1 z+1

[10 bodd]

Uloha 4. Najdéte vSechna piirozena &isla n pro ktera existuje piirozené &islo k takoveé,
ze dekadicky zapis ¢isla n* za¢ina a konéi stejnou &islici. [10 bod]

Druha kategorie

Uloha 1. Necht f: [1,00) — (0,00) je nerostouci funkce takova, Ze

. feh 1
limsup ———= < —.
naoop f(2m) 2

Dokaizte, ze

/100f(x)dx<oo.

[10 boda
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Uloha 2. Necht M je tiidiagonalni matice typu 10 x 10,

0 -1 2 -1

0 -+ oo oo 0 =1 2

Ukaite, e M ma pravé devét kladnych realnych vlastnich &isel (pocitano s nasobnosti).
[10 bodi]

Uloha 3. Necht (4, +, ) je okruh s jednotkou majici nasledujici vlastnost: pro viechna
x € Abud z2 = 1, nebo existuje n € N takové, Zze 2" = 0. Ukaite, ze A je komutativni
okruh. [10 bodi]

Uloha 4. Necht a,b, ¢, .y, z, s jsou kladna realna ¢isla s vlastnosti 1 < z,y,z < 4.
Dokazte, ze

x n Y n z >y+zf:c z+x—y x+y-—=z
(2a)s ~ (20)*  (2¢)* — (b+c)* (c+a)s (a+0b)s

[10 bodd]
3. ReSeni

Prvni kategorie

Reseni tlohy 1. Erxistence: Funkce f je diferencovatelné na intervalu [0, 1], proto je
na tomto intervalu spojita. Uvazujme funkce g(z) = f(z) —z a h(z) = f(z) — (1 —x),
které jsou spojité na [0,1]. Aplikaci Bolzanovy véty dostaneme, Ze existuje « € [0, 1]
takové, ze g(a) = 0, a existuje S € [0, 1] takové, ze h(8) = 0. TudiZ existuji o, 5 € [0, 1]
pro kterda f(a) =aa f(8) =1- 4.

Jednoznaénost: Piedpokladejme, Ze existuji o, o €0, 1], a <o/, takova, Ze f(a)=«
a f(a/) = o. Podle Lagrangeovy véty existuje 6 € (o, a’) C [0, 1] takoveé, ze

oy L@ J@) _ama

o —« o —«a

coz je spor s piedpokladem |f’(x)| # 1. Obdobng, jestlize pfedpokladame, Ze existuji
8,8 € [0,1], B < f, takova, ze f(8) = 1 — B a f(f') = 1 — f, potom podle
Lagrangeovy véty existuje 8’ € (8,5') C [0, 1] takové, ze

fB)—fB) _(1-=p)—-01-5)

PO ="5—% = -5~ "

coZ je opét spor.
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ReSeni tulohy 2. Oznaéme

A= P1 D2 _ B2,
P3 P4

a d = det(B) = ¢?, kde p1, p2, p3, P4, q jsou prvoéisla.
Podle Cayleyovy-Hamiltonovy véty plati

B? = tr(B)B — det(B)E,

kde FE je jednotkova matice typu 2 x 2 a tr(B) oznacuje stopu matice B. Bez tjmy
na obecnosti pfedpokladejme, Ze tr(B) > 0, v opafném piipadé nahradime matici B
matici —B. Z rovnosti

d
w(B)B=B2+dE = A+dE— (P74 P2
ps  patd

dostaneme, Ze tr(B) d&li ¢isla pa a ps. Kromé toho plati
(tr(B))? = tr(tr(B)B) = p1 + pa +2d > 2+ 2+ 8 = 12

a tedy tr(B) > 3. Odtud plyne, ze

1 (;m+d p2 a 1
tr(B)=p2=p3 a B= =
tr(B) p3  pat+d 1 b

pro né&jaka prirozena ¢isla a a b. Potom

A B2 a>+1 a+bd
a+b B +1)

Cisla a® + 1,b% + 1, a + b nemohou byt viechna licha, tudfz jedno z nich je rovno 2.
Jelikoz ab — 1 = d > 4, mame max(a,b) > 3. Odtud a + b > 2.
Nyni predpokladejme, Ze a2 +1 < b? + 1. Potom a® + 1 =2 a a = 1. Dostavame

d=ab—1=b-1
O<pr=a+b=b+1=d+2=¢>+2.

Kdyby platilo q # 3, bylo by ¢> =1 (mod 3) a tedy p2 = 0 (mod 3). To znamena, 7e
py =3 aqg? =1, coz neni mozné. Mame tedy ¢ = 3. Potom b = pp—a = 32+2—1 = 10,

11 2 11
B = , a A=B?= )
1 10 11 101

Podobné, jestlize a2 + 1 > b? + 1, dostaneme matici
101 11
A= .
1 2
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Vgechny matice s danymi vlastnostmi tedy jsou

2 11
A=
11 101

Reseni tlohy 3. Nejprve uvazujme pfipad z = y = t. Potom

2 N 1 .
t+1  z+1
a tedy
2
z=—".
t—1

UvaZované nerovnost se zméni na

2t L . 1 V2T 2
- 2 t+1 Vit 41 t+1 tt+1)

t—1

Pro t — oo dostavame C > /2.
Nyni dokdzeme, Ze plati

T 1 Y 1 z 1
. . . <V2. 1
Yz x—|—1+\/z:17 y+1+‘/$y z+1 V2 (1)
Abychom to dokézali, vyuZijeme nésledujici substituce
1 1 1
— b=——, ¢ .
z+1 y+1 z+1

Pro tyto tfi nové proménné a, b, c € (0, 1) plati
a+b+c=1. (2)
Navic plati

1—a b+c 1-b c¢c+a l1—-¢ a+bd
T = = , Yy=—= ,
a a b b c c

a tedy nerovnost (1) ma nasledujici tvar

(a + b)Vab (b+ c)vbe (¢ +a)y/ea
Jorotctra)  Vetaoasd Jarvtro va.

Po odstranéni zlomku dostaneme

(a+b)v/ab(a +b) + (b+c)\/be(b + ¢) + (c+a)y/cala +c) < \/2(a +b)(b+c)(c +a).
S vyuzitim rovnosti (2) dostaneme, ze (1) je ekvivalentni s

(a+b)y/ab(a+b) + (b+ c)\/be(b+¢) + (c+ a)y/cala+ ¢) <
<V2(@+b)b+c)(c+a)at+b+tec). (3)
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Pro vyrazy na pravé strané nerovnosti (3) plati

V(a+b)(b+c)(c+a) = +/abla+ b) + be(b+ ¢) + ca(c + a) + 2abe (4)

a

V20@a+b+c¢)=v2(a+b+¢)2 = (a+b2+ (a+c)?+ (b+ )+ 2(ab+ be+ ca) .
()

Aplikaci Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti na levou stranu nerovnosti (3) dostaneme

(a+b)\/abla+b)+ (b+c)\/be(b+¢) + (c+ a)y/cala+ ¢) <
<V(a+b)2+ (b+c)2+(c+a)?-vabla+b)+ac(a+c)+be(b+c).

Odtud a z rovnosti (4) a (5) dostavame (3) a tedy i (1). Zaroven je ziejmé, Ze v ne-
rovnosti (1) nikdy nebude platit rovnost.
Hledana konstanta C' je tedy rovna C' = v/2.

Reseni ulohy 4. Cislo n* konéf nulou kdykoliv je n délitelné 10 a za¢na nenulovou
¢islici. Ukazeme, Ze tvrzeni plati pro v8echna ostatni n.
Pro n =1 tvrzeni trivialné plati. Proto budeme pfedpokladat, ze n > 2. VSechna
¢isla
n,n® nd, ... nimt (6)
konéi na stejnou &fslici, protoze &islo n*® — n4+1 je sudé a z malé Fermatovy véty
plyne, zZe je délitelné péti. Nyni staci ukazat, Ze pro libovolnou nenulovou ¢&islici ¢ je
v posloupnosti (6) ¢islo, které za¢ina na c. Pro libovolné nezéporné celé ¢islo m polozme

dpy = ”4m+1, kde 1 je nejvétsi celé &islo pro které 100 < n*™*! Tudiz 1 < d,, < 10

10!
a |dy, | je prvni &islice ntm+1,

Pro &isla m < m/ plati ’:;,—LLI > 2% > 10, a proto I’ > I. ProtoZe 10 { n, dostavame

dm/ n4(m'7m)

d. 100 71

Vgechna ¢isla d,,, jsou tedy rizna.
V dals8im textu budeme potfebovat néasledujici lemma charakterizujici posloupnost

{d7”}2321'
Lemma 1. Jestlize dp,; = dynq, pak dyy2i = dmq? - 105, kde e € {—1,0,1}.

Driikaz. Polozme

,n4m+1 n4(m+i)+1 n4(m+2i)+1
dm = —=— dnpyi=——7— a dpy2i = ————
10 10 10
Potom mame ¢ = d;l":' = #il a tedy
dm+2i n® 2102l —1-1" 2
dm 10l//7l q q
pro né&jakeé celé ¢islo €. Ale dyy,, dpnq, dng®10° € [1,10), a proto € € {—1,0,1}. O
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Jelikoz v8echny ¢leny posloupnosti {d,}59_; jsou rizné a vSechny lezi v inter-
valu [1,10), musi existovat dva ¢leny d,, a d,,/ takové, ze |d,, — dp| < % Bez tjmy
na obecnosti necht m’ > m. Mame dvé moZnosti.

Predpokladejme d,,,y > d,,. Potom plati dyyr < doy, + 11—0. Tudiz

Ay d + 1 L
< =1 <14+ —=.
dn = dm 104, =T

1<qg=

Podle lemmatu 1 &slo dp,q? lezi ve studované posloupnosti, pokud lezi v interva-
lu [1,10). Opakovanim této myslenky dostaneme, Ze vSechna ¢isla d,,, dpnq, ..., dng"
pro néjakeé r lezi ve studované posloupnosti. Po prekro¢eni hodnoty 10 lezi v posloup-

.ol dWL r+1 lm s lm s+1
nosti Cisla “ml—, ... fwd Sndo
posloupnosti je roven

atd. Rozdil dvou po sobé jdoucich vyrazi v této

) . . d qj
Q7nqj+1 —dn¢’ = dng’ (q - 1) < TO

quj+1 quj _ quJ<q - 1) < quj
10 0 10 100

<1 proj=1,....,r—1,

<1 proj=r+1,...;5—1.

Dale plati

dmg™™ gmq" 10 1
Gmd9 — _Im9 (14 2 <9,
10 10 <10\ T10) <

Protoze jsou rozdily mensi nez 1 a po piekroceni desitky se dostaneme do inter-
valu [1,2), musi pro kazdou nenulovou ¢islici ¢ existovat ¢islo dyy,4j(m’—m) leZici v inter-
valu [¢c,c+ 1).

Predpokladejme d,,,y < dy,. Potom plati d,, < doyr + 11—0. Tudiz

d Ay + 7= 1 1
1< g=tm 0 _ <14 L
L N Y04, = T 10

Analogicky jako v prvnim p¥ipadé dostaneme posloupnost vyrazi (misto nasobeni
pouzijeme déleni) s rozdily po sobé jdoucich ¢lentt mensimi nez 1. KdyZz posloupnost
klesne pod jednicku, dostaneme

10d,, dn 10 10

= —>1 >9.
Tt q g 1+ 75

Protoze jsou rozdily mensi nez 1 a po poklesu pod jedni¢ku se dostaneme do inter-
valu [9,10), musi i v tomto pfipadé pro kazdou nenulovou ¢&islici ¢ existovat ¢islo
At j(m’—m) lezici v intervalu [e,c +1).

Zadané podmince tedy vyhovuji v8echna pfirozena &isla, ktera nejsou délitelna 10.

Druha kategorie
Reseni alohy 1. Z predpokladu plyne

2n+1 2n+1
lim sup L

<1.
T 0T
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Potom podle podilového kritéria dostaneme, ze fada

S 2
n=1

konverguje. Vyuzitim Cauchyova kondenza¢niho kritéria obdrzime, ze fada

> fn)

konverguje. Nyni pomoci integralniho kritéria mame
oo
/ flz)de < 0.
1

Reseni ilohy 2. Necht " = (0,21, ...,29). Potom pfimym vypoctem dostaneme
o' Mz =234 (xy —x1)? + -+ (w9 — 28)? + 23 (7)

Necht Apnin 0znacuje nejmensi vlastni ¢islo. (Poznamenejme, Ze matice M je symet-
rickd, a proto jsou vSechna jeji vlastni ¢isla realné.) Navic, jelikoz M je symetricka,
existuje ortogonalni matice C' takova, ze CT MC = diag{\min, M1, - - -, Ao }. Odtud do-
stavame, ze y ' (AminE — M)y < 0 pro kazdé y € R, Necht y' = (1,-1,0,...,0).
Potom 2\, < yTMy = —5. Tudiz Ay < 0.

Necht Vi = {(0,21,...,79) | ; € R} C R°. Potom z rovnosti (7) mame

y My >0 (8)

pro kazdé y € Vi ay' My = 0, pravé kdyz y = 0.

Predpokladejme, ze naopak M méa alesponn dvé nekladné vlastni ¢isla A1, Ao. Vez-
méme pifslugné vlastni vektory yi,ye € R takové, 7e y{ y1 = yo y2 = 1 a y1 L yo.
Plati tedy My; = M\y; (i = 1,2). Polozme Vs := span{yi,y2}. Potom pro libovolné
Yy = a1y + asy2 € Vo plati

yTMy:a%-)\l—i—a%-)\gSO. (9)
Z predchoziho dostaneme, ze
dimV; +dimVo =9+2=11 > 10.
Proto V3 N Va # {0}. Vezméme 0 # y € V3 N V. Potom z (8) plyne y' My > 0. Ale
(9) implikuje, ze y " My < 0, coZ je spor.
Reseni dlohy 3. Oznaéme U (A) multiplikativni grupu jednotek okruhu A,
U(A) ={x | € A je invertibilni} .

Z vlastnosti okruhu A plyne, ze grupa (U(A), ) je komutativni. Pro z,y € U(A) totiz
plati 22 = y2 = (3(;y)2 = 1 a vynasobenim rovnosti zy - xy = 1 z levé strany x a z pravé
strany y dostavame

TY = YT. (10)
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Nyni ukaZzeme, Ze
proxz ¢ U(A) plati 1 —x € U(A). (11)

Predpokladejme naopak, Ze existuje z ¢ U(A) takové, ze y = 1 — x ¢ U(A). Podle
predpokladu existuji m,n € N takova, ze 2™ =0 a y™ = 0.
Jelikoz plati

ry=z2(1-2)=2—2*= (1 —2)r =y,

(@+y)m= > ( . )scij,

1+j=m+n

dostaneme

protoze pro i + j = m +n méame i > m nebo j > n a odtud ' = 0 nebo 3/ = 0. Je
tedy 1 =z +y ¢ U(A), coz je spor, a tvrzeni (11) je dokdzano.

Komutativitu ukdZeme rozborem &ty¥ piipadi. Necht x,y € A.
1. Jestlize z,y € U(A), pak xy = yx podle (10).

2. Jestlize x € U(A),y ¢ U(A), pak 1 —y € U(A) podle (11) a z (10) méame
z(1 —y) = (1 —y)z. Odtud zy = yx.

3. Pripad ¢ U(A), y € U(A) je analogicky piipadu 2.
4. Jestlize xz,y ¢ U(A), pak podle (11) plati 1 —z, 1 —y € U(A) a

zy=([1-z)1-y)-l+a+y=>1-y)(l-2)-1+y+tz=yz.

Ve v8ech pripadech pro kazdé z,y € A tedy dostavame xy = yz.
Reseni tlohy 4. PouZijeme nasledujici variantu Schurovy nerovnosti.
Lemma 2. Pro libovolna kladna ¢isla A, B, C plati

2(A-=B)(A-C)+y(B—A)(B-C)+z(C—-A)(C-B)>0.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme A < B < C. Necht U = B— A
a V = C — B. Potom pro levou stranu vyrazu dostavame

dUU+V)—yUV 42U+ V)V > UU+V) =AUV + U+ V)V == (U -V)% > 0.
O

Lemma 3. Pro libovolna kladna cisla p, s plati
oo

1_ L/ 5 le Pldt.

p* T(s) Jo
Diikaz. PouZzitim substituce u = pt dostaneme

o0 (o]
/ tsle Pt dt = i ule U du = —F(S)
0 P® Jo p*
O
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Q)

UNIVE
OSTRAerESNq@S

Slavnostni zakonceni soutéZe, zleva doc. Mgr. Roman Marsélek, Ph.D., Lisa Sauer-
mann, Damian Orlef (vitézové prvni kategorie), RNDr. Jan Sustek, Ph.D., Dr. Géza
Kos (pfedseda poroty)

Polozme A = e=%, B = ¢~ a C = e~“*. Potom pomoci lemmatu 2 a lemmatu 3
miize byt tvrzeni dokazéno takto

0< / t571 (x(eat _ efbt)(efat _ efct) + y(efbt _ efat)(efbt _ efct)_i_
0
z(e—ct _ e—at)(e—ct _ e—bt)) dt
oo
— / ts_l <xe—2at + ye—th + Ze—2ct _ (y 4z x)e—(b-i-c)t
0

—(z4z—y)e I _(p 4y — :zr)e_(a+b)t> dt

—T'(s x Yy z _y-l-z—:c Z+r—y T+y—=z
=10 (o * o+ @~ B G )

4. Vysledky

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 57 (2012), ¢&. 4 325



Prvni kategorie:

Poradi Jméno Meésto ULl | UL2 | UL3 | Ul4 | X
1. Damian Orlef Vargava 10 10 10 10 | 40
1. Lisa Sauermann Bonn 10 10 10 10 | 40
3. Felix Dréxler Cambridge | 10 10 38
4. Tosif Klimovitsky Petrohrad 10 10 37
5. Szymon Kanonowicz Varsava 10 10 3 9 32
6. Ivan Geffner Fuenmayor | Barcelona 10 10 0 10 | 30
6. Donat Nagy Budapest 10 10 0 10 | 30
6. Jens Reinhold Bonn 10 10 0 10 | 30
6. Florian Schweiger Bonn 10 10 7 30
10. Oleksandr Bagan Moskva 10 10 0 29
10. Fabian Gundlach Mnichov 9 10 0 10 | 29
10. Miroslav Olsak Praha 10 10 0 9 29
Druha kategorie:

Poradi Jméno Mésto UL1|Ul2|0L3|Ul4 |

1. Jakub Konieczny Krakov 9 10 10 3 32

1. Tevgen Makedonskyi Kyjev 10 10 10 2 32

3. Pavel Galashin Petrohrad 10 10 9 2 31

3. Vladislav Volkov Petrohrad 9 10 10 2 31

5. Maciej Gawron Krakov 10 4 10 3 27

6. Alexey Paletskikh | Petrohrad 10 10 3 3 26

7. Maté Gerencsér Budapest 10 4 10 0 24

8. Kamil KuZmicki Krakov 10 10 0 23

8. Pavlo Mishchenko Moskva 10 3 23

8. Alexander Slavik Praha 10 4 2 23

8. Michat Wlodarczyk Varsava 10 1 10 2 23

5. Zaveér

Porota vybira piiklady tak, aby jejich pofadi odpovidalo jejich obtiZznosti. Toto pra-
vidlo se témér potvrdilo. V prvni kategorii byl nejlehéi piiklad prvni, z néhoz témér
48 % soutézicich ziskalo plny pocet bodii. Nejtézsi byl piiklad t¥eti, nebot jen 13 % stu-
dentt z néj ziskalo alesponn bod a pouze 4 soutézici dosahli na plny pocet bodi. Ve
druhé kategorii za prvni piiklad ziskalo plny pocet 10 bodi piiblizné 61 % soutézicich,

nebot pouze 16 soutézicich ziskalo aspoil bod a nejlepsi z nich ziskali pouze 3 body.
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