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Atiyahova-Singerova véta o indexu

Martin Markl, Praha

Michael F. Atiyah a Isador M. Singer obdrzeli v roce 2004 Abelovu cenu za objev
a dukaz véty o indexu. O udéleni tohoto vyznamného ocenéni referoval ¢lanek [1].
Stale vSak ¢tenaifum dluzime popis vysledku, za néjz byla cena udélena.

Véta o indexu pojednéava o eliptickych diferencialnich operatorech. Zopakujme nej-
diive zékladni definice. Diferencidlni operdtor na prostoru C(U) hladkych komplexnich
funkci na oteviené podmnoziné U eukleidovského prostoru R™ se soufadnicemi
(21, ...,2n) je operdtor tvaru

girt+in

Gsczf - Qrln

D= Z Fil,...,in(xla"'axn)

11500000 >0

: (1)

kde pouze konetné mnoho koeficientu Fj, . ;, € C(U) je nenulovych. Jinymi slovy,

D nélezi okruhu G(U)[g,—m, cee gT'n] polynomu v proménnych 371, R gl—,n s koeficienty

v C(U). Rdd operdtoru D je ¢islo
tk(D) := max{iy + --- +in | Fiy, . i, #0}.
Symbol operdtoru D Fadu k je polynom o(D) € C(U)[t1,...,t,] definovany piedpisem
(D) @1, Tt tn) = Y Fiy (@, m )t
ireetin=Fk

Operétor D je elipticky, jestlize o(D)(x1,...,Zn,t1,...,tn) # 0, kdykoliv t, # 0 pro
néjaké a € {1,...,n}. Piikladem je laplacidn
0? 02
e —— 2
tot o (2)

n

A .

jehoz symbol je t3 + - - - 4 t2. Naproti tomu vlnovy operdtor

0? 02
=4 - 4+ — 3
0xr? 02 ®)
elipticky neni.
Véta o indexu se ovSem tyka obecnégjsich diferencidlnich operatort pusobicich na
fezech hladkych vektorovych fibraci.! Opét piipomefime zdkladni pojmy. Komplexni
vektorovd fibrace (kratce vektorovd fibrace) je zobrazeni topologickych prostoru

I Anglicky smooth vector bundle.
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Obr. 1. Pfedstava fibrace jako spojité rodiny vektorovych prostortu

7 : E — M takové, ze Fy, := 7 1(b) (tzn. fibr nad bodem b) je pro kazdé b € M
kone¢nérozmérny komplexni vektorovy prostor. Déle pozadujeme lokdlni trivialitu,
tedy aby pro kazdy bod b € M existovalo oteviené okoli U > b, ¢islo k a homeomor-
fizmus
¢:UxCF = a7 1(U)
takovy, ze
(i) (7¢)(z,v) =  pro kazdé (x,v) € UxCF a

(ii) pro kazdé x € U je zobrazeni v — ¢(z,v) izomorfizmem komplexnich vekto-
rovych prostorta C¥ a F,.

Podminka (i) vyjadiuje komutativitu diagramu

UxCF —2> 7= L(U) = E
P1 s s (4)

U—>U < M

v némz p; je projekce na prvni faktor. Prostory M, resp. E se nazyvaji bdze, resp. to-
tdlnd prostor fibrace w : E — M. Na zobrazeni m budeme odkazovat jako na fibrujici
zobrazent.

Volné feceno, vektorové fibrace je rodina vektorovych prostoru {Fp}eensr spojité
parametrizovand bazi M, coz schematicky vyjadiuje obrazek 1. Ptiklad fibrace je sa-
moziejmé projekce p; : UxC* — U na otevienou podmnozinu U C R™. Tato tzv. tri-
vidlni fibrace mé bazi U a totalni prostor Ux CF.

Restrikce vektorové fibrace m : £ — M na podmnozinu U C M je vektorova
fibrace 7 : E|y — U s bazf U a totdlnfm prostorem E|y := 7 '(U). Diagram (4)
tikd, ze restrikce vektorové fibrace na dostate¢né malé oteviené podmnoziny baze jsou
trividlni.

Vektorova fibrace m : E — M je hladkd, jestlize 7 je hladké zobrazeni hladkych
variet.?2 V dalsfm textu budeme hladkost pfedpoklddat automaticky. Rez fibrace

20 hladkych varietéch jsme pojednali napf. v [2].
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m: E — M je prava inverze fibrujiciho zobrazeni, tedy hladké zobrazeni s : M — F,
pro néz s je identita. Rez s je uréen svym grafem s(M) vlozenym do totédlniho
prostoru E, viz opét obrdzek 1. Mnozina I'(E, M) vSech fezu je komplexni vektorovy
prostor s nulovym elementem 0, coz je fez pro ktery 0(b) := 0 € F}, pro vSechna b € M.
Soucet s’ + s fezui s’ a s” je definovdn ,po fibrech‘, tedy vzorcem (s’ + s”)(b) :=
s'(b) + s"(b), be M.

Snadno ovéifme, ze prostor fezi T[(UxCF,U) trivialni fibrace tvoii k-tice
(f1,---, fx) funkei z C(U). Specidlné tedy I'(UxC,U) = C(U). Operdtory A a O
pripomenuté v (2), resp. (3) muzeme nyni chépat jako linedrni zobrazeni I'(Ux C,U) —
L(UxC,U).

Na vektorové fibrace lze ,po fibrech‘ aplikovat stejné operace jako na vektorové
prostory. Kazda vektorova fibrace £ — M mé proto sviij dudl E* — M, jehoz fibr Fyf
nad b € M je linedrni duél fibru F, ptvodni fibrace.® Podobné miizeme utvofit soucet

EaE - B (5)

fibraci E' — B a E’ — B se stejnou béazi B. Fibry souctu (5) tvoii piimé soucty
F) & F} fibru jednotlivych konstituenti.

Ve formulaci véty o indexu upotifebime i nasledujici konstrukeci. Pro hladké zob-
razeni p: B — M a fibraci 7 : E — M definujeme indukovanou fibraci* p*E — M
fibrace m podél zobrazeni p jako fibraci s totalnim prostorem

p*E :={(be) € BXE | p(b) =7(e)}.

Fibrujici zobrazeni p*E — B je projekce na prvni faktor. Indukovand fibrace tvoii
komutativni diagram

pE —» F

b

M —"— B
s obvyklou univerzalni vlastnosti kategoridlnich kartézskych ¢tvercu.

Vratme se k definici diferencidlnich operdtortt v potfebné obecnosti. Uvazujme
vektorové fibrace n’ : ' — M a n” : E” — M nad stejnou bdzi. Diferencidlni
operéator je linedrni zobrazeni D : T'(E’, M) — T'(E"”, M) lokélné reprezentované matici
diferencidlnich operdtoru (1). Tim rozumime toto. Vime, ze vektorové fibrace jsou
lokélné modelovany trividlnimi fibracemi. Restrikce prostort ezl na dostateéné malé
oteviené podmnoziny baze M jsou tedy tvofeny k-ticemi (resp. [-ticemi) hladkych
komplexnich funkei z C(U) pro néjakd k a l. Vyzadujeme, aby na téchto restrikcich
byl operdtor D dan predpisem

D(fr, s fi) = ( D Di(fi)s--os Y Difa),

1<i<k 1<i<k

3Pokud neni tfeba, vynechdvime symbol pro fibrujici zobrazeni.
4 Anglicky pullback.
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kde D; jsou ,klasické‘ diferencidln{ operatory jako v (1). Takovy operédtor D se nazyva
elipticky, jestlize je pfislusnd matice symbolu

lo(D) (21, sty tn)], 1< <k, 1<5 <1,

reguldrni, kdykoliv (¢1,...,t,) # (0,...,0). Elipticita nutné implikuje k& = I.

Piiklad 1. Proi = 0,1,2, ... ozna¢me Ak (M) komplexifikovanou i-tou vnéjsi (Grass-
mannovu) mocninu koteéné fibrace T*M variety M.5 Jeji fezy

Q' (M) :=T(AL(M), M)

jsou (komplexni) de Rhamouvy formy stupné i. Ty, spolu s de Rhamouvgm diferencidlem
d' QY M) — QFY(M), tvori (komplexifikovany) de Rhamiiv komplex (Q(M),d)
variety M. Jeho kohomologie H (2(M),d) jsou shodné s kohomologiemi H (M ;C) va-
riety M s komplexnimi koeficienty.

Pomoc{ Riemannovy metriky lze sestrojit operétor d** : Q1 (M) — Q (M) sdruze-
ny k operdtoru di. Operétory d' a d*” jsou piiklady diferencidlnich operdtort na fezech
fibrace AL(M) s hodnotami v fezech fibrace AL (M), resp. AL ' (M). Oznaéme

Eeve .— @/\éj(M)’ resp. EOdd = @/\éj+1(M)a

>0 >0

pifmé soucty sudych, resp. lichych vnéjsich mocnin koteéné fibrace. Operatory d a d**
se skladaji do operatoru

d:=Yy d”7:T(E,M) - T(E®, M) ad =y _ d7"":T(E%, M) - (E*, M),
J20 320

jejichz soucet D := d + d* : T(E®°, M) — T'(E°, M) je elipticky diferencidlni
operator.

Déle se soustiedime na vektorové fibrace nad kompaktnimi orientovanymi uzavie-
nymi varietami.® Ukazuje se, ze eliptické operatory jsou Fredholmovy, tedy maji ko-
neénérozmérns jadra i kojadra.” Muzeme tedy definovat analyticky index operdtoru D
jako

Ind (D) := dim Ker(D) — dim coKer(D), (6)

kde Ker(D), resp. coKer(D), zna¢i jadro, resp. kojadro, linedrniho zobrazeni D.
Druhym pojmem figurujicim ve vété o indexu je topologicky index operatoru D
definovany vzorcem

Indr(D) = ch(D)T (M)[M]. (7)

Jeho uplné vysvétleni presahuje moznosti tohoto ¢lanku, proto jenom naznac¢ime defi-
nice jednotlivych ¢lent bez naroku na tplnou presnost, na detaily odkazujeme ¢tenéie
k [4]. Za¢néme s veli¢inou ch(D).

5Velmi snadno se ovéfi, ze /\(E(M) =0 pro i > dim(M).
6Vyznam téchto pojmii i nddherny tvod do charakteristickych t¥id ¢tenaf nalezne v [3].
"Kojédro linedrniho zobrazeni L : A — B je podil B/L(A).

24 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 58 (2013), ¢. 1



Mnozina vSech (nikoliv nutné hladkych) vektorovych fibraci s danou bazi B je
komutativni pologrupa® &€(B) s operaci + danou souctem (5) a neutralnim prvkem 0
tvofenym trividlni fibraci B x 0 — B s fibrem 0 = C°. Jako kazdou komutativni
pologrupu lze €(B) ztiplnit Grothendieckovou konstrukei do komutativn{ grupy K (X).
Tim ziskdme (komplexni) K -grupu prostoru X.

Hladka varieta M ma tecnou fibraci TM — M a dudlni kotecnou fibraci
p:T*M — M.V totdlnim prostoru koteéné fibrace vezméme podprostor B(M ) CT*M
vektoru délky nepiesahujici 1 a sestrojme indukované fibrace

p* E/ E./ p*E// > E//
l lﬂ-/ a l lﬂ'”
B(M) —2— M B(M) —— M.

Ukazuje se, ze symbol o (D) operdtoru D lze interpretovat jako zobrazenf
o(D) : p"E'[sny = P E"|s(an) (8)

restrikei indukovanych fibraci p*E’ resp. p* E” na podprostor S(M) C B(M) vektoru
délky 1. Operator D je elipticky prave kdyz je toto zobrazeni izomorfizmus. Indukované
fibrace p*E’, resp. p*E" nélezi pologrupé E(B(M)), muzeme proto vzit jejich rozdil

p*E —p*E" € K(B(M))

Lze ukdzat, ze s pouzitim izomorfizmu (8) uré{ prvek p*E’ — p*E" rozdilovy element
d(D) € K(B(M)/S(M)) v K-grupé podilu B(M)/S(M).
Uved'me nésledujici posloupnost tvoienou standardnimi objekty algebraické topo-
logie:
ch
K(B(M)/S(M)) <= H(B(M)/S(M); Q) — H(M;Q). (9)

Prvni ¢len je jiz zminénd K-grupa podilu B(M)/S(M), druhy a tfeti ¢len jsou ra-
cionélni kohomologické okruhy podilu B(M)/S(M), resp. variety M.

Zobrazeni ch je Chernuv charakter, coz je ur¢ity multiplikativni homomorfizmus
z komplexni K-teorie do racionalnich kohomologii definovany s pouzitim Chernovych
t¥id komplexnich vektorovych fibraci. Zobrazeni t je Thomuv izomorfizmus koteéné
fibrace T*M. Faktor ch(D) v (7) je obraz prvku d(D) kompozici zobrazeni v (9), tedy

ch(D) = t(ch(d(D))) € H*(M;Q).
Symbol 7 (M) v (7) zna¢i Todduv rod variety M, tedy mocninou fadu

c1  Cco+ c% c1Co —c‘l1 + 4020% + 303 + c3c1 — g
T(M)=1+ = —_—=
(M) + 2 + 12 24 720

o€ HOLQ),

ve které c1,co,c3,... € H*(M;Q) jsou Chernovy t¥idy komplexifikované tecné fib-
race variety M. Topologicky index (7) je raciondlni{ ¢islo dané evaluaci soucinu

8To je mnozina s komutativni asociativni operaci 4+ a neutralnim prvkem 0.
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ch(D).7 (M) € H(M;Q) na fundamentdlni t¥idé [M] variety M. Povsimnéme si, ze
pro danou varietu zavisi pouze na symbolu o (D) operdtoru D. Nynf jiz mame vSechny
potiebné definice.

Véta o indexu. Analyticky index eliptického diferencidlniho operdtoru na kompaktni
hladké orientované varieté je roven jeho topologickemu indexu, tedy

Ind o(D) = Indy (D).

Hloubka véty je v porovnavani veli¢in rozdilného charakteru. Zatimco analyticky
index je celé ¢islo sestrojené prostiedky funkciondlni analyzy, topologicky index je
geometrickd velicina. Okamzity dusledek je, ze Indr (D) je také celé ¢islo, zatimco jeho
definice ikéa pouze, Ze je to ¢islo raciondlni — povsimnémeé si, ze vzorec pro Todduv
rod obsahuje raciondlni koeficienty!® To je samo o sobé velice silny vysledek.

Ani analyticky, ani topologicky index nemusi byt definovan, pokud operdtor D
neni elipticky. V takovém piipadé nemusi byt rozdil (6) definujici Ind 4(D) koneény
a (protoze (8) neni izomorfizmus) nelze sestrojit ani rozdilovy element d(D) potiebny
pro definici Indy(D).

Priiklad 2. Analyticky index operatoru D z ptikladu 1 je roven Eulerové charakteristice
variety M, tedy
Inda(D) = (~1)"dim H'(M, Q).
i>0

Jeho topologicky index ziskdme evaluaci Eulerovy tridy x (M) tecné fibrace variety M
na jeji fundamentdlni t¥ide [M],

Indz (D) = x(M)[M).

Véta o indexu pro operator D vyjadiuje klasickou Gaussovu-Bonnetovu vétu.

Piiklad 3. Na varieté s komplexni strukturou muzeme misto operatoru D z pred-
= =%

choziho piikladu vzit operdtor 9+0 pusobici na komplexnich formach typu (0, 7). Véta

o indexu v tomto piipadé vytsti v Riemannovu-Rochovu vétu, viz [4, kapitola XIX].

Priiklad 4. Jestlize U je orientovany redlny n-rozmérny metricky vektorovy prostor
s ortonormalni bazi ey, ..., e,, pak pro kazdé i € {0,...,n} predpis

e A Aey) =i "DF e A Ae, (i € C je komplexni jednotka)

definuje linearni zobrazeni o’ : AL(U) — A" (U) komplexifikovanych vnéjsich moc-
nin. Tuto konstrukci muzeme aplikovat ‘po fibrech’ na kotecnou fibraci n-rozmérné
orientované Riemannovy variety M s indukovanou metrikou. Ziskdme zobrazeni
ot i NL(M) — AETH(M) vnéjsich mocnin jeji koteéné fibrace. Jednotlivé zobrazeni o
muzeme slozit do endomorfizmu

a= Y ao: @ AM)— P AL

0<i<n 0<i<n 0<i<n

9Stejns poznamka plati i pro Cherntiv charakter, jez je v podstaté exponenciani funkci Chernovych
trid.
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Oznaéme ET, resp. E~, vlastni prostor endomorfizmu « s vlastni hodnotou +1,
resp. —1. Soucet Y ;c, d' + d" operdtori z pifkladu 1 zobrazuje fezy T'(E*+, M)
fibrace ET do fezit T(E~, M) fibrace E~. Restrikce Dy; : T(ET, M) — T'(E~, M)
tohoto souctu je elipticky diferencidlni operator.

Predpokladejme, ze dimenze n variety M je ndsobek ¢tyt, tedy n = 4k pro néjaké
k € N. Jeji 2k-t4 kohomologicka grupa H?¥(M,R) pak nese bilinedrni formu (—, —)
zadanou vzorcem

(a, B) := (aB)[M] pro «,B € H%(M,R),

kde [M] je fundamentdlni t¥ida variety M a a8 € H"(M,R) souc¢in kohomologickych
t¥id o a 3. Signatura o (M) této formy se nazyva signaturou variety M. Ukazuje se, ze

analyticky index operatoru D) je roven signatuie variety M a jeho topologicky index
evaluaci L(M)[M] jejiho L-rodu

p1 Tpe —p?  62p3 — 13p1pe + 2¢3
L(M)=1+ — o
( ) * 3 * 45 315 ’

kde p1,p2,p3, ... € H*(M,R) jsou Pontrjaginovy tiidy variety M. Podle véty o indexu

Tato rovnost je zndma jako Hirzebruchova véta o signature, viz [4, kapitola V].

Podékovani. Price byla podpotena grantem GA CR P201/12/G028 and RVO:
67985840. Autor déle dékuje doc. RNDr. Jitimu Vanzurovi, CSc., za cenné pripominky
k rukopisu ¢lanku.
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