Aktuarské védy

Hans Koeppler
Die Zuriickfiihrung einiger in der

Wahrscheinlichkeitsrechnung und in der Statistik
auftretenden Integrale auf andere allgemeine Integrale

Aktudrské védy, Vol. 1 (1930), No. 4, 145-153

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/144523

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

— . This document has been digitized, optimized for
electronic delivery and stamped with digital signature
V within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/144523
http://dml.cz

Die Zuriickfiihrung elnlger in der Wahrscheln-
lichkeitsrechnung und in der Statistik auftretenden
Integrale auf andere allgemeine Integrale.
Von Hans Koeppler, Berlin.

In der Theorie der Beobachtungsfehler und in der modernen Sta-
tistik treten die vier Integrale auf
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in denen f (2, y) = 05,2 + 2a,2Y + a,y®* und A = a0, — a,,? ist.
Die Berechnung dieser Integrale, lisst sich, wie wohl allbekannt ist,
durch die Umformungen

2,y Ax -+ (any -+ anx)g A?/ -+ (ayz + a,y)

Lo an

leicht ausfiihren. Ist man im Besitz gewisser bestimmter Integrale, die
wohl allerdings nur seltener besprochen werden, lassen sich die Integra-
tionen auch auf andere Weise leicht bewerkstelligen. Wie wir sehen
werden, gewdhren die zur Besprechung kommenden Berechnungen
einen guten Einblick in die Beschaffenheit der Integrale (I) bis (IV).

Wir versuchen zunéchst, die Auswertung durch Anwendung von
Polarkoordinaten zu erreichen. Setzt man x = rcos ¢ und y = rsing



146

und beachtet, dass die Grenzen von 7 0 und oo und die Grenzen von ¢
0 und 2% sind, und dass die Jacobische Transformationsdeterminante
fiir diese Fille den Wert

A=cosprcosep+ rsingsing = r
annimmt, so gehen die Integrale (I) bis (IV) iiber in die Integrale
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in welchen zur Abkiirzung

F(p) = a), cos® ¢ + 2a,, cos @ sin @ 4 a,, 8in’ @
gesetzt wurde. Fiihren wir bei der weiteren Losung zuniichst die Inte-
gration nach 7 aus, so erhalten wir bei Anwendung des Integrals
an
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Trotz Heranziehung einer recht umfangreichen Literatur konnte der
Verfasser das in (Ib) auftretende Integral
2n '
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0

bisher nur in einem deutschen Werke ermitteln, nimlich in dem zweiten
Teil der bei Teubner in Leipzig erschienen Sammlung von Aufgaben
zur Anwendung der Differential-und Integralrechnung von Prof.
F. Dingeldey. Letzterer verweist auf die bekannten Werke von Ch.
Hermite, Cours professé, rédigé par Andoyer, 3. Aufl. Paris 1887, und
Cours d’analyse, Bd. I, Paris 1873. Der Verfasser dieses Aufsatzes hat

das vorstehende Integral beispielsweise auch auf folgende Weise be-
rechnet:

Man kann die Umformung
@3, €O8? @ 4 2y, COS @ SIN @ - @y, 8i0% @ = L (ay + a50) +
+ % (a3, — @) cos 2¢ 4 ay, 8in 2¢
vornehmen, die, wenn ferner

§ (@3 — ay3) = b cos 2, @y, = b sin 2a
und sohin

.
b= Vl (@1 — @g)* + 219
gesetzt wird, die weitere Umgestaltung
a4+ bcos2 (p—a)
erfahren kann, wobei 4 (ay; 4 @) = a gesetzt ist.*)
Man hat sich nunmehr mit dem Integral
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do fodz
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zu beschiiftigln, das, weil .
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*) Diese Form lésst sich iibrigens etwas schneller durch die Substi-
tutionen

. a;;=a+beos2a
a3 =bsin2a
ag =a—bcos 2 a

darstellen, aus denen sich fiir ¢ und b naturgemiss die gleichen Werte
ergeben.
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annimmt. Dieses Integral lasst sich wie z. B. in der Aufgabensammlung
von Sohncke (Integralrechnung) gezeigt wird, auf verschiedene Weise
berechnen. Die Relhemntegratlon scheint jedoch auf diesen Fall noch
nicht angewendet worden zu sein. Da einerseits

2 3
1 =1—~b-cosz+(£)cos’z—(~?-) cosdz-4+ ...
b a a a
14 -Ecosz

und andrerseits, wie auch Kirchhoff in seiner Optik ohne Herleitung
angab,
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und ferner noch, wie sich leicht zeigen lisst,
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80 ergibt sich
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Setzt man a®*=} (a, + @3)* und 6 =1 (@, — ag)? + a5?, so folgt

a['g’

at — b = a,,ay — a,* = 4.

Der Wert des Integrals (V) ist damit nachgewiesen, und es ergibt sich
-daher fiir das Integral (I)
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¥) W’endet man die Inbstitutionen
aq, =acosta-} bsinta
a9==(a—b)cosasina
azy =asinta-}-bcos?a
an, in welohen
- a=1}(ay -+ ay) + V } (@13 — a9)* - @;5® und
. b= {{ay, + ay) — V T {015 — 059)* + a1,*
- ist, so_kommt man auf die Form
- a cos® (¢ — a)-+ b sin® (p —a).
Man hat daher die Integration
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facos’ (go-——a)-{-bsm'(q:——a) f‘aqos*qp-}-bsin'w
0 —a

-



Aus dem soeben ermittelten Integral (V) leiten wir durch Differentiation '
beider Seiten nach den Koeffizienten ay;, @, und a,, die weiteren Inte-
grale ab

2n

cos® p do _Qn.m
f (ay cos* @ + 2a;,c08 p 8in @ + @y sin @)t A (V1)
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mittels derer wir fiir die Integrale (II), (III) und (IV) die bekannten
Werte
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erhalten. '

Die Berechnung der Integrale (I) bis (IV) lidsst sich wohl auch
dadurch erreichen, dass man einfach tg e = y/x, also y =x tg ¢ setzt.
Nach Einfiihrung dieser neuen Variablen hat man nach & nur noch von
0 bis co und statt nach y von — oo bis 4 oo, nach ¢ von 0 bis 27z zu

aus zufithren. Mit Rinksicht auf die leicht nachweisbare Beziehnug
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integrieren. Da ferner dy/dp = z/cos ¢, so ergeben sich die Substitu-

tionen
dz dy = f%:if:,d"’
?

3 3 2
Az dy = z d.::d(p _ z'cos q:vdxd:p

cos? ¢ cost ¢

tgepdrdy 2% 8in® p dx dg
ydzdy = cos® @ = costp

ztgpdxdy ¥ sing cosp dzxdp
zydzdy = " cos? ;“ T coste

Ausserdem ist '
a2 4+ 204, 2Y + Gy Y= (ay + 204, tg @ + ay ig? @) 2°
zu setzen.

Integriert man nun nach z, was durch Einfilhrung der neuen
Variablen

e
X =
V“u + 2a,tg o+ anu tgl e
erfolgt, so erhilt man nach Anwendung der Formeln

[e—e gr+rdg=3nl
0
und .
sin @
cos ¢

tgp=

wiederum die Integrale (Ib) bis (IVDb).

Die betrachteten Integrale lassen sich auch noch leicht berechnen,
wenn man die auf Laplace zuriickzufiihrende Substitution z=&.y
anwendet, die allerdings erfordert, dass man zundchst die Integration
nach y von — co bis 0 beseitigt. Dies geschicht, indem man die
Integrale unter Beriicksichtigung, dass dx = y d&, umformt in

]z::}_fdgf (e—f(f)ll’ + e—ﬂ(f)ﬂ') ydy I (Ic)
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wobei zur Abkiirzung

Ay + 20158 + anf® = f(§) und ag,— 2ay, &+ ay =g (§)

gesetzt wurde. Nach einfacher Umformung und Anwendung der mehr-
mals erwidhnten Formel

fee uotag—im
0
gehen diese Integrale in die einfachen Integrale
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iiber. Das in dem Ausdruck (Id) enthaltene, auch héufiger in den Lehr-

biichern der Integralrechnung vorkommende Integral wird mittels der
bekannten Umformung

dé a, df _ (Ie).
aza:‘:2au Etay 52 (an Eﬂ:axz)2+A 4 '+' 7 V—-

berechnet Die in den Ausdrucken (Id) bis (IVd) auftretenden Integrale
sind in dem Ubungsbuch zum Stugium der héheren Analysis von
Schlomilch (Integralrechnung) enthalten. Zwecks Darstellung der in
den Ausdriicken (IId) bis (IVd) auftretenden Integrale diene der Hin-
weis, dass man sie aus dem Integral (Id) durch Differentiation nach

den Koeffizienten a,,, a,; und @,, ableiten kann. Man erhilt auf diese
Weise

£dg  may
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0 df . _ ndu ' |
(@n+ 20, &+ an8p 247 (IMIe),
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(232 4 2043 & + a,,5%)? 2 4%

Die Anwendung der Integrale (Ie) bis (IVe) auf die Ausdriicke (Id)
bis (IVd) fiihrt aber wiederum zu den Werten
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Der Verfasser hat diese einfachere Darstellung des besseren Einblicks
halber gewiihlt, obwohl die Substitution = &|y|, wobei [yl der
absolute Betrag von y ist, schneller zum Ziele fiihrt.

Unter Anwendung der von Hermite (vergl. Dingeldey) fur sin ¢
und cos ¢ angewendeten Substitutionen kann man auch die neuen

Variablen
&

N -
= s und Y=
Vit - V147
bilden, deren Anwendung erfordert, dass man zunéchst die Integrationen
nach z von — oo bis 0 beseitigt. Man hat sodann nach & von 0 bis co
und nach 7 von — oo bis - oo zu integrieren. Die Transformations.
determinante nimmt den Wert an

_dzdy_ dxdy_ 3

und man hat daher zu setzen:
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Fiihrt man ferner noch zur Vereinfachung die Bezeichnungen

Hz, y) = (@n + 28139 + 8 7?) & f(’?) ; &

I~ T
und
. E’

ein, so erhiilt man nach einigen schon bekannten Umformungen wie
im vorhergehenden Fall die Integrale (Id) bis (IVd), nur dass in diesen
die Urvariable jetzt durch # bezeichnet wird.

Technika ¢eskoslovenského délnického nemocen-
ského pojisténi.
Viad. Vydra.

V Ceskoslovensku.z nemocenského pojisténi zdomdenélo jen po-
jisténi vefejné — povinné. Soukromé nemocenské pojisténi se vibec
v Ceskoslovenském pojiStovnictvi nevyskytuje, jediné v mensim mé-
iftku setkdvdme se s popétenim dobrovolnym u nositeld vere]ného
pojisténi, a to jesté zpravidla jen na piechodu z forem popéteni povin-
ného.

Pii prohléseni republiky Ceskoslovenské byly prevzaty zdkony platici
difve v byvalém Rakousku. V nemocenském pojisténi byl to zdkon
z T. 1888 v tipravé z roku 1917, Po strance organisadni byla tato iprava
pochybens, ponévadi v republice v jejim poddtku pusobilo celkem
2073 nemocenskych pokladen, z nichZ bylo:

okresnfch . . . .. ... e e e e e e e e e 310
zdvodnich . . . . . . . . . . ... 0.0, 832
spoledenstevnich . . . . . . . . .. ... L. . . . 487
uéilovskych . . . . . e e e e e e e e e e e 202
spolkovyeh . . . . . ... ... 00000 38

-zapsanych pomocnych a dobrovolnych mistrovskych . 204

Kromé toho byly jeité zvlaStni hornické nemocenské pokladny,
pak pokladny stdtnich podniki, Zeleznic, tabdkovych toviren atd.

Zikonem z r. 1919 byl proveden pronikavy zésah do organisace -
‘nemocenskych. pojitoven. ZruSeny byly malé, rozvoje neschopné po-
kladny spoledenstevni, odstranény byly skoro viechny pokladny zd. .
vodni (zlstaly z nich pouze ty, v nich% podnik vykazoval zvléitni ne-
bezpedi nemoci), zruSeny byly déle malé pokladny zapsané atd. Naproti
tomu viak pro pojiitén{ zemédélea byl piipuitén novy typ pokladen,
t. zv. okresnf zemedelské
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