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determined than the mean on 13 days, worse determined on 9 days and
equally well determined on 2 days. Roughly speaking this means that
mean and median are on the whole about equally well determined.*

On observera d’ailleurs que notre étude concerne le cas de 3 obser-
vations et qu’il s’agit ici de la médiane et de la moyenne empirique
calculées 24 fois pour 500 observations.

Zum Problem der Massenfabrikation.

Otomar Pankraz.

In jeder entwickelten Wirtschaft wirken verschiedene wirtschaft-
liche , Krifte, die sich teilweise in ihren Wirkungen gegenseitig stéren,
sodafl manchmal als Resultat eine wirtschaftliche Erscheinung eintritt,
die weder erwartet noch beabsichtigt war. Um diese unbeabsichtigte und
gewohnlich schidliche Wirkungen zu vermeiden oder zu milden, strebt
jede Wirtschaft zur Planwirtschaft.

Ich will mich nicht mit der Frage der Definitionen des Wirtschafts-
planes befassen. Fiir unsere Zwecke geniigt, wenn wir einige Punkte
hervorheben, die in der Regel bei jedem Wirtschaftsplan erfiillt sind:

1. Man verlangt, daB es mdoglich ist entweder alle oder wenigstens
einen groBeren Teil der wirtschaftlichen Zahlen als Funktionen der zeit-
lichen Parameter auszudriicken.

2. In jedem Augenblicke resp. in jedem Zeitintervalle von gegebener
Linge soll ein Gleichgewicht zwischen dem Giiterverbrauch und der
Giiterproduktion stattfinden. Dabei mu man eine besondere Riick-
sicht auf das Bilden der Vorréite (Lager) nehmen.

3. Durch Einfliisse, die bewuf}t oder unbewuf3t bei dem Feststellen
der Bedingungen des Gleichgewichtes [siehe Punkt 2] vernachlissigt
wurden, konnen Abweichungen vom Gleichgewichtszustande entstehen.

4, Es wird die Bedeutung des menschlichen Willens betont und
man liBt zu, daB dieser Wille bewuBit und zweckmidBig die wirt-
schaftliche Tatigkeit als ein Ganzes lenken und so (wenigstens teilweise)
die Entstehung der Kontraste und Unstimmigkeiten in dieser Tédtigkeit
vermeiden kann. Es bleibt dabei die Frage offen, inwieweit iiberhaupt
dieses Eingreifen des menschlichen Willens moglich ist.

5. Infolge der Punkte sub 2. und 4. stehen bei der Herstellung eines
wirtschaftlichen Planes die deduktiven Methoden im Vordergrund. Das
bedeutet aber keine Abweichung oder sogar einen Gegensatz zu den
induktiven Methoden, schon deswegen nicht, weil die Bestimmung der
HilfsgréBen, die das Gleichgewicht sub 2. erfordert, sich an empirischen
Daten stiitzen muB.

Im folgenden will ich nur solche wirtschaftliche Erscheinungen ins
Auge fassen, welche sich kvantitativ ausdriicken lassen; speziell will ich



35

mich mit dem Problem der Massenfabrikation eines bestimm-
ten wirtschaftlichen Gutes beschiftigen. Genauer gesagt, will ich
mich nur um die Giiterseite der Wirtschaft (speziell um die Konsum-
giiter) interessieren, von welcher ich voraussetze, daB sie isoliert ist,
d. h. daB sie in keinem Zusammenhange mit der Geldseite der Wirt-
schaft steht. Das wird freilich zur Folge haben, dal ich das Preis-
problem der Massenfabrikation vollstindig beiseite lassen werde.

Die Frage, um deren Losung es sich handelt, formuliere ich wie
folgt: Es sei eine bestimmte Gattung von Giitern gegeben,
deren Verbrauch (Konsum) wir kennen. Man soll die Zeitver-
teilung der Produktion bestimmen, d. h. die Anzahl der Giiter-
einheiten, welche man in bestimmter Zeit erzeugen muf,
damit die Bedingung des Gleichgewichtes erfiillt ist. Diese
Bedingung bei isolierter Giiterseite der Wirtschaft lautet:
In jedem Augenblicke resp. in jedem Zeitintervalle von
gegebener Lange soll die Gleichheit gelten:

Verbrauchsvolumen = Produktionsvolumen.

Anders gesagt, es ist kvantitativ der Zeitverlauf der Produktion zu
beschreiben (Dynamik der Produktion).

Diese Beschreibung filhren wir mittels mathematischer Methoden
durch, und zwar sowohl mittels der stetigen als auch der unstetigen
Methode. Ich verweise darauf, was iibrigens selbstverstandlich ist, dafl
alle betrachteten Grofen den Charakter der bloBlen ,,mittleren Werten**
haben, wodurch alle Hypothesen tiber die beliebige Teilbarkeit des Gutes
wegfallen.

1. Anwendung der stetigen Methode.

Die stetige Methode geht (vom analytischen Standpunkt beobachtet)
aus der Voraussetzung heraus, daB man den Zeitverlauf einer Erschei-
nung mittels stetiger differenzierbarer Funktionen beschreiben kann.
In unseren Erwégungen geniigt speziell vorauszusetzen, dafl die Funktio-
nen bis zur zweiten Ordnung differenzierbar sind.

§ 1. — Zu der mathematischen Beschreibung der Giiterseite der
Wirtschaft brauchen wir vor allem folgende drei Funktionen: die
Konsumintensitit (Verbrauchsintensitit), die Anzahl der Konsumenten
und die Anzahl der fiir gegebenen Markt erzeugten Giitereinheiten.:

Definition 1. Die Verbrauchsintensitét « ist die mittlere
Anzahl der in gegebener Zeiteinheit von einem Individuum
aus gegebener Gesamtheit konsumierten Giitereinheiten
(einer ganz bestimmten Gattung von Giitern).

Voraussetzung: Die Verbrauchsintensitit hingt von dem stetig
verinderlichen Beobachtungsaugenblicke ¢ ab, sodaB « = x(t) ist.

Definition 2. Wir bezeichnen
3#
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Alt) die Anzahl der im Augenblicke ¢ auf dem Konsum
beteiligten Individuen und

I(t) die Anzahl der Giitereinheiten bestimmter Gattung,
die von einem fest gewihlten Anfang (gewéhnlich vom An-
fange der Produktion und des Konsums) bis zum Beobach-
tungsaugenblicke ¢ erzeugt worden sind.

Aus der Definition 2 folgt: Fiir jedes ¢ ist
Alt) =0, Ity = 0.

AuBerdem ist [(t) eine nicht abnehmende Funktion, so da3 auch I'(f) > 0
ist. Zum Anfangspunkt a des Definitionsintervalles [a, b] (@ <t < b)
dieser Funktionen wihlen wir den Anfang der Produktion und setzen
voraus, daf} er sich allgemein mit dem Anfange des Konsums deckt;
der Endpunkt b soll das Ende des Konsums vorstellen. Wenn wir zum
Definitionsintervall @ < t < + oo wihlen, dann bedeutet diese Wahl,
daB wir keine Voraussetzung von dem Ende des Konsums machen. Die
Funktionen «(f) und A(f) sind aus statistischen Daten abgeleitet und
haben gewohnlich einen anderen als von uns aufgeéstellten Definitions-
intervall. Durch einfache Transformation der Verdnderlichen ¢ kann man
aber erreichen, daB alle betrachteten Funktionen auf demselben Inter-
vall definiert sind.

§ 2. — Damit wir (im Grenzen unserer Voraussetzungen) am ein-
fachsten zu den Verhéltnissen der wirklichen Giiterseite der Wirtschaft
Anndherung finden, miissen wir zuerst folgende Erwigung machen.

Wenn der Produzent im Augenblicke 7 A Giitereinheiten einer
bestimmten Gattung erzeugt und die Konsumenten in v aus dieser
Produktion B Einheiten (4 > B) verbrauchen, dann gibt die Differenz
A — B = C an, um wieviel Giitereinheiten in v mehr erzeugt wurde, als
man verbraucht. Die Zahl C stellt jenen Teil dér Produktion vor, der
zur Bildung der Vorrite (Lagerbildung) bestimmt ist, und wir kénnen
sie kurz als Produktionsreserve (fiir den Augenblick 7) bezeichnen.
Diese Produktionsreserve iibt aber einen Einflull auf den Markt nicht
nur im Augenblicke 7 aus, sondern der Einflull der Zahl C offenbart sich
auf dem Markte auch in den Augenblicken f, fiir welche ¢ > 7 und
dadurch ist die Stetigkeit des Marktes bedingt. Auf welcher Art die
Zahl C den Markt beeinfluBlt, davon entscheiden sehr verschiedene
Faktoren.

Zur analytischen Beschreibung der Produktionsreserve fithren wir
die Hilfsgrofle k = k(¢) ein, die wir ,,den Koeffizient des unmittel-
baren Verbrauchs® nennen.

Definition 3. Der Koeffizient des unmittelbaren Ver-
brauchs k(?) ist die Zahl, die angibt, welcher Teil der wihrend
der Zeitspanne [t, -+ di] erzeugten Giiter, in derselben Zeit-
spanne verbraucht wird.
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Ersichtlich muB fiir jedes ¢ die Bedingung 0 < k(t) < 1 erfiillt sein.
Aus der Definition 2 folgt, daB die Anzahl der in der Zeitspanne
{¢, t -+ dt] erzeugten Giitereinheiten gleich
di(t) = Ut + dt) — ()

ist. Nach unserer Voraussetzung arbeitet die Produktion fiir die Deckung
des unmittelbaren Konsums und zur Bildung der Produktionsreserve
{Lagerbildung). Aus der Produktion dI(f) wird unmittelbar (nach der
Definition 3) k(¢) . di() verbraucht. Es sei r(t).dt die Anzahl der
Giitereinheiten, die fiir den Lager wiahrend [¢,¢ 4 df] erzeugt
worden sind. Dann gilt

di(t) = k(t) . dI(t) + =(¢) . dt.
Daraus
() . dt = {1 — k(t)] . di(e),
oder nach Einfiihrung
I—Ek@t) =q(t) [0Z4g(t) 1]
und
dity =U'(t). d¢

r(t) = q(t) . (). 1.
§ 3. — Fiihren wir noch eine weitere Definition ein. [Cf. die Funk-
tion L(z, t) im ITI. Teile dieser Arbeit.]

Definition 4. p(#) . dt ist die Zahl, die angibt, welcher Teil -
aus der Produktionsreserve wahrend der Zeitspanne [¢, ¢ + df]
verbraucht wird.

Bezeichnet s(f) . df den Verbrauch in [¢, ¢ -+ df], dann ist

ist

s(t) . dt = () . A(2) . dt. 2
Den Betrag s(f) . df kann man aber in zwei Teile zerlegen, némlich
s(t) . dt = s,(t) . At + ay(t) . dt. (3)

Dabei bedeutet
8(t) . dt den wéahrend [t,¢- df] aus der Produktion di(f)
gedeckten Verbrauch und

8,(t) . dt den wahrend [t, ¢+ df] aus den Produktionsreser-
ven, die vom Anfang der Produktion bis zum Augenblicke ¢
angehéduft worden sind, gedeckten Verbrauch.

Nun (nach der Definition 3) ist
. 8,(8) dt = k(t) . di(t). 4)

Zur Bestimmung des Teiles s,(t) . dt gelangen wir wie folgt: Wahlen
wir einen beliebigen Augenblick 7 vor dem Beobachtungsaugenblicke ¢,
also 7 << t. In der Zeitspanne {1, T 4+ dr] haben sich die Produktions-
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reserven um 7(t) . dr vergroflert, sodaB die gesamte Produktionsreserve
vom Anfang der Produktion ¢ = 0 bis zum Beobachtungsaugenblicke ¢
t

jr( 7).dt

i
ist. Weil wir nach der Voraussetzung, die die Definition 4 enthilt, keinen
Unterschied zwischen den Einheiten machen, die im Lager aufbewahrt
sind, werden in [¢, ¢ -+ d¢] aus dem Lager

t
s,(t) . At == p(t) . dt [ r(r) dr (5)
b

Giitereinheiten verbraucht.

Setzen wir nach (2), (4), (5) in (3}, dann ist
t

at) . Aty . At = k(t) . di(t) -+ p(t) . dt . /'r(r) dr,

0

oder
, ¢

alt) . Mty = k() . () + /'K(t, 7). U(7) dr, (6)

0

K(t, 7) = p() - q(v).

Die Gleichung (6) gibt die Bedingung fiir die Planmé#Big-
keit der Giiterproduktion beim Respektieren der Produkti-
ongreserven an. Sie ist im Grunde eine Volterra’sche Integral-
gleichung fiir die Produktionsgeschwindigkeit I'(f).

WO

Ist die Produktionsgeschwindigkeit I'(t) bestimmt und kennt man
den Anfangszustand der Produktion [{0), dann

x
(=) = U0) + /"Z'(t) dt,
¢
wo 0Lt <<+ ox
§ 5. — Bemerkungen:

1. Die Integralgleichung fiir die Produktionsgeschwindigkeit kann
man allgemein auf zwei Arten ableiten und zwar entweder a) retrospektiv
oder b) prospektiv. Im ersten Falle gehen wir aus der Forderung aus,
daB der gegenwiirtige Verbrauch teils durch die gegenwirtige Produktion
und teils aus den durch vergangene Produktion geschaffenen Reserven
gedeckt wird. Diese Methode haben wir beniitzt. Wir kénnen aber aus
der: dquivalenten Forderung ausgehen, nach der die wirtschaftliche
Tatigkeit nicht nur die gegenwirtigen, sondern auch teilweise die
zukiinftigen Bediirfnisse decken soll. Es kommen da analoge Verhilt-
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nisse in Vorschein wie in der Versicherungsmathematik bei der Ableitung
der Prédmienreserven. ‘

2. Warum haben wir die Gleichung fiir die Geschwindigkeit I'(¢)
und nicht fiir die Anzah! der Giitereinheiten I(t) abgeleitet ! Darauf kann
man antworten: Die Wichtigkeit einer wirtschaftlichen Erscheinung
offenbart sich nicht nur durch ihr bloBes Vorkommen, sondern es ist
sehr haufig daran gelegen, wie schnell sich diese Erscheinung auswirkt.
Schon bei den statischen Problemen der Okonomie war es zweckmiBig
die wirtschaftlichen Geschwindigkeiten einzufiihren (z. B. J. Fisher,
J. A. Schumpeter). Umsomehr wird das Einfithren dieses Begriffes bei
den dynamischen Problemen der Volkswirtschaft notwendig.

§ 6. — Die Voraussetzung, die die Definition 4 enthilt, ist allge-
mein nicht erfiillt. So héngt z. B. der Konsum der auf dem Lager auf-
bewahrten Giiter von der Dauer der Einlagerung ab, d. h. davon,
wie lange die Giitereinheit auf dem Lager war. In diesem Falle ist p eine
Funktion nicht nur von ¢, sondern auch von ¢ — 7, sodafl

p=plt—1) (E>7)
und der Kern der Gleichung (6) hat jetzt die Form
K(t, 1) = p(t, t — 1) . q(7).
§ 7. — In zwei Spezialfillen reduziert sich die Integralgleichung (6)
gogleich auf eine gewchnliche Differentialgleichung erster Ordnung.
1. Fall. Es sei k(t) = konst. (= k), sodaB dann auch ¢(t) = konst.
(= 1 —k) ist und (6) in die Differentialgleichung
oalt) A — (1 —k) . 10).pt) = k.U -+ (1 —k).p(®).l(t) (6a)

iibergeht. I(¢) ist die unbekannte Funktion, {(0) die Anfangsbedingung.
II. Fall. Es sei p(¢) = konst. (= p). Durch Derivation nach ¢
entsteht aus (6)

d d
5 [0) - 2] = 3, (k) .20 + P 90 . 1O,
oder nach Einfiihrung
d
7 [0 - A0 = ),
wird
B) = k() . 1"(t) + [K'(t) + p q(®)] . V(). (6b)

Die unbekannte Funktion ist da I'(); aus (6) folgt die Anfangsbedingung
[unter Voraussetzung k(0) 3= 0]

vy . #0) . A0)
O ="

§8. — Um die Tragweite unserer Erwidgungen klar zu machen,

wollen wir die Gleichung (6) im konkreten Falle analysieren. Die Funkti-
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onen «(t), At), k(t), p(t), q(¢) sind nach Voraussetzung entweder > 0
oder > 0. Die Funktmnen p(t) und g¢(t) sind allgemein voneinander nicht
unabhanglg, denn es existiert allgemein eine Relation zwischen dem
unmittelbaren und dem aus der Produktionsreserven gedeckten Konsum.
Die Losung der Gleichung geniigt dem Problem der Massenfabrikation
dann und nur dann, wenn '(t) > 0, I(f) > 0 [mit méglicher Ausnahme
1(0) == 0].

Setzen wir voraus, daB die gegebenen Funktionen simtlich konstant
sind, sodaB sich (6) auf die Form
t
A=B.I'tt)+ Cfl'(r) .dv (4, B,C =konst. >0) (6c)
0

reduziert. Wahlen wir 1(0) = 0, dann nimmt diese Gleichung die Form
A=B.Ut)+ Ol
c
l(t)=%<1 — 5‘)

geniigt den Bedingungen des Problems und hat die Eigenschaft, daB
fir t > +4 co

an. Die Losung

4

4 —

it) - 3

ist, was annihernd folgende Bedeutung hat: Die unveranderlichen

Marktverhdltnisse fithren zu einer Abnahme der Produktion

und zur Deckung des Konsums iiberwiegend aus den Pro-
duktionsreserven.

Dieses Schema kann man auch zur anndhernden Beschreibung
der planmifigen landwirtschaftlichen Produktion verwenden,
Bei dieser Produktion (wenigstens bei ihrem wesentlichen Teil) kommt
folgender Verlauf vor: Die Produktion erstreckt sich iiber eine bestimmte
im voraus gegebene Periode (z. B. ein Jahr). In einem Teile dieser
Periode steigt die Produktion sehr rapid (z. B. Ernte), darauf aber
nimmt sie ab, sodaB der Verbrauch praktisch nur aus den Reserven
gedeckt ist. Diese Reserven erschopfen sich regelmiflig bis zur Zeit, wo
die Periode der neuen Produktion eintritt.

II. dnwendung der unstetigen Methode.

Wir wollen nun die Gleichung fiir die Produktionsgeschwindigkeit
mit Hilfe der unstetigen Methode herleiten. Dabei gewinnen wir sowohl
die zur numerischen Bearbeitung vorteilhaften Formeln als auch eine
anschauliche (und der Natur des Problems besser angepafite) Ableitung. -
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§ 1. — Es sei gegeben eine Folge von dquidistanten Augenblicken

<<t <. ...l <li<...<<lp<<...<Ilp<<...,
wobei
Ay =t —t; =1 (1=1,2,3,...).
Inhaltlich soll #; einen Augenblick bedeuten, in dem man die Produktion

kontrolliert (f, == Anfang der Produktion und des Konsums) und A¢; ist
die gewahlte Zeiteinheit.

Die Definitionen 1 und 2 (I, § 1) lauten wie folgt:

() firi=1,2,3,...ist die mittlere Anzahl der Einheiten
eines gegebenen Gutes, die ein Individuum aus gegebener
Gesamtheit wahrend des Zeitintervalles [t;y, t;] konsumiert;

At) fiir 1= 1,2,3,... ist die Anzahl der an dem Konsum
wahrend [#;y, ] beteiligten Individuen;

i) fir+-=10,1,2,3,... ist die Anzahl der Giitereinheiten
einer bestimmten Gattung, die vom Anfange der Produktion
bis zum Augenblicke ¢; erzeugt worden sind [I(f;) = die Anzahl
der Giitereinheiten, die vor Beginn der Produktion zur Dispo-
sition waren].

Die Definitionen 3 (I, §2) und 4 (I, § 3) gehen in folgende iiber:

k(@t;) [resp. pt)] fiir i=1,2,3,... ist die Zahl, die angibt,
welcher Teil aus der Anzahl der wiahrend des Zeitintervalles
[ti -1, %] erzeugten Gilitercinheiten (resp.aus der Produktions.
reserve) in [f;, 4] konsumiert wird.

Wenn

qt)=1—kt) (=1,23..),

dann geht die Gleichung (6) in die Form [Al(t;) == U(t;) — Uti—1)]

XMtn) - Mtn) = kita) . Alltn) + plta) - Y a(t) . AUt (1)
i=1

iber.

§2. — Im ersten Teile haben wir die Losung der Gleichung fiir
die planméaBige landwirtschaftliche Produktion angegeben.
Ich will nun (was tibrigens sehr leicht ist) die Gleichung fiir die Bedin-
gung dieser PlanmiBigkeit durchrechnen. Zu diesem Zwecke mufl man
voraussetzen, dall die gegebenen Hilfsfunktionen w«(f;), A(t;), k(t:), p(t:)
konstant sind, sodaB sich die Gleichung auf die Form

& h=k. Allty) + p.q. ¥ AUt)
i=1
reduziert. Fiithren wir die Konstanten 4, B, C, die simtlich > 0, durch
die Definitionen

n
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A =od+ pgllty),
B

C=pq
ein, dann entsteht eine nichthomogene lineare Differenzen-
gleichung erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten von
der Form
A = B.AlUt,) + Clt,). (7a)
Die Losung dieser Gleichung kann man, wie wohl bekannt, sehr
leicht finden. Wahlen wir die partikulire Losung Ix(t,) der homogenen
Gleichung
B. Al(ta) + C hy(ta) = 0

lh(tn) = ﬂt n
und suchen wir die Bedingung fiir die Konstante 8. Nachdem ¢, _; =1¢,—1,

ist ABtn = ftn (1 -%) sodaB

in der Form

folgt. Ersichtlich allgemein
0<p<l.

(Wenn 4,B,0 >0, ist 0 << 1)
Daher _ [ B \
lh(tn) - (B + 0) .
Die allgemeine Losung I(f,) der nichthomogenen Gleichung leiten
wir wie folgt ab: Wir schreiben

Uta) = Btn . v(ta),
wobei fStn == §(¢,;) und ¥(¢,,) eine noch zu bestimmende Funktion ist. Weil
Ata) = v(ta) . ABtn + fin—1 Avity),
folgt fiir v(t,) die Gleichung
doit) =5 pt,  (B>0)

woraus nach
m

Y 4v(ta) = vltm) — o(t)

n=1

A m
v(tn) =) + 5y, B
5L

sogleich

v(fo) ist durch die Anfangsbedingung bestimmt.
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Also
A m
U(tm) = oltg) B + %Zl Bn-tn.
Ne=
Aber
th="tg+m{m=20,1,2,...),
sodafl
m 1—gm
Z ﬂ‘m‘tn =ﬂo+ﬂ1+ v +ﬂm—1: —1-::"3':
=1
" weiter "
A B A
Daher

y:| A (B+ C\b B \lm
- o 5]

Im Falle, da8 ¢, > 4 oo, folgt
A

Die Anzahl der im [#,—,, t,] erzeugten Giitereinheiten ist dann
A (B C\b C B \im
aten =[5 (757 —5]-(570) "

Wenn v(f;) = 0, dann
A B \m
Alft) = 5 (E?C”C) :
§3. — Anmerkung.

Die Gleichung (7a) kann man auch rekurrent 16sen. Wenn namlich
eine lineare Differenzengleichung erster Ordnung allgemein mit ver-
énderlichen Koeffizienten

A(tn) = B(tn‘ . Al(tn) + C(tn) - Utn)
[Al(tn) = Utn) — Utn—1)]
‘mit der Anfangsbedingung I(f,) gegeben ist, dann [unter der Bedingung
B(ta) + Clta) = 0] gilt
A(tn) Bita)

Ut) = Sy Bl + O U(tn—1)

B(tn) + Clta)
n=123,...).
[Vgl. 1. A. A. Markoff: Differenzer;rechnung, 1896, pag. 155—156.
2. P. M. Marples: Linear difference equations. An elementary treatment.
{Journal of the Institute of Actuaries, LXIII (1932), 404—423.)]
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III. Verallgemeinerung.

Fiihren wir die Funktion L(z, 7) fiir 0 < v < 2 < « ein, die
uns angibt, welcher Teil der Giitermenge aus der wihrend
{r, 7+ dv] angehduften Produktionsreserve im Augenblicke z
konsumiert wird, so stellt

t
fL(x, 7).r(n)dr 0ST<E<a) (8)
0

denjenigen Teil der withrend [0, ¢] angehduften Vorrite vor, welcher im
Augenblicke x konsumiert wird.

Das Integral (8) schreiben wir
¢
[K(z,v) . V(D) dr,
0

wo K(z, 1) = L{z, 7). [1 — k(7)].

Die Funktion K(z, ) kann man ersichtlich aus den frither einge-
fithrten Funktionen ableiten. Von allen Funktionen wird vorausgesetzt,
dal sie den Operationen, die mit ihnen durchgefiihrt werden, entspre-
chende analytische Eigenschaften haben,

Konstruiren wir jetzt die Funktion

F(z, t; 1) = L k() . V(1) + f K(z, 7). U(z) dv — aft) . A(t);
]

diese Funktion hat folgende inhaltliche Deutung: Sei x = ¢; dann gibt
F, ;0. dt

die Differenz zwischen dem Konsumvolumen [entsprechend dem Glied
$ k(t) . V(t) definiert] und "dem Produktionsvolumen in [¢, ¢ df} an.

Betrachten wir jetzt den Punkt a als beliebig aber fest gewihlt
(z. B. z kann der letzte Augenblick des Konsums sein) und gehen aus
dem Integral

= fF(a: &) . T() dt 9)
aus.
Um die Bedmgung fir das Warenmarktglexchgewxeht
abzuleiten, setzen wir
P = Extremum, (10)

was zu der Bedingung fiihrt, daB die erste Variation des Integrals P
gleich Null sein soll, d. h. ‘
0P = 0,

unter der Voraussetzung, da8 I'(!) eine verinderliche Funktion ist,
withrend die iibrigen Funktionen fest gewihlt sind.
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Ist ¢ eine stetig verinderliche GroBe und 7(f) eine beliebige stetige
Funktion, dann schreiben wir
P(e) = [F(z, ;1(6) + e (1) . [V (1) + en ()] &t
0

Die Bedingung 8P = 0 ist nun mit der Bedingung
e=0

de
dquivalent.
Es folgt sogleich fiir ¢ = 0:
1.

= z]c(t) I'(8) n(t) de.
0

af1 2
iz [HO B+ a

2.
d . 4 t
% { [ dt of K(z, 7). [l'(t) + en(x)] . [I(t) + en (t)] dt} =

z t
= [dt[K(z, 1) 0'(x) n(t) + U (®) n(x)] d.
0 0
3.
g—‘i{ Jaty ) @) + en(o)] dt} = [a(t) A0 (@) d.
0 0
Der Ausdruck sub 2 148t sich aber in die Form

z ¢ z r
[dt [E(@, ). v@) 7 (1) dv=[n(x) dr [K(z, 7). () at
0 0 0 T

bringen, oder weil
f I'(r) dv = Uz) — I(t)
¢

ist, folgt (nach Vertausch von ¢ und 7)
(fn(t) . K(z, t) . [Yz) — I(2)] d¢.
Zusammen also
PO) =00 {re 70 + Ko, ) ) — 1001 +
0
+ jK(:c, 7). U(v) dv — x(t) . ,w)} de.
0
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" Es muBf} also nach der Bedingung (10) fiir jedes ¢ ‘
t
a(t) . At) = k() . V() + K(x, 1) [i(z) — Lt)] + f K(z, 7). V(r)dr (11)
0

gelten, was die gesuchte Bedingung fiir das Gleichgewicht der
Giiterproduktion ist. Fiir ¢ = x folgt die Gleichung (6).

Die Gleichung (11) kann man auch direkt auf Grund der inhaltlichen
Deutung der in Betracht gezogenen Hilfsfunktionen ableiten.

Sie sagt aus, wie das Gleichgewicht in ¢ von dem Zustande in
allen vergangenen Angenblicken 7 und in einem zukiinf-
tigen Angenblicke x beeinflufit ist.

Vom analytischen Standpunkte aus ist es zweckmiBig die Gleichung

(11) folgendermaflen umzuformen: Setzen wir
oK(z, 7)
- or o= H(IZI, T),

80 ist

t ¢
[E(z,v) . V(1) dv = K(z, ) I(t) — K(z, 0) . [(0) + f H(x, 7) I7) dr
0 ) it

und nach Einfithren von

Bz, 1) = alt) . A(t) + K(z, 0) . 1(0),
folgt aus (11) die Gleichung

bz, t) = k(t) . V() + K(x,t) . Iz +fH z,7).(r)dr.  (1la)

Es gibt verschiedene Lisungen dieser Glelchung, je nachdem was
fiir Voraussetzungen wir gewithlt haben. Fir unsere Zwecke hat folgen-
der Fall eine Bedeutung: Der Punkt x ist fest gewihlt, z. B. = a und
auch der Funktionswert I(a) ist gegeben. Dann kann man setzen

g(t) = h(a, t) — K(a, t) . l(a)
und aus (l1a) folgt die Gleichung

t o
g(t) = k(t) . V() + f H(a, 7). l(7) dr, (11b)
0

welche leicht zu lésen ist.

IV. SchluBbemerkungen.

§1. — Ich bemerke, daB man ganz analog das kompliziertere
Problem der simultanen Massenfabrikation von zwei oder
mehreren Giitergattungen losen kann unter der Voraussetzung,
dal der Verbrauch jeder Gattung durch den Verbrauch der anderen
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bedingt ist. Speziell ist der Fall interessant, bei dem zwischen Konsum
und Produktion der Giitergattung D die Giitergattungen Dy, D,, ..., D,
einschalten werden, welche zwar nicht direkt fiir den Konsum bestimmt
sind, die man aber notwendig bei der Produktion der Giitergattung D
braucht. Analytische Beschreibung dieses Problems erfordert die Losung
eines Systems der simultanen Volterra’schen Integralgleichungen.

§ 2. — Es bleibt noch die Frage offen, was fiir Bedeutung die ange-
fithrten theoretischen Erwégungen fiir die wirtschaftliche Praxis haben,
Dieses wollen wir auf folgender Art erliutern: In jeder Wirtschaft ist die
Industrie gezwungen dem Konsum voranzueilen und Produktions-
reserven zu bilden und deswegen ist es notwendig verschiedene Vor-
aussetzungen iiber den kiinftigen Verbrauch (und zwar manchmal auf
lange Zeit voraus) zu machen. Unser Ziel war diese Voraussetzungen
klar zu formulieren und eine theoretische Grundlage fiir sie zu geben.

Le risque moyen d’une assurance générale.
Par J. Wertheimer & Paris.

La présente étude a pour but de généraliser les formules employées
pour déterminer le risque moyen d’une assurance. Les développements
qui vont suivre aboutissent & I’établissement de formules qui permettent,
outre I’évaluation du risque moyen dans les cas déja connus, celles des
autres cas qui sortent du cadre des formules déja existantes.

Nous utilisons pour ce travail la combinaison d’assurance générale
élaborée par Monsieur A. Loewy,!) qui est basée sur un schéma com-
portant n causes de sortie s’excluant les unes des autres. Nous nous
servons dans nos calculs des intégrales de Stieltjes, que Monsieur
A. Loewy?) a introduites le premier dans les mathématiques d’assu-
rances.

Une personne agée de y années s’assure pour une durée de p années
moyennant le paiement de la prime continuelle Py, de maniére que la
compagnie d’assurances ait & lui payer une certaine somme, si une des n
causes — mettons la ¢#me — gurvient; & ce moment I'assuré regoit la

somme Uf},)]“. Si aucune des conditions faisant I'objet du contrat ne
s’est réalisée pendant cette période de p années, la compagnie d’assu-
rances paie & 'assuré au moment ¥ 4 p la somme 7. En outre, et dans
les deux cas, la compagnie sert & ’assuré une rente de I'intensité Sjy) ¢,

1) A. Loewy, Zur Theorie und Anwendung der Intensitdten in der
Versicherungsmathematik, Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der
Wissenschaften, math.-nat. Klasse, Jahrgang 1917, 6. Abhandlung.

2y A. Loewy, Der Stieltjessche Integralbegriff und seine Verwertung in
der Versicherungsmathematik, Blitter fiir Versicherungsmathematik und
verwandte Gebiete, vol. 2, p. 3, 1931.



		webmaster@dml.cz
	2016-05-19T12:48:42+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




