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qui les définissent, soit en certain sens uniforme. En d'autres termes, 
elle demande que les valeurs de chaque variable partielle se concentrent 
autour de la valeur moyenne respective de sorte qu'on commettra une 
erreur au plus égal à e, e étant un nombre arbitrairement petit, sur 
chacun des l'intégrales (15) si Ton néglige des valeurs x de la variable 
pour lesquelles 

\x — xk\>Mt 
où M ne dépend que de e. 

2. La deuxième condition suffisante (14) du théorème sera sûre­
ment réalisée, si les nombres ak font une suite supérieurement bornée 
avec une limite supérieure uniforme (c'est-à-dire indépendante de l'in­
dice k) et si la somme de leurs carrés 

ffi2 + V + tfa2 + " • • . + tf»2 + • • • 
diverge, cette divergence étant d'ordre de n. Cela aura lieu lorsque les 
nombres ak

2 &°nt> tous àa même ordre de grandeur, à savoir s'ils ont une 
limite supérieure finie Sz 

<r*2£S\ 
Dans ce cas le nombre a est égal à S et le rapport 

augmente comme n. 

Sur les fonctions de fréquence de n variables. Re­
lation générale entre les moments et les semi-in­

variants. 
par E. Françkx (Bruxelles). 

I. Moments e t fonct ions c a r a c t é r i s t i q u e s . 

Dans le cas d'une fonction de fréquence discontinue de n variables 

/(#i#2 • • • xn). 

Le moment d'ordre (kt + k2 + . . . -f- kn) est défini par: 

™>kM.. ,\kn = 2 2 • • • 2/>l*2 • • • Xn) X^X^ . . . Xn*n (1) 

les sommations s'étendant pour chaque variable: 

xx: de 0 à nx; 
xz: de 0 à n%; 

è 

xn: de 0 à nH. 
11* 
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On obtient systématiquement les moments par le développement des . 
fonctions caractéristiques. En particulier, celle de Cauchy 

<p(uxu%.„un) = 2 2 • • « 2 f ( * i * 2 - . • a-n)e«-*-+«-**+-••+*«% (2) 
xk xs xn 

= i + 2 2 • • • 2 %w...fe vr^i—TT" (3) 

montre que Ton a en général: 
%9i+Qt+ . . . -f j7n 

^ ^ - j — - ^ ^ M « l « 2 • • • « . ) ] . , -„ - . . . -M„-0 = «,J ,J . . . | , , . (4) 

La fonction de Cauchy, qui est l'espérance mathématique de 
euixl+uixt+...+unxn donne donc, par dérivation, tous les moments. On 
les obtient de même, en considérant la fonction caractéristique de M. 
Paul Lévy; 

0(u1tca . . . un) = E e'<tt-*-+- • •+%*«> avec i = 1 / Z T (5) 

II . I n t r o d u c t i o n d'une va r i ab le supp l émen ta i r e dans la fonc­
t ion ca rac t é r i s t i que . 

Au lieu de considérer simultanément les n variables statistiques nous 
envisageons la fonction intermédiaire d'une seule variable: 

ip(t) == E e««*-*-+ • • • + Vn> (6) 

fonction qui se réduit à l'unité pour t = 0 et nous donne la fonction 
caractéristique de Cauchy pour t = 1, a = 1, celle de M. Lévy pour 

*-=!, a=]/^T 
Développée en série de Mac-Laurin elle donne: 

at aH2 aHk 

tft) = 1 + ax — + <r2 - ^ + . . . + ak -^ + .. . (7 ) 

relation dans laquelle: 

a%A === E (u1x1 + . . . + %#*)* = 

^ 2 TrïT^TTt **"**' * * ' Uï?n X w ^ ^ " ' l f f n (8) 
y i - (/21 • • - 9n> 

avec & + g2 + . . . + gn = £ 

polynôme homogène de degré „fc", d'où on déduit: 

&(aho*) /Q. 

L'introduction d'une variable supplémentaire transforme les condi-
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tions générales classiques (3) et (4) en trois relations équivalentes (7), 
(8) et (9). 

Le fait que la relation (7) a la forme du développement de la fonction 
caractéristique dans le cas d'une seule variable statistique, présente un 
avantage important . 

III . Les semi- invar ian ts dans le cas généra l . 

Par analogie avec la méthode de Thiele nous posons: 

an* ahk 

v , W = e " " " + ' " ^ + - + ' ' i - ^ + - " . (10) 

Les relations (7) et (10) étant indentiques, quelque soit at, il faut que les 
dérivées successives par rapport à at soient identiques. En particulier, 
en posant at = 0 on obtient la relation connue: 

<7r + l = l*i<*r + í-j-j• WTr-l + ( y ) /Vr-2 + • - - + /*r + l-(И) 

Pour que cette relation soit homogène de degré (r + 1) en ux, u2,.. ., un 

il faut que fik soit aussi homogène en ux>..., un mais de degré (k). 

On est amené à poser: 

«*/** = 2 fotg^.'-.iftîngM '"K %'l%*8 * ' 'Uï?n (12) 

nffM>-*\Qn> é tant le semi-invariant, correspondant à mgi\gt\,t,\gn, que 
Ton obtient, en remarquant que: 

3* («*/**) 
čtt/- ctø/*. . . дunH 

=3=nt7i!t?.|...|aя (13) 

IV. Le calcul des semi- invar iants en fonct ion des m o m e n t s . 

On peut par le calcul symbolique faciliter les opérations. La rela­
tion (8) peut s'écrire: 

a*o* = [mxux + m2u2 + . . . + mnjLinf 
d'où 

aa = mxux + m2«2 + . . . -f mnun (14) 

à condition de faire le développement suivant la loi du binôme et de 
remplacer le produit mx

g*m2
g*... mn

gn par le moment mgi\gt\„m\gn. 

E n faisant une convention analogue, on peut écrire de même: 

a/i = nxux + n2u2 + . . . + nnun. ' (15) 

Enfin, la relation (12) s'écrit symboliquement: 

cf+i = [ilp + oY (16) 
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et en tenant compte de (14) et (15) 
[27m»«i]r+1 = EriiUi [E(mi + n<) « # . (17) 

Les deux membres de (17) étant indentiques il faut que les coefficients 
de ux

g* . . . un
gn (gx + g% + . . . + gn = r + 1) soient les mêmes. Il 

s'en suit que: 
( r + 1)! 

~—: : mfmf*... mn
gn = Eni(mx + nx)

g* . . . X (m* + n.;/^*—1)... 
9v9$* • •• ffn\ 

r! 
• • • X (mn + nnYn X 7rr— r— r-. r—y (18) 

0 1 W - - • i(g< —îj i • • A ^ ï 
(r + 1) mx

gm%
g*. . . m/n = Egi nt- (mi + nx)

g*. . . (m* + w^r**1. . . 
w.. (m„ + 0„)% 

et en particulier: 
m**1 =ni{mi + ni)r. (19) 

En tenant compte des conventions on repasse aux moments et aux semi-
invariants. 

V. App l i ca t ion à la co r ré l a t ion o rd ina i re . 
Dans ce cas particulier, on a g1 + g2=^r + l, la relation (18) 

devient: 
(r + 1) m/*. m/» = gx nx (mx + nv)

g^x (m% + n%)g* + 
+ g%n%(mx + nx)

g> (m% + ntf*-1. (20) 

En donnant à r les valeurs 0 ,1 , 2 , . . . les formules (20) et (19) donneront 
de proche en proche, la valeur des semi-invariants: 

1er cas r = 0 
pour gx = 1; g% = 0 (19) donne mx = % d'où mjj0 = ni|0 

pour gx = 0; g% = 1 (19) donne m2 = n2 d*où moji = noji. 
2e cas r = 1 

pour gx = 2; g% = 0 la relation (19) donne m? = m^ii + nf 
d'où m2j0 = mij0nijo + n2jo et ngjo = m2jo — (wh|o)2 

pour gx = 0; g% = 2 on a par analogie n0j2 = m0j2 — {^\if 
pour gx = 1; #2 = 1 la relation (20) donne: 

2!m1m2 = nx (m2 + n%) + n% (mx + n^) 
ou 2miji = 2niji + mijo . noji + moji . nij0 

et par suite niji = miji —- mij0mij0. 
3e cas r = 2 

pour gx = 2; g% = 0 (19) donne m? = n(m£ + 2m#i? + n,3 

m3jo =nij0m2jo+2mij0n2jo + %jo 
on en déduit: n3j0 = m3j0—3m2jomij0+ 2 (mij0)

3 

pour gx =» 0; g% = 3 on obtient la formule symétrique 
pour g l = 2; gr2= 1 la relation (20) donne: 
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Zm^m% =- 2nx (mx + %) (mt + n2) + nt (mx + %)* 
== ^nxht% + 2ntn2 (mt + m2) + 2 % ^ + 

+ 2%m1m2 + »2mi2 

en repassant aux moments et semi-invariants 

3m2ji -=- 3»2]i + 2%|i (mi|0 + moji) + 2%|0 . moji + 2m|omi|i + nojim2jo 

et une formule symétrique pour n^. 
Il est ainsi possible d'effectuer le calcul progressif des semi-in­

variants. 

Une remarque aux inégalités. 
George Seitz. 

Dans les mathématiques d'assurance et dans la statistique, il est 
parfois très utile d'évaluer quelques fonctions de base, comme par ex* 
les fonctions biométriques, les valeurs actuarielles, etc. Oh doit donc 
trouver des inégalités qui sous certaines conditions répondent à ces 
fonctions. Pour y arriver, nous utilisons des inégalités qui nous sont 
bien connues de la théorie de mathémathique et que nous appliquons 
à ces fonctions. Très souvent, nous pouvons déduire déjà, sous des 
suppositions, parfois insignifiantes, des relations qui nous permettent 
de nous faire, au moins partiellement, une idée du développement de 
la fonction en question. Cependant, on doit remarquer que les résultats 
ainsi obtenus sont des évaluations assez grossières. 

Dans notre étude nous avons l'intention de traiter, parmi le grand 
nombre des inégalités qui ont trouvé une application dans les mathé­
matiques d'assurance et dans les statistiques, seulement ces de Tche-
bytchef et Schwarz. 

Nous allons déduire une inégalité, qui contient ces de Schwarz et 
Tchebytchef comme cas spéciaux. 

Nous avons donné Une matrice en u lignes et n colonnes (aa): 

% a\% • • 

a 2 1 a 22 • • 

L &u\ dU2 • « • aun/ 

et en outre nous avons donné 4 séries comprennant n chiffres 
Xx # 2 . . . Xn 

yiy%<-*yn 

Z\Z%. . ,zn 
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