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Porozuměńı Dudeneyho př́ıvěsku
a děleńı obrazc̊u
Vlastimil Dlab, Bźı u Železného Brodu

Abstrakt. Článek se zabývá děleńım rovinných mnohoúhelńık̊u na konečný počet část́ı, z nichž

lze sestavit jiné, předem zvolené mnohoúhelńıky. Úvodńı část je věnována historii těchto di-

sekćı a d̊ukazu Wallaceovy–Bolyaiovy–Gerwienovy věty, podle které lze mezi sebou transfor-

movat libovolné dva mnohoúhelńıky o stejném obsahu. Hlavńım tématem článku je tzv. Du-

deneyho př́ıvěsek, tj. rozděleńı rovnostranného trojúhelńıku na čtyři části, z nichž lze složit

čtverec. Dudeneyho konstrukce je i po sto letech od svého objevu předmětem řady publi-

kaćı; tento článek poukazuje na jej́ı podstatu a zobecňuje ji pro trojúhelńıky, které nejsou

rovnostranné.

1. Úvod

Vymezit nějakou přesněǰśı hranici mezi rekreačńımi hlavolamy a matematikou je často
velmi obt́ıžné. Zcela určitě je tomu tak v př́ıpadě disekćı, tj. děleńı rovinných geome-
trických obrazc̊u. To je discipĺına, která byla v historii mnoha kultur velmi populárńı
(viz [3]). Historické záznamy a d̊ukazy jsou bohužel velice vzácné, nicméně pouka-
zuj́ı na mistrovstv́ı dosažená např. v č́ınském či arabském světě. Č́ınské diagramy,
které vytvořil Liu Hui (asi 220–280) ve třet́ım stolet́ı našeho letopočtu, se bohužel
nedochovaly. Jejich charakter připomněl v osmnáctém stolet́ı č́ınský učenec Dai
Zhen (1724–1777) jednou ilustraćı ke speciálńımu vydáńı Jiu zhang suan shu (Mate-
matika v dev́ıti kapitolách), kterou znázorňuje obr. 1. Všimněme si, že úloha zapadá
do snahy aproximovat č́ıslo π: obrázek představuje geometrický d̊ukaz velmi hrubé
aproximace č́ısla π č́ıslem 3.

Arabskou vědu v této discipĺıně patrně nejlépe reprezentuje významný matematik
Muhammad Abu’l-Wafa Al-Buzjani (940–998), jehož př́ınos, stejně jako př́ınos
veškeré arabské vědy světovému rozvoji, nebyl dodnes doceněn. Zdá se, že teprve
v posledńıch desetilet́ıch nastává čas se vypořádat s evropským centralismem ve vědě
a uměńı. Ten neńı nič́ım nedávným. François Viète (1540–1603) vyjadřuje tento
pohled výroky, které jsou natolik odpudivé, že jsou v literatuře velmi zř́ıdka citovány.
Přitom současńı historikové vědy připomı́naj́ı, že kdyby Viète lépe znal arabskou ma-
tematiku, zjistil by, že mnohé ideje, k nimž dospěl, byly už dř́ıve arabským mate-
matik̊um známy. Viète nebyl nikdy schopen přiznat, že v bagdádském Domě moud-
rosti (Bayt al-Hikma, 830–1258) vzkvétala po několik stolet́ı věda a kultura, která
nám mimo jiné zachovala v arabských překladech řeckou literaturu včetně matema-
tické. Připomeňme, že učenci kalifátu Hárúna ar-Raš́ıda (763–809) a jeho syna
al-Ma’múna (786–833) měli bĺızké styky s tehdeǰśım světem včetně dvora slavného
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Obr. 1. Rozděleńı pravidelného dvanáctiúhelńıku na tři čtverce podle Dai Zhena

franského krále Karla Velikého (747/8–814), kde d̊ukazem kulturńı vyspělosti bylo
umět se podepsat. Abu’l-Wafa dosáhl úspěch̊u nejen při děleńı a transformaćıch ro-
vinných obrazc̊u, ale i v jejich aplikaćıch v arabské architektuře. Je třeba zd̊uraznit, že
děleńı čtverc̊u (viz obr. 2) a pravidelných mnohoúhelńık̊u představovalo jen nepatrnou
část všeobecného rozvoje nejen v matematice, ale i v mnoha jiných discipĺınách, které
v tomto obdob́ı rozkvétaly.

V tomto textu se omeźıme na děleńı mnohoúhelńık̊u na konečný počet část́ı, z nichž
se daj́ı sestavit jiné předem zvolené obrazce. Je pochopitelné, že takováto děleńı existuj́ı
jen za určitých podmı́nek, jako je např. rovnost obsah̊u. Jelikož děleńı nejsou jedno-
značná, hraj́ı d̊uležitou roli daľśı požadavky, jako je např. počet d́ılč́ıch mnohoúhelńık̊u
nutných k přeskupeńı nebo jejich symetrie.

Abychom se mohli lépe a přesněji vyjadřovat, domluvme se na několika jedno-
duchých pojmech. Konečnou množinu mnohoúhelńık̊u R(A) = {X1, X2, . . . , Xm} na-
zveme rozděleńım mnohoúhelńıku A, jestliže

(1)
⋃m
t=1Xt = A;

(2) pro každou dvojici index̊u t1 6= t2 je pr̊unikem Xt1 ∩Xt2 bud’ úsečka, nebo bod,
nebo prázdná množina.

Jestliže R(B) = {Y1, Y2, . . . , Yn} je rozděleńı mnohoúhelńıku B takové, že m = n
a existuje permutace π množiny {1, 2, . . . ,m} taková, že Xt a Yπ(t) jsou shodné pro
všechna 1 ≤ t ≤ m, řekneme, že A a B maj́ı společné rozděleńı a ṕı̌semeR(A) ≡ R(B).
Snadno se přesvědč́ıme, že relace ≡ je tranzitivńı:

Jestlǐze mnohoúhelńıky A a B a mnohoúhelńıky B a C maj́ı společná rozděleńı,
potom též mnohoúhelńıky A a C maj́ı společné rozděleńı.

Skutečně, necht’R1(A),R1(B),R2(B) aR2(C) jsou rozděleńı mnohoúhelńık̊u A,B
a C, pro která je

R1(A) ≡ R1(B) a R2(B) ≡ R2(C),
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Obr. 2. Rozděleńı čtverce na tři shodné čtverce podle Abu’l-Wafy

kde R1(B) = {Y1, Y2, . . . , Ym} a R2(B) = {Z1, Z2, . . . , Zn}. Potom všechny mnoho-
úhelńıky, které vzniknou jako pr̊uniky

Yr ∩ Zs, 1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ s ≤ n,
určuj́ı rozděleńı R(A) a R(C) (zjemněńı p̊uvodńıch R1(A) a R2(C)), pro něž plat́ı
R(A) ≡ R(C).

Tato tranzitivita je jádrem d̊ukazu následuj́ıćı věty spojované s řadou matematik̊u,
nejčastěji s Williamem Wallacem (1768–1843), Farkasem Bolyaiem (1775–1856)
a Paulem Gerwienem (19. stol.):

Každé dva mnohoúhelńıky o stejném obsahu maj́ı společné rozděleńı.

Jinými slovy: jestliže mnohoúhelńık A má stejný obsah jako mnohoúhelńık B,
potom je možné A rozdělit na konečný počet část́ı, z nichž lze sestavit mnohoúhelńık B.

Důkaz tohoto faktu je překvapivě jednoduchý. Je založen na existenci společného
rozděleńı jistých dvojic útvar̊u, které ukazuj́ı obrázky 3, 4 a 5.

Uvažujme triangulaci mnohoúhelńıku A.

(1) Ke každému trojúhelńıku T této triangulace zkonstruujme obdélńık M , který
s ńım má společné rozděleńı (obr. 3), a od něho přejděme ke čtverci N , který
má s obdélńıkem M společné rozděleńı: stranu x čtverce N sestrojme ze stran
obdélńıku M např. pomoćı Eukleidovy věty o výšce. Je-li w deľśı strana obdél-
ńıku M , je zřejmě w > x. Pokud je w > 2x, oddělme od obdélńıku M vhodný
počet obdélńık̊u s jednou stranou x, se zbylým obdélńıkem proved’me konstrukci
z obr. 4 a źıskané obdélńıky poskládejme na sebe do čtverce o straně x.

(2) Množinu čtverc̊u (které odpov́ıdaj́ı trojúhelńık̊um z triangulace) postupně redu-
kujme pomoćı konstrukce z obr. 5 tak dlouho, až dojdeme k jedinému čtverci Q,
jehož obsah je roven obsahu mnohoúhelńıku A a který s ńım má společné rozdě-
leńı (využ́ıváme tranzitivity relace

”
mı́t společné rozděleńı“).

Maj́ı-li mnohoúhelńıky A, B stejný obsah, maj́ı oba společné rozděleńı se čtvercem Q,
a tedy i navzájem. Poznamenejme ještě, že obr. 5 je zároveň d̊ukazem Pythagorovy
věty.
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Obr. 3. Společné rozděleńı trojúhelńıku a obdélńıku

Obr. 4. Společné rozděleńı obdélńıku a obdélńıku s danou základnou x

Obr. 5. Společné rozděleńı dvou čtverc̊u a jednoho čtverce (c2 = a2 + b2)

Stoj́ı za zmı́nku, že náš d̊ukaz je konstruktivńı: Dává fyzicky proveditelný návod,
jak jeden z mnohoúhelńık̊u rozstř́ıhat a ze źıskaných d́ılk̊u složit druhý mnohoúhelńık.
Zřejmou nevýhodou je fakt, že počet d́ılk̊u, který tento postup vyžaduje, zpravidla
značně přesahuje minimálńı počet potřebný k takové přeměně. Tento aspekt děleńı
mnohoúhelńık̊u bude středem naš́ı pozornosti v daľśı části textu.
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Obr. 6. Zadáńı Dudeneyho úlohy ze 6. dubna 1902

Wallaceova–Bolyaiova–Gerwienova věta je někdy omylem přič́ıtána Davidu Hil-
bertovi (1862–1943) — viz např. [4]. Možným vysvětleńım je skutečnost, že analo-
gický problém pro mnohostěny v trojrozměrném prostoru je znám jako Hilbert̊uv třet́ı
problém. Prostorová analogie věty však neplat́ı, jak ukázal už v roce 1900 Hilbert̊uv
student Max Dehn (1878–1952). Dokázal dokonce, že neexistuje společné rozděleńı
dvou obecných čtyřstěn̊u, což byla p̊uvodńı Hilbertova formulace problému.

2. Dudeneyho př́ıvěsek — historie

Děleńı rovinných útvar̊u na části, které lze uspořádat do jiných, předem určených
útvar̊u, se stalo před sto lety velmi populárńı formou matematických hlavolamů a hř́ı-
ček. Jedńım z ćıl̊u bylo minimalizovat počet prvk̊u, které byly k přeměně útvar̊u za-
potřeb́ı. Mezi osobnostmi, které tuto činnost popularizovaly, vynikal anglický mate-
matik Dudeney.

Henry Ernest Dudeney (1857–1930) byl mužem dominuj́ıćım světu matema-
tických hř́ıček a hádanek. Jedńım z jeho prvńıch úspěch̊u byl sloupek

”
Hádanky

a ceny“, který vycházel v londýnském Weekly Dispatch od dubna 1896 do konce
roku 1903. Dudeney zde publikoval téměř každý týden své hádanky a odměňoval nej-
lepš́ı řešeńı. Ponechával soutěž́ıćım jeden týden na rozluštěńı problému; řešeńı a v́ıtěze
pak oznámil po čtrnácti dnech od data, kdy byla hádanka zadána. Mnohé z hlavolamů,
které později publikoval ve svých knihách Amusements in Mathematics [2] a The Can-
terbury Puzzles [1], se poprvé objevily právě v tomto sloupku.

Sloupek ze 6. dubna 1902 (viz obr. 6) obsahoval úlohu
”
rozdělit rovnostranný

trojúhelńık na pokud možno nejméně část́ı, z nichž je možno složit čtverec“.
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Obr. 7. Společné rozděleńı trojúhelńıku a čtverce na pět d́ıl̊u

Bylo zaj́ımavé a překvapuj́ıćı, že Dudeney po dvou týdnech — jak bylo dř́ıve
zvykem — řešeńı této úlohy neuveřejnil. Popsal pouze, jak rozdělit rovnostranný
trojúhelńık na pět d́ıl̊u, z nichž je možno složit čtverec. Bylo to řešeńı, které měl
připravené?

Rozděleńı libovolného trojúhelńıku na pět d́ıl̊u, které se daj́ı složit do čtverce, je
snadné. Jedno takové děleńı je znázorněno na obr. 7.

Dudeney však zároveň oznámil, že ve skutečnosti existuje rozděleńı rovnostranného
trojúhelńıku na pouhé čtyři d́ıly, z nichž lze složit čtverec. A dodal, že se vskutku
nemýlil, když předpokládal, že úloha bude rozřešena, i když v odhaleńı

”
jádra této

záhady“ uspěl pouze jeden soutěž́ıćı, kterým byl pan C. W. McElroy z Manchesteru.
Tomu poslal za v́ıtězstv́ı v soutěži p̊ul guiney (což je možné hodnotit přibližně jako
dnešńıch 3 000 Kč) a pochválil ho jako jednoho z nejschopněǰśıch řešitel̊u v celé zemi.
Zároveň dal všem čtenář̊um možnost pokračovat v soutěži a zaslat svá řešeńı během
daľśıho týdne. To proto, že se podle něho patrně jednalo o nejzaj́ımavěǰśı a snad
i nejvýznamněǰśı problém, který se v jeho sloupku kdy objevil.

Jeho řešeńı i s patřičným vysvětleńım uveřejnil Dudeney až za daľśı dva týdny,
dne 4. května 1902. Oznámil též, že žádné daľśı správné řešeńı neobdržel, a že je tud́ıž
možno považovat tuto úlohu za skutečně perný oř́ı̌sek.

Neńı pochyb, že řešeńı je elegantńı. Otázkou z̊ustává, zda Henry Dudeney čtyř-
prvkové rozděleńı rovnostranného trojúhelńıku objevil sám, nebo si přisvojil řešeńı,
které objevil McElroy. Faktem je, že Dudeney hrdě popsal, jak 17. května 1905 pre-
zentoval mahagonový př́ıvěsek (ilustrativně znázorněný na obr. 8) představuj́ıćı řešeńı
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Obr. 8. Dudeneyho př́ıvěsek

problému na sch̊uzi Royal Society (britské akademie věd). Sbaĺıme-li př́ıvěsek směrem
doleva, slož́ıme jej do rovnostranného trojúhelńıku ABC; přitom dojde ke ztotožněńı
bod̊u G1, F1, Z1, . . . s body G, F , Z, . . . Sbaĺıme-li př́ıvěsek směrem doprava,
slož́ıme jej do čtverce GHKL; přitom dojde ke ztotožněńı bod̊u H2, M2, A2, . . .
s body H, M , A, . . .

Bohužel se zdá, že neexistuje žádný oficiálńı záznam, jak byl Dudeneyho př́ıvěsek
na zmı́něné sch̊uzi přijat, a to ani v Proceedings of the Royal Society, ani v Proceedings
of the London Mathematical Society. Na internetu lze nalézt celou řadu odkaz̊u na
řešeńı Dudeneyho problému; velmi pěkně je skládáńı Dudeneyho př́ıvěsku zobrazeno na
webové stránce http://en.wikipedia.org/wiki/File:Haberdasher-anm-01.gif.
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Obr. 9. Dudeneyho rozděleńı rovnostranného trojúhelńıku na čtyři části

Popǐsme nyńı podrobněji rozděleńı rovnostranného trojúhelńıku ABC na čtyři
části, z nichž je možno složit čtverec GHKL (obr. 9). Necht’ E, F jsou středy stran AC
a BC. Nejprve prodlouž́ıme těžnici AF do bodu U splňuj́ıćıho rovnost |FU | = |FC|.
Poté sestroj́ıme bod V , který je pr̊useč́ıkem prodloužené strany BC a p̊ulkružnice
nad pr̊uměrem AU. Bod X je pr̊useč́ıkem strany AB a kruhového oblouku se středem
v bodě F a poloměrem FV . Bod Y lež́ı na straně AB ve vzdálenosti |BF | od bodu X.
Daný trojúhelńık ABC je nyńı rozdělen na čtyři části spojnićı FX a kolmicemi Y Z
a EG spuštěnými z bod̊u Y a E na úsečku FX. Prodloužeńım úsečky EG do bodu H
tak, že |EG| = |EH|, a úsečky XZ do bodu L tak, že |XZ| = |XL|, dospějeme
k obdélńıku GHKL. Ten je rozdělen tak (AM ‖ BC), že čtyřúhelńıky AEHM
a CEGF jsou shodné, čtyřúhelńıky AMKN a AEGX jsou shodné a trojúhelńı-
ky XNL a XY Z jsou rovněž shodné. Protože je čtyřúhelńık EFY X rovnoběžńık,
je |FZ|= |GX|, a tedy rovněž |FX| = |GL|.

Poznamenejme, že předchoźı návod lze zároveň použ́ıt ke konstrukci č́ısla 4
√

3.
Jestliže se délka strany rovnostranného trojúhelńıku ABC rovná 2a, a tedy |BF | =
|FC| = |CE| = |EA| = |FU | = a, potom je délka výšky (užit́ım Pythagorovy věty)
rovna |AF | = a

√
3. Jelikož trojúhelńık AUV je pravoúhlý (Thaletova věta), je čtverec

jeho výšky |FV |2 = |FU | · |AF | = a2
√

3. Odtud |FX| = |FV | = a 4
√

3. Délka a 4
√

3
úsečky |FX| udává délku strany hledaného čtverce, nebot’ obsah čtverce o straně
délky a 4

√
3 se rovná obsahu a2

√
3 trojúhelńıku ABC o straně délky 2a. Protože je

|FX| = |GL|, je obdélńık GHKL čtvercem.
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Obr. 9 nám též pomůže určit délky |BY | a |AX| (připomeňme, že |XY | = a). Délky
stran trojúhelńıkuAXF jsou totiž rovny |AX|, a 4

√
3 a a
√

3. Nav́ıc plat́ı |∠XAF | = 30◦.

Užit́ım kosinové věty tedy dostáváme |AX|2 = a2
√

3− 3a2 + 2|AX| · a
√

3 ·
√
3
2 . Ozna-

č́ıme-li |AX| = x, dostáváme pro x kvadratickou rovnici

x2 − 3ax = a2(
√

3− 3), neboli

(
x− 3

2
a

)2

=
1

4
a2(4
√

3− 3).

Tedy x = 1
2a
(

3±
√

4
√

3− 3
)

, a jelikož x < a,

x = |AX| = 1

2
a

(
3−

√
4
√

3− 3

)
≈ 0,50901523a.

Proto |BY | = a − x ≈ 0,49098477a. Jedno z těchto dvou č́ısel (nebo obě) je možno
využ́ıt pro výrobu Dudeneyho př́ıvěsku.

3. Dudeneyho př́ıvěsek — porozuměńı

V této části chceme poukázat na obecný charakter Dudeneyho děleńı trojúhelńıku
na čtyři části, z nichž je možno složit čtverec, a hlavně zd̊uraznit, že se nemuśıme
omezovat na rovnostranné trojúhelńıky. Na prvńı pohled se zdá Dudeneyho přeměna
rovnostranného trojúhelńıku na čtverec záhadná a konstrukce na obr. 9 poněkud kom-
plikovaná. Uvid́ıme, že je bezprostředńım d̊usledkem dvou zcela elementárńıch geome-
trických tvrzeńı.

Podejme však nejprve formálńı popis Dudeneyho konstrukce obdélńıku přǐrazeného
danému trojúhelńıku ABC, která bude dále v textu už́ıvána. Spoč́ıvá v následuj́ıćıch
pěti kroćıch, které jsou ilustrovány na obr. 10.

1. Sestrojme středy E a F stran AC a BC.

2. Zvolme na př́ımce AB body X a Y tak, aby pro vektory
−−→
XY a

−−→
AB platilo−−→

XY = 1
2

−−→
AB.

3. Sestrojme paty kolmic spuštěných z bod̊u Y a E na př́ımku XF a označme je
ṕısmeny Z a G.

4. Sestrojme body L a H tak, aby
−−→
XL = −−−→XZ a

−−→
EH = −−−→EG.

5. Sestrojme Dudeneyho obdélńık D(ABC,X) = GHKL.

Poznamenejme, že jsme definovali
”
levou“ Dudeneyho konstrukci. Stejným zp̊u-

sobem, užit́ım bodu Y a úhlopř́ıčky Y E mı́sto X a XF , bychom źıskali
”
pravou“

konstrukci obdélńıku D(ABC, Y ).
Rovnoběžńık XY FE, jehož obsah se evidentně rovná polovině obsahu trojúhelńı-

ku ABC, je rozdělen na dvě dvojice shodných trojúhelńık̊u, jejichž vhodným přesunu-
t́ım (viz obr. 10) źıskáme rozděleńı obdélńıku GENL. Ke každému trojúhelńıku ABC
je tedy volbou bodu X na př́ımce AB přǐrazen Dudeneyho obdélńık D(ABC,X) =
GHKL o stejném obsahu jako trojúhelńık ABC.
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Obr. 10. Dudeneyho konstrukce obdélńıku GHKL přǐrazeného trojúhelńıku ABC
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Obr. 11. Př́ıklad věrné Dudeneyho konstrukce
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Obr. 12. Př́ıklad věrné Dudeneyho konstrukce vedoućı na čtverec

Naš́ım ćılem je určit, za jakých podmı́nek je možno touto konstrukćı rozdělit daný
trojúhelńık na čtyři d́ıly tak, aby se z nich dal obdélńık D(ABC,X) složit. Nazvě-
me takovou Dudeneyho konstrukci věrnou. (Pojem věrné konstrukce budeme mate-
maticky precizovat v jednom z daľśıch odstavc̊u.) Dudeneyho konstrukce na obr. 10
věrná neńı; př́ıklad věrné konstrukce je na obr. 11. Trojúhelńık ABC je rozdělen na
čtyřúhelńıky CEGF , BFZY , AXGE a trojúhelńık XY Z, jež jsou shodné s čtyřúhel-
ńıky AEHM , AMKN , AXGE a trojúhelńıkem XNL, které představuj́ı rozděleńı
obdélńıku GHKL.

Tento postup nás dovede k určeńı všech trojúhelńık̊u, pro něž existuje řešeńı
obecného Dudeneyho problému, tj. rozděleńı daného trojúhelńıku na čtyři d́ıly tak,
aby D(ABC,X) byl čtverec, který se dá z těchto d́ıl̊u složit (viz obr. 12).

Abychom mohli snadno formulovat př́ıslušné podmı́nky, uvažujme trojúhelńıkABC
v kartézských souřadnićıch. Necht’ A = (0, 0), B = (c, 0), kde c > 0, a C = (u, v);
tedy |u| je vzdálenost bodu C od osy y a v > 0 je výška trojúhelńıku ABC př́ıslušná
k základně AB. Střed F strany BC má tedy souřadnice

(
1
2 (u+ c), 12v

)
. Polohu bodu X

popǐsme souřadnićı x, tj. X = (x, 0). Př́ıslušnou Dudeneyho konstrukci D(ABC,X)
budeme značit D(u, v, x).

K tomu, aby Dudeneyho konstrukce obdélńıku byla věrná, tj. aby dovolila rozdělit
trojúhelńık na čtyři d́ıly, z nichž je možno složit obdélńık D(u, v, x), je nutné (a postaču-
j́ıćı), aby 0 ≤ x ≤ 1

2c a aby patyG a Z ležely uvnitř či na obvodu rovnoběžńıkuXY FE.
Podmı́nka pro patu G je splněna, právě když souřadnice x bodu X nepřevýš́ı souřad-
nici x bodu F , tj. když x ≤ 1

2 (u + c). (Pro x = 1
2 (u + c) bod G splyne s bodem F
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Obr. 13. Podmı́nky věrné Dudeneyho konstrukce

a pro x > 1
2 (u+ c) se bod G dostane nad úsečku EF .) Pata Z, která lež́ı na kružnici

nad pr̊uměrem XY , se nacháźı uvnitř či na obvodu rovnoběžńıku XY FE právě tehdy,
když F lež́ı vně či na obvodu zmı́něné kružnice (viz obr. 13). Ta má střed (x+ 1

4c, 0)
a poloměr 1

4c, muśı tedy platit

(
u+ c

2
− x− c

4

)2

+
(v

2

)2
≥
( c

4

)2
.

Po úpravě dostáváme pro 0 ≤ x ≤ 1
2c podmı́nky

u ≥ 2x− c a
(
u− 2x+

c

2

)2
+ v2 ≥

( c
2

)2
. (1)

Jejich d̊usledkem jsou následuj́ıćı dvě tvrzeńı.

• Pro libovolnou volbu vrcholu C = (u, v) splňuj́ıćı nerovnost u ≥ −c existuje
0 ≤ x ≤ 1

2c takové, že D(u, v, x) je věrná Dudeneyho konstrukce.

• Dudeneyho konstrukce D(u, v, x) je věrná pro každé 0 ≤ x ≤ 1
2c právě tehdy,

jestlǐze pro souřadnice vrcholu C = (u, v) plat́ı 0 ≤ u ≤ 1
2c ≤ v nebo u ≥ 1

2c

a zároveň v2 ≥
(
1
2c
)2 − (u− 1

2c)
2 (tj. C lež́ı v oblasti vyznačené na obr. 14).

Každému trojúhelńıku ABC, kde A = (0, 0), B = (c, 0), C = (u, v), jsme volbou
bodu X = (x, 0) přǐradili Dudeneyho obdélńık D(ABC,X) = D(u, v, x) = GHKL
o stejném obsahu. Věnujme se nyńı otázce, kdy je Dudeneyho obdélńık čtvercem. To
nastane právě tehdy, když |GH| = |LG|, neboli |GH|·|LG| = |LG|2. Využit́ım rovnosti
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Obr. 14. Množina bod̊u C = (u, v), pro něž je Dudeneyho konstrukce věrná pro každé x
splňuj́ıćı 0 ≤ x ≤ 1

2
c.

|LG| = |XF | obdrž́ıme

cv

2
=

(
x− u+ c

2

)2

+
(v

2

)2
. (2)

Diskriminant této kvadratické rovnice, který je roven v(2c− v), muśı být nezáporný,
což nastává pro v ≤ 2c. Řešeńım rovnice (2) pak dojdeme k následuj́ıćım výsledk̊um:

• Pro v = 2c a libovolné u je Dudeneyho obdélńık čtvercem v jediném př́ıpadě

D(ABC,X) = D(u, 2c,
u+ c

2
).

• Pro v < 2c a libovolné u vede Dudeneyho konstrukce ke dvěma čtverc̊um

D(ABC,X) = D(u, v,
1

2
(u+ c±

√
v(2c− v))).

Prvńı podmı́nka z (1) je v př́ıpadě v = 2c splněna triviálně. V př́ıpadě v < 2c je
splněna pouze pro x = 1

2

(
u+ c−

√
v(2c− v)

)
.

Druhou podmı́nku ze vztahu (1) lze ekvivalentně psát ve tvaru

(
u+ c− 2x− c

2

)2
+ v2 ≥

( c
2

)2
,

neboli

(u+ c− 2x)2 − c (u+ c− 2x) + v2 ≥ 0. (3)
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Obr. 15. Množina všech poloh vrcholu C, pro které lze Dudeneyho konstrukćı přeměnit
trojúhelńık ABC na čtverec.

Pokud je D(u, v, x) čtverec, pak z rovnosti (2) dostáváme 2cv = (u+ c− 2x)2 + v2.
Postupnými úpravami pak zjednoduš́ıme — s přihlédnut́ım k (1) a (2) — nerovnost (3):

2cv−c(u+ c− 2x) ≥ 0,

v ≥ u+ c

2
− x,

v2 ≥
(
u+ c

2
− x
)2

=
cv

2
−
(v

2

)2
,

v ≥ 2

5
c.

Dokázali jsme, že konstrukce D(u, v, x) je věrná a vede na čtverec právě tehdy,
když 0 ≤ x ≤ 1

2c,
2
5c ≤ v ≤ 2c a je splněna rovnost (2). Tu lze převést do tvaru

(u+ c− 2x)2 + (v − c)2 = c2,

což znamená, že vrchol C lež́ı na oblouku kružnice se středem (2x−c, c) a poloměrem c.
Pro 0 ≤ x ≤ 1

2c tyto oblouky vyplńı oblast všech př́ıpustných poloh vrcholu C, která
je vyznačena na obr. 15. Formulaci př́ıslušné věty přenecháváme čtenáři.
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Obr. 16. |CD| : |AB| = 2 : 5, |AX| : |XY | : |Y B| = 7 : 10 : 3

Obr. 17. |CD| : |AB| = (2 +
√

3) : 2

Na závěr připoj́ıme ještě tři poznámky. Prvńı se týká rovnoramenných trojúhelńı-
k̊u. Mysĺım, že by bývalo prospělo, kdyby Dudeney formuloval úlohu obecněji pro rov-
noramenné trojúhelńıky. Pro ty je podmı́nka existence věrné Dudeneyho konstrukce,
v ńıž je výsledný obdélńık čtvercem, obzvláště jednoduchá (viz obr. 15):

2

5
c ≤ v ≤ 2 +

√
3

2
c.

Obr. 16 a 17 zachycuj́ı situace, kdy vrchol C je v extrémńı poloze.
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Obr. 18. Rozděleńı trojúhelńıku na pět část́ı pomoćı Dudeneyho konstrukce, která neńı věrná.

V př́ıpadě rovnoramenných trojúhelńık̊u nesmı́me opomenout
”
singulárńı“ př́ıpad

v = 2c. Př́ıslušné rozděleńı trojúhelńıku pak má pouze tři části, které je možno složit
do čtverce. Tato Dudeneyho konstrukce neńı věrná.

Druhou poznámkou upozorněme na to, že všechna tvrzeńı týkaj́ıćı se Dudeneyho
čtverce lze snadno rozš́ı̌rit na obdélńıky předepsaných rozměr̊u. Dudeneyho obdélńı-
ky GHKL, jejichž délky stran maj́ı daný poměr |LG|/|GH| = k, jsou

D(ABC,X) = D(u, v,
1

2
(u+ c±

√
v(2kc− v))).

Třet́ı závěrečnou poznámkou odpov́ıme na dotaz, který je nasnadě: Co se stane
v př́ıpadě, kdy volba vrcholu C umožňuje Dudeneyho konstrukci, která vede ke čtverci,
ale neńı věrná? Otázku zodpov́ı př́ıklad na obr. 18 — společné rozděleńı má pět prvk̊u.

Nyńı již nezbývá, než vám popřát hodně úspěch̊u při hledáńı vhodné desky (ne-
zapomeňte, že Dudeney použil mahagon) k výrobě př́ıvěsku, kterým můžete okouzlit
své přátele.

Poděkováńı. Děkuji doc. Antońınu Slav́ıkovi a recenzentovi za konečné úpravy textu.
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