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FYZIKA

TFi naro¢néjsi Glohy z fyziky,

pri jejichz reseni se mizeme setkat s hyperbolou

Miroslava JareSovd, PedF UHK Hradec Krdlové

V jiz uvefejnénych c¢lancich této série jsme se zabyvali parabolami,
kruznicemi a elipsami. Zbyva posledni typ kuzelosecek — hyperboly. Opét

N

V prvni tloze zopakujeme zékladni poznatky z analytické geometrie
hyperboly.

1. Chladici vézZ jaderné elektrarny Temelin

Chladici véze elektraren maji obvykle tvar ¢asti jednodilnych rotac-
nich hyperboloidd, jak je zndzornéno na obr. 1. V pripadé jaderné elek-
trarny Temelin mé chladici véz vysku 154,8 m, prumér v koruné véze
je 82,6 m, patni pramér je 130,8 m. Nejmensi prumér mé véz ve vysce
123,8m (obr. 2). Ve vhodné kartézské soustavé souradnic napiste rov-
nici hyperboly (ve stfedovém tvaru), jejimz otdéenim kolem vedlejsi osy
vznikne rotacni hyperboloid temelinské chladici véze. Urcete také mini-
malni hodnotu prameéru dp;, této chladici véze.

b 82,6
i
r_dminl
|
154,8
i 123,8
i
|
¢ 130,8
Obr. 1 Obr. 2
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Resent
Uvazujme kartézskou soustavu souradnic Oxy z obr. 3, v némz je zakres-
lena cast hyperboly, jejiz rotaci

kolem osy y vznikne ,,plast* uva- y
zované chladici véze. Aby byly ob-
razky i vypocty jednoduché a pre-
hledné, uvadime v nich pouze ¢i-
selné hodnoty rozmeért - vzdy
v metrech.

Stfedovd rovnice hyperboly,
jejiz hlavni osa je rovnobézna
s osou = a vedlejsi osa s osou v,
ma tvar 0

B[41,3; 154.8]

Cla;123,8]

A[65,4; 0]
(@-m)? (y=—n)* _, Obr. 3
a? b2 ’

kde m, n jsou soutadnice stiedu hyperboly, a délka jeji hlavni poloosy
a b délka vedlejsi poloosy. Z obr. 3 je vidét, Ze pro uvazovanou hyperbolu
plati m = 0, n = 123,8. Jeji stfedova rovnice ma tedy tvar

2?2 (y —123,8)2
@ r

1. )

7 podminek, ze body A, B lezi na nasi hyperbole, dostaneme soustavu
rovnic s neznamymi a, b:

65,42 (0 — 123,8)2
a2 b2 -

1 (2)

4132 (1548 — 123.,8)?
a? b2 =1

3)

Jestlize v soustavé (2), (3) zavedeme substituci
1
t=—, u=— (4)

obdrzime soustavu dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi ¢, u:

65,42t —123,82 - u=1
4132t —31,02 u=1
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Vytesenim této soustavy dostaneme
t=6,52032-10"%, w=1,16716-10"%,

z ¢ehoz vypocteme

a= \/I =39,16, b= \/I = 92,56.
t U

Stredova rovnice uvazované hyperboly ve zvolené soustavé soufadnic je
tedy rovnice (1), v niz a = 39,16, b = 92,56.

Protoze dpin = 2a = 78,3, dosahuje temelinska chladici véz nejmen-
$tho priimeéru piiblizné 78,3 m.

Druh4 tloha se tyka dé&je v idedlnim plynu. V ¢asti b) ukdzeme situaci,
kterou nelze fesit prostiedky elementarni matematiky, ale je nutné pouzit
diferencialni pocet.

2. Uloha o idealnim plynu

Hélium o latkovém mnozstvi 1 mol je uzavieno pod valcovym pistem
a velmi pomalu pfechézi ze stavu 1 (tlak p; = 0,4 MPa, objem V; = 6 1)
do stavu 2 (tlak po = 4p;, objem V5 = %Vl) Urcete, jaké nejvétsi teploty
plyn pfi tomto déji dosahne, jestlize grafem zavislosti tlaku plynu na jeho
objemu je
a) Cast prfimky (obr. 4),
b) &ast paraboly, jejiz vrchol lezi na ose V' (obr. 5).
Resent
Pripomenme stavovou rovnici idealniho plynu

pV =nRT, (5)

v niz p je tlak plynu, V jeho objem, T jeho teplota, n latkové mmnozstvi
plynu a
R=8314J mol ' .- K™! (6)

je moldrni plynovd konstanta. Jestlize do (5) dosadime ze zadéni
n = 1 mol, obdrzime

pV = RT, (7)

coz jsou pro rizné konstantni 7' rovnice izoterm — hyperbol (obr. 4, 5).
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Cim vyssi je teplota plynu, tim dale od poéatku soustavy soufadnic je

vrchol odpovidajici hyperboly. Abychom se vyhnuli problémiim s jednot-

kami, budeme v (7) i v nasledujicich vypoétech povazovat symboly p, V,

R, T atd. za ¢iselné hodnoty jednotlivych veli¢in — vzdy v zdkladnich

jednotkéach.

a) V tomto pfipadé dosdhne plyn v pribéhu déje 1-2 takové nejvyssi
teploty, pro kterou se pfislusna hyperbola dotyka pfimky 1-2 (obr. 4).

p

TT>T

Obr. 4

Bod o soufadnicich V', p odpovidajici maximalni teploté T lezi jak
na hyperbole o rovnici (7), tak i na pfimce 1-2, jejiz rovnice m4 tvar

p=aV +b, (8)
kde a, b jsou konstanty, které uréime pozdéji. Pfimka (8) je te¢nou
hyperboly (7), jestlize soustava rovnic (7), (8) s nezndmymi p, V
mé pravé jedno FeSeni. Dosadime-li p z rovnice (7) do rovnice (8),
dostaneme kvadratickou rovnici pro V:

aV?+bV — RT =0
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Aby soustava (7), (8) méla pravé jedno feSeni, musi byt diskriminant
této kvadratické rovnice roven nule, tj.

b* + 4aRT = 0.
Vyjadiime-li odtud 7', dostaneme

b2

V tomto vztahu pro nejvyssi teplotu 7' zatim nezndme hodnoty kon-
stant a, b. Protoze pfimka (8) prochazi body popisujicimi stavy 1 a 2,
plati

p1=aVi+0b,

p2 = aVa +b.

Vyfesime-li tuto soustavu linedrnich rovnic o dvou nezndmych a, b,
pricemz si uvédomime, zZe podle zadani plati ps = 4pq, Vo = %Vl, do-
staneme

_Ppi=p2 _pi—4p1r 9
i—V, ‘/1—%‘/1 2V’

a

b:p2V1*p1V2 :4]31“/1—1?1'%‘/1 _ 11py
Vl_‘/Z Vl—%Vl 2 ’

Dosadime-li odtud za konstanty a a b do vztahu (9), a potom za
p1, V1 a R dosadime ¢iselné hodnoty ze zadani a z (6), vypocteme

_ 121pV; . 121-(0,4-10%) - (6-1077)
T= 72R 72 - 8,314 = 485.

Zjistili jsme, Ze plyn pri zkoumaném déji dosdhne nejvyssi teploty asi
485 K.

Vrcholova rovnice paraboly na obr. 5 je dana vztahem

(p—0)% = —2¢(V —m),
.
p? = —2¢(V —m), (10)

kde m, 0 jsou soufadnice vrcholu této paraboly a c jeji parametr.
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Protoze parabola (10) prochézi body popisujicimi stavy 1 a 2, plati
p? = —2¢(Vy —m),
p3 = —2¢(Va —m).

Vyfesime-li tuto soustavu rovnic o dvou neznamych m, ¢, pficemz si
uvédomime, ze podle zadani plati p, = 4py, Vo = %Vl, dostaneme

o Vs —Vapt _ Vi-16pf — 5Vi-p} _ 47V;

p3—p? 16p? — p? 45

no _ 45p3
201 —£vy) 4V

C = — =
2(V1 - m)
Dosadime-li odtud za m a ¢ do rovnice paraboly (10), mizeme tuto

rovnici po jednoduché tpravé napsat ve tvaru

45p? 47p?
R W VL (11)

2Vi 2
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Pro kazdé V', pro které plati Vo < V' < V4, mé parabola (11) spoleény
bod (a to pravé jeden) pravé s jednou z hyperbol

pV = RT. (12)

Vyjadifime nyni druhou mocninu teploty 7" odpovidajici této hyper-
bole jako funkci proménné V. Pro soutadnice V', p spole¢ného bodu
a teplotu T plati (11) a zaroven (12). Jestlize z (12) vyjadiime p a
dosadime do (11), dostaneme po tpravé

2 45
72 = P (g7p2 2 2 s 13

Zajimé nas globalni maximum funkce 7' proménné V na intervalu
(Vo, V1). Hledejme V' € (Va, V1), v ném# mé funkce T2 dané predpi-
sem (13) nejvétsi hodnotu na intervalu (Va, Vi) — pro stejné V' ma
nejvétsi hodnotu na zminéném intervalu i funkce T'. Vypocteme de-
rivaci funkce T2 proménné V a zjistime, ve kterém bodé intervalu
(Va, V1) je tato derivace rovna nule:

d71? p%

— = 472V — B gy

AV~ 2R? <7 Vi 3v>
dT? 47 2
dV—O/\Ve(Vg,Vl) (iviv) = V=3

Pomoci druhé derivace ovéfime, ze funkce 72 mé ve vypocteném bodé

47 2
' Vi e (Va, W 14

lokéalni maximum:
d27? p% 45
— 21 (y7.9_ =
dv?2 2R? ( T i 6V>
d271? V) — d2T? (47 2
dv?2 dvz \45 3

1/1):—47 R2<0

Zjistili jsme, Ze funkce T2 mé na intervalu (V5,V;) jediny lokalni
extrém, a to lokdlni maximum v bodé V'. Protoze je tato funkce
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spojitd na intervalu (Va, V1), jde dokonce o jeji globalni maximum
na intervalu (Va, V7). Ve stejném bodé V' m4 globdlni maximum na
intervalu (Va,V;) také funkce T proménné V. Hodnotu 7" tohoto
maxima vypoc¢teme dosazenim V' za V z (14) do (13), odmocnénim
a pak dosazenim ¢iselnych hodnot za p;, Vi a R ze zadani a z (6):

2 47 47 p1V1_
T =T(V=/T2(V)==2.—-.,/|—. 22— =
V) (V) 3 45 6 R

L2 47 47 (0,4-10°)-(6-1077) .
"3 45 \l6 8,314 =563

Vypocitali jsme, ze plyn pri tomto déji dosdhne nejvyssi teploty asi
563 K.

Porovname-li vysledky feSeni uloh a) a b), vidime, ze 7" > T. To
je mozné fyzikdlné zdtvodnit napf. tim, Ze v pi¥ipadé b) je nutné pro
prechod plynu ze stavu 1 do stavu 2 vykonat vétsi praci (vétsi plocha
pod k¥ivkou zobrazujici pfechod plynu).

Ve treti uloze se vratime ke gravitacni potencialni energii, jiz jsme se
dosti podrobné vénovali v ¢lanku [1].

3. Gravitaéni potencialni energie

Téleso o hmotnosti m je premisténo z povrchu Zemé do vzdélenosti
r 2 R od stfedu Zemé (R znac¢i polomér Zemé). Odvodte vztah vyja-
dfujici prirtstek gravitacni potencialni energie AE,, soustavy, ktera je
tvofena Zemi a zminénym télesem, v zavislosti na vzdalenosti r. Sestrojte
graf funkce popisujici tuto zavislost.

Reseni
Ze vztahu (3) v ¢lanku [1] vime, Ze gravitaéni potencidlni energie télesa
o hmotnosti m v gravitacnim poli Zemé ve vzdalenosti r od stfedu Zemé
je

Mm

Epg<r):_% s

kde M je hmotnost Zemé a s gravita¢ni konstanta. Pfirtistek potencialni
energie télesa pfi jeho premisténi z povrchu Zemé do vzdalenosti r» od
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jejiho sttedu tedy je

Epg(r) - Epg(R) =—x r R R 4 r

Mm Mm Mm Mm

— | —» = .
To je soucasné prace vykonana pii tomto premisténi ptisobenim vnitinich
sil soustavy. Gravitacni potencidlni energie soustavy se proto o stejnou
hodnotu zmensi, tedy

M M M
AEpg(%?m% rm) = me, (15)
Mm

kde jsme pro jednoduchost oznadili C' = %? .

Grafem funkce AFE,, proménné r dané piedpisem (15) je ¢ast hyper-
boly (obr. 6).

@)
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