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MATEMATIKA

O jedné Gloze z ukrajinské MO

Jaroslav Svréek, PrF UP Olomouc

Abstract. The article presents solutions of an interesting plane geometry pro-
blem used in the 47th Ukrainian Mathematical Olympiad (in 2007). The article
consists of five various solutions by five different specialists in problem solving
and problem posing.

Ve 47. ro¢niku ukrajinské matematické olympiddy (v roce 2007) se
pro zéky 9. ro¢niku (odpovida zhruba kategorii B v nasi matematické
olympiadé) objevila mezi Glohami v zdvéreéné ¢asti soutéze nésledujici
planimetrické tloha:

Uvnitt pravouhlého trojuhelniku ABC s preponou AB a wnitinim
whlem pri vrcholu A o wvelikosti 60° existuje bod P, pro ktery plati
|SAPB| =120°, |BP| =4 a |CP| = 1. Urcete délku usecky AP.

Na prvni pohled se mtize zdat, ze jde o pomérné snadnou tlohu, zvlasté
kdyz byla urc¢ena soutézicim nizsi vékové kategorie. Na tomto misté dopo-
rucujeme Ctenaitim, aby se nejprve samostatné pokusili o feseni uvedené
ulohy, a sami tak posoudili jeji obtiznost.

Ti, ktefi tak ucini, se pravdépodobné také zdhy presvédci o tom, ze
tloha rozhodné nepatii mezi snadné, a nejspis se vrati k pokracovani
v Cetbé tohoto ¢lanku. Jeho cilem je nabidnout ¢tenaitim kromé autorova
feSeni tlohy také dalsi originalni a inspirativni feSeni této tulohy, jejimiz
autory jsou mj. néktefi renomovani feSitelé a tvirci nadstandardnich
uloh pro matematické soutéze na stfednich skolach.

Resent dlohy: Ozna¢me z délku tsecky AP a K, L, M body soumérné
sdruzené s bodem P po fadé podle primek BC, C'A, AB. Uvazujme nyni
trojuhelnik K LM.

Protoze vnitini thel pfi vrcholu C v trojuhelniku ABC' je pravy, je
s ohledem na pouzité osové soumérnosti podle pfimek BC a C'A thel
KCL jeho dvojnasobkem, tj. KCL je pfimy thel. Bod C je tudiz stte-
dem strany K L v trojthelniku K LM a plati |KL| = 2 (obr. 1). Podobné
trojuhelnik LAM je rovnoramenny se zakladnou M L a vnitfnim thlem
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pri jeho hlavnim vrcholu A o velikosti 2 -60° = 120°. Vzhledem k pouzi-
tym osovym soumérnostem plati dile |[AM| = |AL| = |AP| = z. Protoze
oba vnitini thly pfi zadkladné M L uvazovaného rovnoramenného troja-
helniku LAM maji velikosti 30°, je |ML| = z/3.

Obr. 1

Koneéné trojihelnik MBK je rovnostranny (rovnoramenny se zéklad-
nou K'M a velikosti 2-30° = 60° vnitiniho thlu pfi hlavnim vrcholu B),
a plati tedy |BP| = |BM| = |BK| = |[M K| = 4. Nyni mtZeme vyjadfit
jesté velikost vnitiniho thlu pii vrcholu M v trojuhelniku K LM. Plati

|ALMK| = |[SJAMB| — |JAML| — [ BM K| = 120° — 30° — 60° = 30°.

Protoze |SLMK| = 30° a |[KM| = 4, ma bod K od pfimky LM vzdé-
lenost 2, coz je praveé délka tsecky KL, takze K LM je pravouhly trojua-
helnik s pravym thlem pf#i vrcholu L. Pro délku jeho odvésny M L podle
Pythagorovy véty plati [ML| = 2v/3. Z druhé strany viak jiz vime,
7e |[ML| = xv/3. Porovnanim obou vysledkii bezprostiedné obdrzime
x = |AP| = 2. Tim je tloha vyfeSena.

Pozndmka: Jind moznost, jak vyjadrit délky strany M L v trojihelniku
KLM, je vyuziti kosinové véty v trojuhelniku K LM. Lze také vyuzit
skutec¢nosti, ze MKLA je rovnoramenny lichobéznik se zdkladnami M K
a LA (obr. 1), odkud je patrné, ze x = 2.

Jiné fesent (autorem je Josef Tkadlec, student G J. Keplera v Praze 6).
Oznaéme C’ stfed piepony AB uvaZovaného pravothlého trojuhelniku
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ABC, jehoz vrcholy jsou oznafeny (ve shodé s obr. 2) v matematicky
kladném sméru, a ¢ = |AP|. Uvazujme nyni zobrazeni v roviné, které
je sloZeno z otoc¢eni R(A,—60°) a stejnolehlosti H(A,2), tzv. spirdln{
podobnost.

2
P//

Obr. 2

V tomto zobrazeni se bod P zobrazi nejprve pomoci otoceni R na
bod P’, ktery se déle zobrazi ve stejnolehlosti H na bod P”, tj. plati
P +— P — P". Podobné C +— C’' — B (obr. 2). Obrazem tsecky C'P
je v tomto zobrazeni tsecka BP”, kde |BP”| = 2. Bod P’ je pfitom
stfedem tsecky AP”. Piimky AP"” a PB jsou rovnobézky, nebot plati

|YPAP"| 4+ |XAPB| = 60° + 120° = 180°.

Dale ukizeme, ze AP”BP je rovnob&znik. ProtoZe trojuhelnik APP’
je rovnostranny, je AP”P pravouhly trojuhelnik s pravym thlem pii
vrcholu P, nebot
|P'P|=|P'Al=|P'P'|=x

(body A, P a P” lezi na Thaletové kruznici se stfedem v bodé P’). Navic
plati [SAP"P| = | BPP"| = 30°. Trojahelnik BPP" je vSak rovnéz
pravouhly s pravym thlem pt¥i vrcholu P”| nebot |BP| =4, |BP"| = 2
a |[{BPP"| =30° (viz prvni feseni), a tudiz

[SAP"B| = [§AP"P| + |4 BP"P| = 30° + 90° = 120°.

Ctytthelnik AP”BP je tedy rovnobéznik, v némz plati |AP"| = |BP],
tj. 2z = 4. Usec¢ka AP mé délku z = 2.
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Jiné€ fesent (autorem je Waldemar Pompe, Universytet Warszawski, Pol-
sko): Ozna¢me nejprve x = |AP|. Uvazujme Thaletovu kruznici k opsa-
nou trojuhelniku ABC' a ozna¢me @ druhy prisecik pfimky AP s kruz-
nici k. Protoze trojuhelnik ABQ je pravouhly, je pravoihly rovnéz troj-
thelnik PBQ. Velikost vnitiniho thlu pii vrcholu P v tomto trojuhel-
niku je rovna velikosti vnéjsiho tthlu pfi vrcholu P v trojihelniku ABP,
je tedy | BPQ| = 60°. V pravothlém trojihelniku PBQ tak mame
|PQ| = 3|PB| =4 -4=2a|BQ| =2V3 (obr. 3).

Obr. 3

Na zakladé vlastnosti obvodovych thld plati [ ABC| = |[FAQC| =
= 30°. Odtud plyne, ze trojuhelnik PQC je pravothly (s pravym thlem
pfi vrcholu C), nebot |PC| = 1, |PQ| = 2, [SPQC| = |<AQC| = 30°
(viz prvni feseni), a pro velikost jeho odvésny C'Q tedy plati |CQ| = v/3.

Protoze dale |[BCA| = 90° = |XQCP|, jsou thly ACP a QCB
shodné. Z vlastnosti obvodovych thla dale plyne, ze také thly CAP a
CBQ jsou shodné. Plati totiz |[FCAP| = |[SCAQ| = |[5CBQ|. Odtud
vidime, Ze trojuhelniky CAP a C'BQ jsou podobné, a pro odpovidajici
délky stran v téchto trojuhelnicich proto plati

$_2\/§

NG
a odtud pfimo x = 2. Je tudiz |[AP| = 2.

Jin€é veseni (autorem je Karel Hordk z Matematického tistavu AV CR
v Praze): Ozna¢me F vnitini bod trojahelniku ABC, z néhoz jsou vidét
vSechny jeho strany pod thlem 120° (tzv. Fermativ bod).

Ozna¢me D vrchol rovnostranného trojuhelniku vné pfipsaného pie-
poné AB a podobné E vrchol rovnostranného trojihelniku vné pfipsa-
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ného odvésné BC' uvazovaného pravouhlého trojuhelniku ABC. Vzhle-
dem k tomu, ze D je stfed oblouku AB kruZnice opsané trojihelniku
ABF neobsahujiciho bod F, je pfimka F'D osou uhlu AF B. Analogicky
také ptimka F'F je osou thlu BEF'C. Protoze oba thly AF B a BFC maji
velikost 120°, prochézi piimka F'D vrcholem C a podobné piimka FE
prochéazi vrcholem A trojuhelniku ABC'. Oznacme jesté X a Y priseciky
piimek C'D a AF po fadé se stranami AB a BC. Konec¢né stredy stran
AB a BC ozna¢me po fadé C' a A’ (obr. 4).

E
C
Y
E 7 A
A X o B
D
Obr. 4

Ukézeme, ze plati [CF| : |BF| = 1 : 4. Vzhledem k tomu, Ze body
E, A’,C’ lezi na ose tisecky BC a pfimky AC a BC jsou navzajem kolmé,
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jsou piimky AC' a E A’ rovnobézky (obé kolmé k BC'). Pravouhlé troju-
helniky ACY a EA'Y jsou proto stejnolehlé se stifedem stejnolehlosti Y
a plati

|AC|: |[EA'|=2:3=|CY|:|AY],

nebot EA’ je vyskou z vrcholu E v rovnostranném trojihelniku CBE.
Protoze Y je prusecikem osy vnit¥niho tthlu pfi vrcholu F' trojihelniku
BCF se stranou BC' a bod A’ je stfedem strany BC', dostdvame odtud*)

|CF|:|BF|=|CY|:|BY|=2:(345)=2:8=1:4.

Dokazali jsme tak, Ze uvazovany bod P vnitifku trojihelniku ABC ze
zadani tlohy je totozny s Fermatovym bodem tohoto trojuhelniku, tj.
F=P.

Nyni zbyva stanovit pomér |AF|: |BF| = |AX|: |BX]|. Ze stejnoleh-
losti trojuhelnikit AXC a BXD (se stiedem stejnolehlosti X a s koefici-
entem stejnolehlosti —2) bezprostfedné plyne

|AX|:|BX|=1:2=|AF|:|BF|.
Je proto |AF| = |[AP|=1-4=2.

Predesla ¢tyri feseni uvedené tlohy se opirala pfedevsim o prostiedky
syntetické geometrie (shodna zobrazeni, podobnost a stejnolehlost, vlast-
nosti obvodovych thla apod.). Zavérem uvadime jesté jedno, odlisné fe-
Seni této tlohy, které je naopak zaloZeno pfredevsim na vypoctu (kalku-
lativni FeSeni, algebraickd metoda).

Dalsi teseni (autorem je Jaromir Simsa, Prirodovédeckd fakulta MU,
Brno): Protoze velikost vnitiniho thlu pfi vrcholu A v uvazovaném pra-
vouhlém trojihelniku ABC je 60°, ozna¢me |AC| = b a |AB| = 2b. Déale
necht |PA| = x a ¢ = |JPAC/|. Pak plati |SPAB| = 60° — ¢, a z troj-
thelniku ABP tedy | PBA| = ¢ (obr. 5). Nyni (dvakrat) aplikujeme
kosinovou vétu v trojuhelniku ABP. Pfedné plati

(2b)? = 4% + 2% — 2- 4w cos 120° = 16 + 2% + 4. (1)
V tomtéz trojihelniku plati ovSem (pfi zvoleném oznaceni) také

2?2 = 4b% + 16 — 16bcos . (2)

*) Osa vnitiniho Ghlu protina protilehlou stranu trojihelniku v bodé, ktery déli tuto
stranu v poméru délek prilehlych stran.
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Vyuzitim kosinové véty v trojuhelniku ACP dostaneme déle

1=0%+ 22 — 2bz cos . (3)

Obr. 5

Ze vztaht (2) a (3) nejprve vyloudime cos ¢. Plati

40?416 —2? b2 +a? -1
16b S 2z

Po tpravé pak dostaneme
4b%x + (16 — 2%)x = 8b* + 82 — 8.
Do posledniho vztahu dosadime z (1) za 4b%. Dostaneme tak rovnici
(2% + 4z + 16)2 + (16 — 2%)x = 2(2* + 4o + 16) + 8% — 8.

Po snadnych upravach, které ponechavame ¢tenaitim, dostaneme kvad-
ratickou rovnici 22 — 4z + 4 = 0, kterd méa dvojnasobny (realny) kofen
x = 2. Je tedy |PA| = 2.

Pripadna dalsi zdarila feseni této planimetrické ulohy, ktera zaslete do
redakce naseho ¢asopisu, radi zvefejnime. Ulohy s p¥ibuznou tematikou
miiZete najit mj. také v nize uvedenych sbirkach [1] a [2].
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