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MATEMATIKA

Kleinova Ctyrgrupa

Frantisek Katrnoska, Ustav matematiky, VSCHT Praha
Michal Kvizek, Matematicky ustav AV CR, Praha

Abstract. The article deals with properties of the Klein Four-Group and its
occurrences not only in mathematics.

V letoSnim roce si pripomindme 160. vyroc¢i narozeni Felixe Christi-
ana Kleina (1849-1925). Po tomto vyzna¢ném némeckém matematikovi
je pojmenovana napf. znamé neorientovatelnd plocha — Kleinova ldhev,
déle Kleinova kvadrika, Kleintiv prostor, Beltramiho—Kleintiv model Lo-
bacdevského geometrie a také Kleinova ¢tyfgrupa (viz [4]).

Felix Klein se narodil v Diisseldorfu. Po absolvovani univerzity
v Bonnu zacal spolupracovat s norskym geometrem S. Liem (1842-1899).
Spolecné studovali nové sméry v geometrii a teorii invariantti. V roce
1872 nastoupil Klein na univerzitu v Erlangen. Zde se jiz ve svych 23 le-
tech proslavil svou profesorskou prednaskou: Srovndvaci vvahy o novéj-
sich geometrickych baddnich, ktera vstoupila do déjin matematiky pod
nazvem FErlangensky program. V ni poukéazal na vztah mezi geometrii a
teorii grup a navrhl studovat vlastnosti geometrickjch objekt pomoci
invariantd grup transformaci definovanych na téchto objektech. Klein
déle pusobil v Mnichové, Lipsku a na slavné univerzité v Gottingen.

V tomto ¢lanku mimo jiné ukaZeme, jak spolu souvisi molekula vody
a mnozina {1,3,5,7} s operaci ndsobeni modulo 8. Tyto objekty nemaji
zdanlivé nic spoleéného. Pomoci teorie grup ale ukazeme, Ze spolecné
vlastnosti maji. Pripomenme si nejprve definici grupy.

Necht G je neprazdné mnozina s binarni operaci o. Rekneme, Ze dvo-
jice (G, 0) je grupa, jestlize plati:

1) (fog)oh = fo(goh) pro vSechna f,g,h € G,

2) existuje prvek e € G takovy, Ze eog = g = goe pro vSechna g € G,

3) ke kazdému prvku g € G existuje prvek g~! € G tak, Ze

-1 _ -1
gog =e€e=g ©°g.
Prvek e se nazyva neutrdlni a g~ inverzni prvek k g v G. Vlastnosti
1) se fika asociativita. Pod bindrni operaci o: G X G — G si mizeme pied-
stavit napf. operaci séitani +, nasobeni x, skladani zobrazeni o apod.
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Napriklad mnozina vsech celych ¢isel Z s operaci + je grupou, mnozina
kladnych realnych c¢isel R} s operaci X je grupou a mnozina vsech oto-
Ceni v roviné kolem pevného bodu s operaci skladani o je také grupou.
To jsou priklady nekonecnych grup.

Rekneme, Ze (G, o) je koneénd grupa, jestlize mnozina G m4 jen ko-
neény pocet prvkil. Rdd koneéné grupy je podet prvkil G. Napiiklad
mnozina

G={1,1i-1,—i} (1)

s operaci nasobeni komplexnich c¢isel je kone¢na grupa fadu ctyii.
Konecnou grupu lze definovat pomoci tzv. Cayleyho tabulky pojme-
nované na pocest vynikajiciho anglického matematika Arthura Cayleyho
(1821-1895). Necht (G,o0) je grupa fadu n, kde G = {g1,92,-..,9n}
Cayleyho tabulka grupy (G, o) je étvercové schéma takové, ze prvek na-
lézajici se v priiseciku fadku oznaceného g; a sloupce oznaceného g; je
roven g;0g; pro4,j € {1,2,...,n} a jsou splnény axiomy grupy. Uvedme
si napt. Cayleyho tabulku pro grupu (1) s operaci ndsobeni x (tab. 1):

Tab. 1

Klicovym pojmem v dalsim vykladu je izomorfie grup. Rekneme, Ze
grupy (G1,0) a (Ga, x) jsou izomorfni, jestlize existuje vzéjemné jedno-
znacné zobrazeni F: G1 — G4 takové, Ze

1) F(fog) = F(f)* F(g) pro vSechna f,g € Gy a

2) F(e1) = eq, kde ej, resp. ez je neutrdlni prvek v (Gp,o), resp.
(GQ, *)

Uvedme si jednoduchy piiklad. Symbolem (R,+) ozna¢me grupu
v8ech redlnych ¢isel s bindrni operaci séitdni. Pak jsou grupy (R;, x)
a (R,+) izomorfni pro zobrazeni F(x) = logz, x € Ry. V pfikladech
1-5 uvedeme 5 vzajemné izomorfnich grup kone¢ného fadu.

Neizomorfni grupy nemayji stejnou algebraickou strukturu, a proto jsou
razné. Izomorfni grupy naopak za ruzné pokladat nebudeme. Protoze
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maji stejnou algebraickou strukturu, budeme je povazovat za vzajemné
ekvivalentni.

Pojem grupy je v matematice velice dilezity. Svédci o tom napt. sku-
tecnost, Ze funkce udévajici pocet vzajemné neizomorfnich grup o n prv-
cich je ve Sloanové encyklopedii celoéiselnych posloupnosti [8] uvedena
jako prvni pod ¢islem A000001. Tato funkce nabyva pro prirozena Cisla
1, 2, 3,. .. postupné nasledujici hodnoty:

1,1,1,2,1,2,1,5,2,2,1,5,1,2,1, 14, ..., (2)

pritom hodnotu 1 dostavame pouze v piipadé, Ze vSechny grupy daného
Ffadu n jsou vzadjemné izomorfni.

Z (2) je tedy patrno, Ze existuji pravé dvé rtizné neizomorfni grupy
o ¢tyfech prvcich. Jejich Cayleyho tabulky jsou tyto (tab. 2, tab. 3):

xlelal|b]c olflelalb]|c

ellelalb]|c ellelal|lb]|c

alal|lb|lc]e alale|c|d

blb|lc|le|a blb|lc|le|a

cllclelalbd cllc|blale
Tab. 2 Tab. 3

Vidime, ze grupa definovana tab. 1 je izomorfni s grupou definovanou
tab. 2. Zaménime-li v tab. 1 symboly X, 1,1, —1, —i postupné za symboly
%, e, a, b, ¢, dostaneme tab. 2. Grupa dané tab. 1 ¢i 2 se nazyva cyklickd.

Tab. 3 v8ak definuje jinou (neizomorfni) grupu, protoze tfeti a paty
radek tab. 3 se lisi od tab. 2. Grupa definovana tab. 3 se nazyva Kleinova
ctyrgrupa.

V dalim pro jednoduchost pisme a?

=aoa. Z tab. 3 je patrno, ze
a> =V =c*=¢e, aob=boa=c, aoc=coa=>b, boc=cob=a. (3)

Tyto vztahy lze snadno provérit v nasledujicich péti prikladech.

Priklad 1. Kleinova ¢tyfgrupa je izomorfni s grupou symetrii obdélniku
(obr. 1), ale i kosoétverce. Proto se ji také nékdy iika rombickd grupa
(viz [4] a [6]). M4 nésledujici éty¥i prvky:

1) identitu e,

2) soumérnost a podle vodorovné osy,
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3) soumérnost b podle svislé osy,
4) otoceni ¢ kolem stiedu o 180°
a operaci sklddani zobrazeni o (viz [9]).

Obr. 1 Obr. 2

Priklad 2. Grupa symetrii trojrozmérné molekuly vody H5O je také izo-
morfni s Kleinovou ¢tyfgrupou (viz [1]). M& tyto prvky (obr. 2):

1) identické zobrazeni,

2) otoceni molekuly o 180° kolem svislé osy o,

3) soumérnost podle roviny ¢ prochézejici sttedy atomt vodiku

a kysliku,

4) soumérnost podle roviny o kolmé na ¢ a prochézejici osou o.
Grupovou operaci je opét sklddani zobrazeni o. Nékteré dalsi molekuly
maji stejnou grupu symetrii (viz [2]).

Priklad 3. Kleinovu grupu lze sestrojit téz jako grupu ¢&isel 1, 3, 5, 7 mo-
dulo 8 s operaci nasobeni x. Muzete si snadno provérit, ze odpovidajici
Cayleyho tabulka je tab. 4 (srov. tab. 3):

x| 11357

1(1(3]5|7

33]1|7/5

515|713

7171531
Tab. 4

Piiklad 4. Ozna¢me A = (-1,1), B = (-1,-1), C = (1,-1) a
E = (1,1) body v roviné. Definujme mezi nimi nasobeni po jednotli-
vych soufadnicich takto: (21,y1) * (22, y2) = (21 - Z2,y1 - y2) pro viechna
r1,72,y1,Y2 € {—1,1}.
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Pak se opét muzeme snadno presvédcit, ze prvky A, B, C, E tvori Klei-
novu ¢tyfgrupu s operaci *.

Priklad 5. Podle Cayleyovy véty je kazda grupa o n prvcich izomorfni
néjaké podgrupé grupy permutaci n prvka (podrobnosti viz [7, str. 126]).
Snadno nahlédneme, ze nésledujici permutace ¢tyf prvki

L_(1 234y (1234
S\ 3 4)° \2 1 3 4)°
po (1234 (1 2 3 4
“\2143) “T\1 243
zase tvori Kleinovu ¢tyfgrupu s operaci o skladani permutaci, pricemz

napf. permutace a oznacuje, ze prvni dva prvky se prohodi, zatimco
poradi zbylych dvou prvki se nezméni. Déle vidime, Ze

opo (123 4) (1 23 4)_(1 23 4)_
a°?=12 1 3 4 21 4 3)7\1 24 3)7¢

Analogicky 1ze odvodit i dalsi vztahy dané rovnostmi v (3).

=N NN

Podobnych priklada je celd fada. I kdyz spolu zdanlivé nesouvisi,
jedno maji spoleéné: Cayleyho tabulka je pfi vhodném oznaceni prvku
grupy vzdy shodnd s tab. 3. V tom pravé spociva kouzlo matematiky,
ktera ndm umoziuje odhlédnout od nepodstatnych véci.

Rekneme, 7e grupa (G,o) je komutativni, jestlize f og = go f pro
vsechna f, g € G. Z tab. 3 vidime, ze Kleinova ¢tyfgrupa je komutativni.

Plati dokonce mnohem obecnéjsi tvrzeni (viz [7, str. 531]):

Véta (Burnsidova). KaZdd koneénd grupa, jejiz pocet prvki je druhd
mocnina prvocisla, je komutationg.

Dokazme si jesté nasledujici vétu (srov. (3)):

Véta. Jestlize pro kazdy prvek g € G je g?> = e, pak G je komutativni.
Dikaz: Necht f, g € G. Pak podle pfedpokladu (fog)(fog) = e. Odtud
dostavame sloZenim s prvkem f zleva a s prvkem g zprava

fo(fog)o(foglog=/fog.

Z asociativity déle plyne, ze (f o f)o(go f)o(gog) = fog, a tedy
gof=1rfog. O
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S grupami se setkavame doslova na kazdém kroku, vSude tam, kde
se vyskytuje néjaka symetrie. Diky symetriim se fada komplikovanych
vypoctu znacné zjednodusuje. Cayleyho tabulka Kleinovy ¢tyfgrupy méa
podobnou strukturu jako nékterd ctvercova schémata charakterizujici
bodovou mutaci v genetice (podrobnosti viz [3, s. 185]). Teorie grup m4
ale celou fadu dalsich aplikaci ve fyzice a chemii (viz [1], [2], [6], [9]).

Zkuste si dokazat, ze grupa vSech permutaci t¥i prvka fadu 3! = 6 neni
komutativni. Na zavér jesté poznamenejme, ze v roce 2008 byla udélena
Abelova cena pravé za teorii nekomutativnich grup (viz [5]).

Podékovani. Autoii dékuji doc. RNDr. A. Solcové, Ph.D., za cenné pii-
pominky. Prace byla podpofena grantem IAA 100190803 GA AV CR.
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Spravne odpovede k ¢lanku ,,Ciselné tlohy roku 2009%:
1.C-2.B-3A-4.C-5D-6.B-7C-8A-9.B-10. E
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