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SOUTEZE

Ulohy doméciho kola 60. roéniku
Matematické olympiddy pro zaky strednich skol

Kategorie A

. Kofeny rovnice
art + bz’ +a=1

v oboru realnych c¢isel jsou ¢tyfi po sobé jdouci ¢leny rostouci arit-
metické posloupnosti. Pfitom jeden z téchto Cleni je zaroven fesenim
rovnice

ba? +ax+a=1.

Urcete vSechny mozné hodnoty realnych parametra a, b.
(Peter Novotny)

. Necht k, n jsou pfirozend ¢isla. Z platnosti tvrzeni ,,éislo (n—1)(n+1)
je délitelné ¢éislem k“ Adam usoudil, Ze bud ¢islo n—1, nebo éislo n+1
je délitelné k. Urcete vSechna pfirozend ¢isla k, pro néz je Adamova
uvaha spravna pro kazdé prirozené n. (Jan Mazak)

. Jsou dany kruznice k, [, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me
K, L po radé dotykové body jejich spolecné tecny zvolené tak, ze
bod B je vnitinim bodem trojihelniku AK L. Na kruZnicich k a [
zvolme po fadé body N a M tak, aby bod A byl vnitinim bodem
usecky M N. Dokazte, ze ¢tyituhelnik K LM N je tétivovy, pravé kdyz
primka M N je teénou kruznice opsané trojuhelniku AK L.

(Jaroslav Svrcek)

. Méjme 6n Zetonu az na barvu shodnych, po tfech od kazdé z 2n ba-
rev. Pro kazdé prirozené ¢islo n > 1 urcete pocet p, vsech rozdéleni
takovych 6n Zetont na dvé hroméadky po 3n zetonech, kdy zadné t¥i
Zetony téze barvy nejsou ve stejné hromédce. Dokazte, zZe p,, je liché
¢islo, pravé kdyz n = 2F pro vhodné piirozené k.  (Jaromir Simsa)
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SOUTEZE

5. Na kazdé sténé krychle je napsano pravé jedno celé ¢islo. V jednom
kroku zvolime libovolné dvé sousedni stény krychle a ¢isla na nich na-
psand zvétsime o 1. Urcete nutnou a postacujici podminku pro oéis-
lovani stén krychle na pocatku, aby po koneéném poc¢tu vhodnych
krokt byla na vSech sténéach krychle stejnd ¢isla.  (Peter Novotny)

6. Dokazte, ze v kazdém trojihelniku ABC' s ostrym tthlem p¥i vrcholu C
(pfi obvyklém oznaceni délek stran a velikosti vnitinich thld) plati
nerovnost

(a® 4 b*) cos(a — B) < 2ab.

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

Kategorie B

1. V oboru realnych ¢isel vyfeste soustavu

Vaz+y?=z+1,
ViR +22=x+1,
VZ2+r2=y+1.

(Tomds Jurik)

2. UvaZzujme vnitini bod P daného obdélniku ABCD a ozna¢me po fadé
@, R obrazy bodu P v soumérnostech podle stiedi A, C. Predpokla-
dejme, ze primka QR protne strany AB a BC' ve vnitinich bodech M
a N. Sestrojte mnozinu vSech bodu P, pro néz plati [MN| = |AB|.

(Jaroslav Svrcek)

3. Nechf a, b, ¢ jsou realna ¢&isla, jejichz soucdet je 6. Dokazte, Ze aspoii
jedno z Cisel
ab+be, bcH+ca, ca-+ab

neni vétsi nez 8. (Jdn Mazdk)
4. Najdéte vSechna celd ¢isla n, pro néz je zlomek

n3 42010
n? 42010

roven celému ¢&islu. (Pavel Novotng)
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5. Zabyvejme se otazkou, které trojuhelniky ABC s ostrymi uhly pfi
vrcholech A a B maji nasledujici vlastnost: Vedeme-li stfedem vysky
z vrcholu C' tfi pfimky rovnobéZzné se stranami trojiuhelniku ABC,
protnou je tyto pfimky v Sesti bodech lezicich na jedné kruznici.
a) Ukazte, ze vyhovuje kazdy trojihelnik ABC' s pravym thlem pfi
vrcholu C.
b) Vysvétlete, pro¢ zadny jiny trojihelnik ABC nevyhovuje.
(Jaromir Simsa)

6. Urcete pocet desetimistnych ¢isel, v nichz lze skrtnout dvé sousedni
Cislice, a dostat tak ¢islo 99krat mensi. (Jdn Mazdk)

Kategorie C

1. Lucie napsala na tabuli dvé nenulova ¢isla. Potom mezi né postupné
vkladala znaménka plus, minus, krat a déleno a vSechny ¢tyti priklady
spravné vypocitala. Mezi vysledky byly pouze dvé rizné hodnoty. Jaka
dvé ¢isla mohla Lucie na tabuli napsat? (Peter Novotnyg)

2. Dokazte, ze vyrazy 23x+y, 192+ 3y jsou délitelné ¢islem 50 pro stejné
dvojice pfirozenych éisel x, y. (Jaroslav Zhouf)

3. Méame ¢tverec ABCD se stranou délky 1 cm. Body K a L jsou stiedy
stran DA a DC. Bod P lezi na strané AB tak, Zze |BP| = 2|AP|.
Bod Q lezi na strané BC tak, 7e |CQ| = 2|BQ)|. Usetky KQ a PL
se protinaji v bodé X. Obsahy ¢tyruhelniki APXK, BQXP, QCLX
a LDK X ozna¢ime postupné Sa, Sg, Sc¢, Sp (obr. 1).

D L C
Sp Se
K X
Q
Sa Sk
A P B
Obr. 1
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a) Dokazte, ze Sp = Sp.
b) Vypoctéte rozdil S¢ — Sa.
¢) Vysvétlete, pro¢ neplati S4 + Sc = Sp+ Sp.  (Peter Novotny)

4. Ve skupiné n zakd spolu nékteii kamaradi. Vime, ze kazdy ma mezi
ostatnimi aspon ¢tyfi kamarady. Ucitelka chce zaky rozdélit do dvou
nejvyse Ctyrélennych skupin tak, Ze kazdy bude mit ve své skupiné
alespon jednoho kamarada.

a) Ukazte, Ze v pfipadé n = 7 lze zdky poZadovanym zpusobem roz-
délit.
b) Zjistéte, zda lze zdky takto rozdélit i v piipadé n = 8.
(Tomds Jurik)

5. DokaZte, Ze nejmensi spoledny nasobek [a, b] a nejvétsi spolecny délitel
(a, b) libovolnych dvou kladnych celych ¢isel a, b splituji nerovnost

a-(a,b)+0b-[a,b] > 2ab.

Zjistéte, kdy v této nerovnosti nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

6. Je dan lichobéznik ABCD. Stted zakladny AB oznac¢me P. Uvazujme
rovnobézku se zékladnou AB, ktera protina usecky AD, PD, PC, BC
postupné v bodech K, L, M, N.

a) Dokazte, ze |KL| = |[M N|.
b) Urcete polohu ptimky KL tak, aby platilo i |KL| = |LM]|.
(Jaroslav Zhouf)

k* ok ok ok ok

PLATON (427-347 p¥. n. 1.)

Na skole mél kdyst ndpis Plato:
Nevstupuj, kdo neznds geometrii!
- V dnesni dobé, presné vzato,
Zadni Zdci by tam nebyli!

Emil Calda®

*) Uvod do obecné teorie prostoru, Karolinum, Praha, 2003
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