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MATEMATIKA

Nad Archimedovym vypoctem disla &t

Velimir Dvotdk, Prose¢

Abstract. The article follows up to the article [1] as it deals with Archimedes’
method of determining the value of pi. The author presents his own method
based on an iterative process and shows several approximations of the value
of pi. The author also points out that the computations made by calculator
may misrepresent the last decimal digits of the calculated value.

Kdyz jsem v 1. ¢isle Rozhledi ro¢niku 2005 na strané 6 uvidél nadpis
, Vypocet ¢isla t z obvodi pravidelnych mnohotithelnik@“, hned jsem se
dal do ¢teni. Néjaky cas predtim jsem totiz nékde cetl o Archimedové
vypoctu, ale bez uvedeni zptusobu. Premyslel jsem tehdy o tom, jak to
Archimedes asi poéital, a udélal jsem si néjaké vypocty. Nyni jsem byl
prekvapen pouzitim geometrického a zejména harmonického priméru.
Autor &lanku doc. Simsa polozil otazku, jak bychom to délali dnes. Pfislo
mi to jako vyzva, a tak jsem se k véci vratil a vytvoril svij vypocetni
postup.

Pro zdivodnéni mych uvah je tfeba néco pripomenout. Pravidelny
n-thelnik se skladad z n rovnoramennych trojuhelniki, jejichz ramena
jsou poloméry kruznice mnohotihelniku opsané a zékladna je tétivou této
kruznice. Rozptlenim obloukt nad témito tétivami se dostaneme k dal-
$imu pravidelnému mnohotuhelniku o dvojnisobném poctu stran, tedy od
n-thelniku k 2n-thelniku. Délka jeho strany se pfiblizi délce oblouku, ob-
vod mnohothelniku, ktery je n-nasobkem délky strany, se priblizi délce
kruznice, tedy ¢islu 2rn, pokud mé kruznice polomér rovny jedné. Délku
strany 2n-tthelniku mizeme pomoci vztahtl v rovnoramenném trojtuhel-
niku vypocitat z velikosti stran predchoziho n-thelniku. Stejnym postu-
pem, stejnym algoritmem, muizeme prejit k dalsimu pravidelnému mno-
hothelniku, ktery bude mit opét dvojnasobny pocet stran a jeho obvod
se opét priblizi délce opsané kruznice, jen za vychozi délku strany bu-
deme brat délku vypocitanou v predchozim vypoctu. Opakujeme tedy
tyz vypocet — jeden krok opét a opét v dalsich krocich. Je to tedy priklad
iteraéni metody (,opét“ se ¥ikd v latiné iterum), kterd je velmi dtilezita
v soucasné aplikované matematice a v technice. Jako vychozi n-ihelnik
zvolime ovSem takovy, v némz umime snadno urcit délku strany z polo-
meéru kruznice opsané. V zadznamu vypoctu musime zapisovat, o kolikaty
krok jde, coz vyjadiime indexem i.
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Cést n-tihelniku je rovnoramenny trojthelnik OAB s rameny OA a
OB a zakladnou AB (obr. 1). Bod C déli oblouk AB na dva stejné ob-
louky a rameno OC' déli thel AOB na dva stejné thly AOC a BOC.
Bod D, prusecik strany AB a poloméru OC, je v trojahelniku OAB
patou vysky z vrcholu O na zakladnu AB, thly ODA a ODB jsou
pravé. Oznac¢me |OD| = v;, |AB| = t;, |AC| = |BC| = t;41 (strana
2n-thelniku). Volbou poloméru r = |OA| = |OB| = |OC| = 1 kruzZnice k
zjednodusime vypocet i zapis a ziskdme bez dalsiho déleni ¢islem r pfi-
bliznou hodnotu, dolni odhad pro 2r, tedy i pro .

NG

Obr. 1

Z Pythagorovy véty pro trojihelniky ODA a ODB plyne

|OD|?> 4+ |AD|> = |OA|?, resp. |OD* +|BD|*> = |OBJ?,

tedy v; = /1 — (—) Ve shodnych pravothljch trojuhelnicich ADC' a
BDC je |DC| =1 —v; a plati:
2
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Dostavame tak

N2
tig1 = V24| 1— 1<§z>7

coz je celkem jednoduchy vypocetni vztah. Vyjadiuje délku ¢, strany
2n-thelniku pomoci délky t; strany pfislusného n-tthelniku.

Nyni musime jesté zvolit pocatecni hodnotu ¢;. U Sestitihelniku je to
nejjednodussi, protoze vychozi trojuhelnik je rovnostranny, takze mame
t, = r = 1, u &yfahelniku, tedy u étverce, je t; = /2, u trojihelniku
je t1 = /3. Vime také, Ze strana desetitthelniku je a = \/52_1, tedy
t; =0,6180339.

Abychom ziskali i horni odhad ¢isla =, s kterym pracuje Archimédes,
uvazujme i pravidelny n-thelnik jednotkové kruznici opsany, jehoz vr-
chol K lezi na polopfimce OA, vrchol L na polopfimce OB a bod C
je bodem dotyku jeho strany KL a kruZnice k jemu vepsané (obr. 1).
Strana K L je rovnobézné se stranou AB. Ozna¢me |K L| = t}. Trojahel-
niky OAB a OKL jsou stejnolehlé a plati

_loC]
=

2

vt £

tedy pfi |OC| = 1 je t; = . Obvod opsaného n-thelniku o] = nt} je
hornim odhadem pro délku opsané kruznice, takze

je hornim odhadem pro ¢islo .
Vzorec pro obsah kruhu S = nr® umoznuje piiblizit ¢islo n také vy-
poctem obsahti vepsaného i opsaného mnohotihelniku:

2

e u vepsaného n-thelniku je S, = n - ’“'i;i (dolni odhad pro ¢islo r);

e u opsaného n-uhelniku je S, =n - 1'2t'i (horni odhad pro éislo ).

Vsechny ¢tyfi vypocty pracuji se stejnymi veli¢inami a miZeme je
zapisovat do jedné tabulky. K vypoctu je mozné pouzit jen obycejnou
kalkulacku. Jejich osm mist stac¢i k ovéfeni vysledkti, které zde otisku-
jeme.

Kdyz vyjdeme z t; = 1 odpovidajici Sestitthelniku, dostaneme tabulku:
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V kazdém sloupci ¢islo z fadku 18 prepiseme do fadku 4 pravého
sousedniho sloupce jako pocateéni hodnotou pro vypocet v dalsim kroku.
To je podstata itera¢ni metody.

Srovnanim ziskanych hodnot s hodnotami v Simsové ¢lanku vidime
shodu az na nékterd posledni mista. Kalkulacka pracuje s pevnou de-
setinnou ¢arkou, u nékterych veli¢in se zmensuje pocet platnych mist.
Snizuje se tak presnost vypoctu na poslednich mistech, tak nutné po
uréitém poctu kroku uz vysledek neni pouzitelny. Zde je to pro i = 7,
takze konéime u i = 6 a n = 192. Podobné je tomu pii vypoctu z vy-
choziho ¢tverce, kde pro dolni odhad z obvodu pro ¢ = 6 a n = 128
vychdzi n = 3,1413376, ale pro i = 7 a n = 256 je 1 = 3,1416064.
Vlastnosti skromného vypocetniho prostfedku urcily konec vypoctu a
vybizeji zdjemce obratit se k pocitaci.
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Cislo e v tvare nekone¢ného sitéinu

Viadimir Strecko, FHPV, PreSovskd univerzita, PreSov

Abstract. The article describes a method of defining the Euler’s number e by
an infinite product. The limit representing the infinite product is determined
by a definite integral. An approximation of the numerical value of e is given
by a product of a finite number of factors.

Tento prispevok vznikol motivaciou ¢lankom [1] v ¢asopise MFI.

Na strednych skolach sa Studenti na hodindch matematiky obozna-
muju s logaritmami, exponencidlnymi, logaritmickymi funkciami a niek-
tori si osvojuju zaklady infinitezimalneho poc¢tu. Eulerovo ¢islo e sa za-
vadza bud ako limita funkcie alebo ako stdet nekonecného radu,

1\* 1
e:xlgrolo (1—&—;) , Tesp. ezzoa.
n=

Cielom prispevku je spristupnif citatelovi, ako mozno vyjadrit ¢islo e
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