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Banzhaftv index
a dvoustupnové hlasovaci systémy

Antonin Slavik, Praha

Abstrakt. V textu predstavime tzv. Banzhafiiv index, ktery umoznuje kvantifikovat silu volice
v predepsaném hlasovacim systému. Definice indexu je zcela elementarni, podrobnéjsi zkou-
mani jeho vlastnosti vSak vede k zajimavé a hlubsi matematice. Vyklad je ilustrovan fadou
konkrétnich piiklada ze svéta politiky; uvidime, Ze diky Banzhafovu indexu se matematika
dostala i na stranky novin.

1. Hlasovaci systémy

Predstavme si situaci, kdy jistd kone¢na mnozina voli¢i V' mé za tkol rozhodnout,
zda podpofi ¢i nepodpoii jisty névrh. Muze se jednat napi. o obyvatele néjakého
statu v prubéhu referenda, o poslance ¢i senatory hlasujici o ndvrhu zédkona, pripadné
o skupinu statt sdruzenych v mezinarodni organizaci, ktera rozhoduje o prijeti jistého
usneseni. Nejjednodussi zptisob hlasovani predstavuje vétsinovy systém, ve kterém je
vyzadovana podpora nadpolovi¢ni vétsiny voli¢t. V fadé pfipadi je vSak tento systém
nevhodny; naptiklad pfi hlasovani v mezinarodnich organizacich je bé&zné, Zze staty
s velkym pocétem obyvatel disponuji vétsi vahou hlasu nez malé staty. Ukazeme si
jednoduchy zpusob, jak matematicky popsat rizné zptsoby hlasovéni.

Mnozinu vSech voli¢t, kteri podporuji predlozeny névrh, budeme nazyvat koalice;
mnoZina vech moznych koalic je tedy potenéni mnozina P(V'). Hlasovact systém! na
mnoziné V je funkce f: P(V) — {0, 1}, ktera kazdé koalici K C V pfifadi hodnotu 0
nebo 1. V pfipadé f(K) = 0 neni piedlozeny navrh schvalen a koalice K se nazyva
prohrdvagici, pro f(K) =1 je navrh pfijat a koalice K se nazyva vitéznd.

Obvykle se predpoklada, ze funkce f vyhovuje nasledujicim pozadavktim:

1. f(V) =1 (koalice tvofena vSemi voli¢i je vitézna).
2. f(0) = 0 (prazdna koalice je prohravajici).

3. Pokud K C L a f(K) = 1, pak f(L) = 1 (zvétsime-li vitéznou koalici, pak
zlstane vitézna).

4. Pokud f(K) = 1, pak f(V \ K) = 0 (doplnék vitézné koalice je prohravajici
koalice).

Uvedme priklady n&kterych v praxi pouzivanych hlasovacich systémii.

1V teorii her se obvykle pouziva termin hlasovaci hra, volebni hra, piipadné koali¢ni hra. Jedna
se o specialni pripad tzv. kooperativni hry vice hra¢i, ktefi odpovidaji prvkim mnoziny V.
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Priiklad 1. Ve vétsinovém volebnim systému mé kazdy voli¢ jeden hlas, ke schvaleni
névrhu je potfeba nadpolovicéni vétsina hlasi. Pfislusny hlasovaci systém je tedy funkce
f:P(V)—{0,1}, kde pro kazdou koalici K C V plati
FK) = {1 pokud |K| > [V|/2,
0 pokud K| < |V]/2.
Piiklad 2. Pred zavedenim pifmé volby byl prezident Ceské republiky volen parla-
mentem. Ke zvoleni kandidata v prvnim nebo ve druhém kole bylo zapotiebi, aby ziskal
hlasy nadpoloviéni vétsiny vSech poslanci a zaroven nadpoloviéni vétsiny vSech sena-
tora. Tento typ dvoukomorového hlasovaciho systému miZeme forméalné popsat nasle-
dujicim zpisobem: Polozime V = PUS, kde P je mnozina v8ech poslancii a S mnozina

v8ech senatori. Hlasovaci systém je pak funkce f : P(V) — {0,1}, kde pro kazdou
koalici K C V plati

FK) = {1 pokud |K N P| > |P|/2 a zaroveh |K N S| > |S|/2,

0 jinak.
Priiklad 3. V systému vdZeného hlasovdni maji vSichni voli¢i vy, ..., v, pridélené
vahy wiq,...,w, € [0,00). Dale je predepsana kvota ¢ spliwjici w/2 < ¢ < w, kde

w = wy + - + wy. Ke schvéleni libovolného navrhu je zapotiebi koalice voli¢a, kde
soucet vah jejich ¢lent je vétsi nebo roven ¢. Pfislusny hlasovaci systém je tedy funkce
f:P(V)— {0,1}, kde pro kazdou koalici K C V plati

1 pokud > w;>gq,

K) = v, EK
J(K) 0 pokud > w;<gq.
v, €K
V piipadé wy = - - =w, =1 a¢=(n+1)/2 se systém vaZzeného hlasovani redukuje

na vétsinovy volebni systém.

Systém véazeného hlasovani se pouZiva nap¥. v némeckém Bundesratu. Jednotlivé
spolkové zemé maji odlisné pocty hlast v zavislosti na po¢tech obyvatel. Zemé s vice
nez 6 miliony obyvatel (Badensko-Wiirttembersko, Bavorsko, Dolni Sasko, Severni
Poryni-Vestfalsko) maji po Sesti hlasech, zemé s vice nez 5 miliony obyvatel (Hesensko)
maji po péti hlasech, zemé s vice neZ 2 miliony obyvatel (Berlin, Braniborsko, Poryni-
-Falc, Sasko, Sasko-Anhaltsko, Slesvicko-Holstynsko, Durynsko) maji po &tyFech hla-
sech a vSechny ostatni zemé (Brémy, Hamburk, Meklenbursko-Pfedni Pomotansko,
Sarsko) po tfech hlasech. Zastupci kazdé zemé museji hlasovat vZdy jednotné. Prak-
ticky to znamené, ze v Bundesratu jsou zastoupeny ¢tyfi staty s vahou 6, jeden stat
s vahou 5, sedm stata s vahou 4 a ¢tyfi staty s vahou 3. Soucet téchto vah ¢ni 69,
hlasovaci kvota je obvykle 35 (v piipadé astavnich zdkont 46). Viimnéme si, Ze vahy
spolkovych zemi nejsou pfimo imérné po¢ttm jejich obyvatel — v pfepoc¢tu na jednoho
obyvatele maji vétsi staty méné hlast. Zvolené vahy predstavuji jisty kompromis mezi
dvéma protichidnymi pozadavky — rovnocennosti vSech zemi a rovnocennosti vSech
obyvatel federace. Podobny problém je potfeba fesit i v mezinarodnich organizacich,
jako je napt. Evropska unie.
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Priiklad 4. V letech 2007-2013 byla Evropské unie tvofena 27 staty. Pii hlasovani
v Radé EU se tehdy uplatioval komplikovany systém zakotveny v tzv. Niceské smlouvé,
ktery byva oznacovan jako systém troji vétsiny. VSem statim byly na zakladé politické
dohody pridéleny vahy podle tabulky 1. Vahy nejsou pfimo Gmérné poctiim obyvatel
jednotlivych statt (napf. Polsko disponuje témér stejnou vahou jako Némecko, které
mé ovSem vice nez dvojnasobek obyvatel), plati v8ak, Ze lidnat&jsi staty maji vetsi
vahu. K pfijeti rozhodnuti v Radé EU bylo zapotiebi, aby je podpofila koalice splijici
nasledujici t¥i podminky:

1. Koalici tvofi nadpolovi¢ni vétsina statd (tj. aspon 14 z 27 stati).

2. Soudet vah stati v koalici je aspon 255 (to je zhruba 74 % z celkového souctu
vah, ktery ¢ini 345).

3. Staty v koalici reprezentuji aspoit 62 % obyvatel EU.2

Formalné lze tento hlasovaci systém popsat nasledujicim zptsobem: Mnozina vo-
lici V' je tvofena staty vy, ..., va7. Necht wy, ..., war znadi jejich vahy (viz tabulku 1),
P1,...,P27 poCty jejich obyvatel a p = p; + --- + p27 celkovy pocet obyvatel EU.
V hlasovacim systému f : P(V) — {0, 1} pak pro kazdou koalici K C V plati

1 pokud |K|>|V]/2, > w;>255 azaroven Y,k p;>0,62p,
f(K) = ;v €K v, EK
0 jinak.

V soucasnosti je tento zptisob hlasovani nahrazen jednodussim systémem zakotve-
nym v tzv. Lisabonské smlouvé; k tomuto tématu se jesté vratime v zavéru ¢lanku.

2. Banzhaftiv index volice

Nasim dal$im cilem je kvantifikovat silu voli¢e v daném hlasovacim systému. Nejprve
zavedeme néktera oznadeni. Necht v € V je libovolny voli¢ a f : P(V) — {0,1}
hlasovaci systém. Symbolem KV (v, f) ozna¢ime mnoZinu viech prohravajicich koalic,
které se po pfidani voli¢e v stanou vitéznymi. Podobné symbolem K~ (v, f) oznagime
mnozinu v8ech vitéznych koalic, které se po odebrani voli¢e v stanou prohravajicimi.
Plati tedy

K (v, f) ={K cV; f(K)=0,f(KU{v}) =1},

K= (v, f) ={K cV; f(K)=1,f(K\{v}) =0}
Velikosti téchto mnozin mtazeme vyjadfit nasledujicim zptisobem:

K* (v, )l = Y (FE U{v}) = F(K)), (1)

KcVv

K™ (0, /)l = Y (FK) = F(E\ {v})) (2)

KcCV

2Tento pozadavek v praxi znamenal, ze Némecko v koalici se dvéma dalsimi staty z trojice Francie,
Spojené kralovstvi a Italie mohlo zablokovat jakykoliv navrh.
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Stat Obyvatelstvo Vaha

Némecko 16,5 % 29
Francie 12,9% 29
Spojené kralovstvi 12,4 % 29
Ttalic 12,0% 29
Spanélsko 9,0% 27
Polsko 7,6 % 27
Rumunsko 4.3% 14
Nizozemsko 3.3% 13
Recko 2.2% 12
Portugalsko 2,1% 12
Belgie 2,1% 12
Ceska republika 2,1% 12
Mad arsko 2,0% 12
Svédsko 1,9% 10
Rakousko 1,7% 10
Bulharsko 1,5% 10
Dénsko 1,1% 7
Slovensko 1,1% 7
Finsko 1,1% 7
Irsko 0,9% 7
Litva 0,7% 7
Lotyssko 0,5% 4
Slovinsko 0,4 % 4
Estonsko 0,3% 4
Kypr 0,2% 4
Lucembursko 0,1% 4
Malta 0,1% 3

Tab. 1. Clenské staty Evropské unie, jejich pocty obyvatel (v procentech z celkové popu-
lace EU) a vahy podle smlouvy z Nice. Udaje pfevzaty ze stranky
https://en.wikipedia.org/wiki/Voting_in_the_Council_of_the_European_Union

Viimnéme si, ze pokud K € KT (v, f), pak K U {v} € K (v, f). Naopak, pokud
K € K~ (v, f), pak K \ {v} € K (v, f). To znamena, 7e pfidavani/odebirani prvku v
predstavuje bijekci mezi mnoZinami KT (v, f), K~ (v, f) a plati |[KT (v, f)| = |[K~ (v, f)|.

Oznaéme jestd K(v, f) = KV (v, f) UK (v, f); jde o mnoZinu viech koalic, pro
které je voli¢ v klicovy — pfidanim ¢i odebranim v z dané koalice se zméni vysledek
hlasovani. Ziejmé plati |[K(v, f)| = 2|KT (v, f)| = 2|K~ (v, f)].

Banzhafiv indez (sily) volice v € V' v hlasovacim systému f definujeme jako pravdé-
podobnost, Ze v je kliGovym voli¢em pro ndhodné zvolenou koalici K C V. Oznac¢ime-li
tento index symbolem b(v, f), pak plati

K Y, Kt v, K~ v,
oo, /) = | élvwf)' = 2\‘5\—{” - 2|&E|—{)|~ (3)
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Z definice je zfejmé, ze plati 0 < b(v, f) < 1. Uvedme jednoduchy piiklad, ktery
ukazuje, ze Banzhaftv index voli¢e nemusi vZdy korespondovat s vahou jeho hlasu.

Priklad 5. Uvazujme akciovou spolecnost se tfemi akcionafi, jejichz podily ¢inf 49 %,
49 % a 2 %. Pri hlasovani na valné hromadé je zapotfebi souhlas akcionart s nadpolo-
vi¢nim podilem. Jaké jsou Banzhafovy indexy jednotlivych akcionaia?

Popsana situace odpovida systému vazeného hlasovani s t¥iprvkovou mnozinou vo-
lica V' = {v1,v2,v3} a vihami wy = wy = 49, ws = 2. Z¥ejmé plati, ze koalice K C V
je vitézna, pokud je tvorena libovolnymi dvéma nebo vSemi tfemi akcionafi. Prazdné
koalice a vSechny jednoprvkové koalice jsou prohréavajici. V piislusném volebnim sys-
tému f : P(V) — {0,1} tedy plati f(K) =1 pro |K| > 2 a f(K) =0 pro |K| < 1.
Odtud snadno zjistime, ze

K+(U1a f) = {{'UQ}a {U3}}7 K_(Ula f) = {{Ula'UQ}v {U15U3}}a
K+(U2a f) = {{'Ul}a {U3}}7 K:i(v% f) = {{Ula'UQ}v {U25U3}}5
K*(vs, f) = {{vi}, {va} ), K (vs, f) = {{v1,vs}, {v2, vs}}.

Z definice plyne, ze Banzhafiv index kazdého ze tii akcionaiu je roven 1/2.

Vidime, Ze souc¢et Banzhafovych indext jednotlivych voli¢i nemusi byt roven jedné.
7 tohoto duvodu se nékdy zavadi tzv. normalizovany Banzhafiv index volice v € V
v hlasovacim systému f predpisem

b(v, f)
ZwEV b(wa f) .

Z této definice je zfejmé, ze 0 < (v, f) < 1 a ) oy B(v, f) = 1. Napiiklad normali-
zované Banzhafovy indexy v8ech t¥i akcionart z piikladu 5 jsou rovny 1/3. V tomto
¢lanku se normalizovanymi indexy nebudeme dale zabyvat.

Déle se pokusime charakterizovat volice s Banzhafovym indexem 0, resp. 1. Rek-
neme, ze voli¢ v € V je zbytetny, pokud nemiize ovlivnit vysledek zadného hlasovani,
tj. pokud pro kazdou koalici K C V plati f(K) = f(K \ {v}). Opatnym extrémem
jsou tzv. diktatofi. Voli¢ v € V je diktator, pokud jeho pfitomnost ¢i nepfitomnost
v koalici automaticky urcuje vysledek hlasovani, tj. pro kazdou koalici K C V plati
f(K) = 1, pravé kdyz v € K. Snadno si rozmyslime, 7e v je diktator, pravé kdyz
vSichni ostatni voli¢i jsou zbyteéni.

B(va) =

Véta 6. Je-li f:P(V) — {0,1} hlasovaci systém, pak pro kaZdého volice v € V' plati
ndsledugjici tvrzent:

1. v je zbyteény, prdvé kdyz b(v, f) = 0.
2. v je diktdtor, prdavé kdyz b(v, f) = 1.

Diikaz. Rovnost b(v, f) = 0 je ekvivalentni s rovnosti K~ (v, f) = 0. Ta podle vzta-
hu (2) plati pravé tehdy, kdyz f(K) = f(K \ {v}) pro kazdou koalici K C V, tj. pravé
kdyz v je zbytecny.

Rovnost b(v, f) = 1 je ekvivalentni s rovnosti [~ (v, f)| = 2IVI=1. Protoze kazda
koalice v mnoziné K~ (v, f) nutné obsahuje voli¢e v, posledni rovnost plati pravé tehdy,
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kdy# je mnozina K~ (v, f) tvofena viemi 2/VI~1 koalicemi obsahujicimi voli¢e v. To je
ekvivalentni s tvrzenim, %e pro kazdou koalici K C V obsahujici v plati f(K) =1
a f(K \ {v}) =0. To je vSak jen jiné vyjadfeni skutecnosti, ze v je diktator. O

Dalsi priklad ukazuje, Ze zbyte¢ni voli¢i se obcas vyskytuji i v readlnych hlasovacich
systémech.

Piiklad 7. Predchidcem dne$ni Evropské unie bylo Evropské hospodaiské spolecen-
stvi (EHS), které vzniklo roku 1958. Zakladajicimi ¢leny EHS byly Francie, Italie,
Némecko a staty Beneluxu. Pfi hlasovani v EHS se v letech 1958 az 1973 (kdy do-

slo k rozsifeni spolefenstvi) pouZival systém vazeného hlasovani s vihami uvedenymi
v tabulce 2.

Stat Vaha
Belgie 2
Francie 4
Italie 4

1

4

2

Lucembursko
Némecko
Nizozemsko

Tab. 2. Vahy hlast zakladajicich ¢lent Evropského hospodérského spolecenstvi

Soucet vSech vah je 17, k pFijeti usneseni byla stanovena kvota 12. Aniz bychom po-
¢itali Banzhafovy indexy jednotlivych stati (u¢inime tak pozdé&ji v prikladu 9), snadno
zjistime, Ze Lucembursko je v tomto systému zbytecny voli¢. K dosazeni kvoty jsou
totiz potieba bud hlasy vSech t¥i velkych statii, nebo hlasy dvou velkych a dvou stied-
nich stati. At uz Lucembursko hlasuje jakkoliv, vysledek hlasovani nemuze ovlivnit.

Banzhafiv index je pojmenovan na pocest pravnika Johna F. Banzhafa, ktery
roku 1964 upozornil na nespravedlivy hlasovaci systém v okrese Nassau amerického
statu New York [1]. Okres byl tvofen Sesti volebnimi obvody s vahami 31, 31, 28,
21, 2, 2; jejich soucet je 115, hlasovaci kvota byla stanovena na 58. Podobné jako
v pfikladu 7 neni tézké zjistit, Ze t¥i nejmensi volebni obvody nemohly ovlivnit vysledek
zaddného hlasovani, tj. mély nulové Banzhafovy indexy. Po vleklych sporech americké
soudy uznaly Banzhafiv argument; v 90. letech 20. stoleti doslo v okrese Nassau
nejprve k prepocitani vah a pozdéji k prerozdéleni volebnich obvodu a pfechodu na
vétsinovy volebni systém.3

V systému vazeného hlasovani miize byt vypocet Banzhafova indexu pfimo z de-
finice pomérné obtizny; k tomuto tématu se vratime v dalsi ¢asti textu. V pripadé
vétsinového volebniho systému se naproti tomu jedna o pfimocary vypocet.

Piiklad 8. Uvazujme n-prvkovou mnozinu voli¢i V', ktefi se #id{ vétSinovym hlasova-
cim systémem f. Ze symetrie je ziejmé, Ze vSichni voli¢i maji stejny Banzhaftv index.
Jaka je jeho hodnota?

38 myslenkou kvantifikovat silu voli¢e pomoci poé&tu koalic, ve kterych ma rozhodujici hlas, pFisel
jiz dfive Lionel S. Penrose [17], otec znamého fyzika a matematika Rogera Penrose. Proto se n&kdy
pouziva nazev Penrosetiv—Banzhafiv index.
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Necht v je libovolny voli¢. Pak K € K~ (v, f), pravé kdyz |K| > n/2 a zaroven
|K\ {v}| < n/2. VySetiime zvlast pfipady, kdy n je liché, resp. sudé.
Je-li n liché, pak K € K~ (v, f) pravé tehdy, kdyz v € K a zaroven |K| = (n+1)/2.

Pocet takovych koalic je
_ n—1
|’C (U7f)| = ( n—1 )7
2
odkud dostavame Banzhaftv index

oo,y = K@ DI 1 (nn_j). @

2n71 2n71 3

Je-li naopak n sudé, pak K € K~ (v, f), pravé kdyz v € K a zaroven |K| =n/2+ 1.
Pocet takovych koalic je
_ n—1
= ("),

2
odkud dostavame Banzhaftv index

o) = Fge = 2= (") )

2

Lepsi predstavu o hodnoté Banzhafova indexu ziskame, jestlize prepiSeme kombi-
nacni ¢isla ve vztazich (4), (5) pomoci faktorialii a pouZijeme Stirlingiv vzorec

nl ~V2mn (ﬁ) .
e
(Pfipomenime, Ze zapis f(n) ~ g(n) znamena lim,_,~ f(n)/g(n) = 1.) V obou pfipa-
dech dojdeme ke stejnému vysledku
V2

b(v,f)wﬁ-

Dospéli jsme tedy k prekvapivému zjisténi, Ze v limité je Banzhafiv index kazdého
voli¢e ve vétsinovém systému nepifimo timérny odmocniné z poctu volica.

3. Vypocéet Banzhafova indexu

Ruéni vypocet Banzhafova indexu miize byt dost pracny, v pripadé velkého poctu
voli¢ii téméf neproveditelny.* Jak bychom jej implementovali na po&itaci?

Omezime se zde na jednoduchy piipad systému vazeného hlasovani s n-prvkovou
mnozinou voli¢a V' = {1,...,n}, vahami hlast ws,...,w, a kvotou ¢g. Definujeme-li
vahu libovolné koalice K C V' predpisem

w(K) = Z w;,

pak v tomto hlasovacim systému plati f(K) = 1, pravé kdyz w(K) > q.

4Pro &tenafe se zajmem o teoretickou informatiku uved' me nasledujici vysledky: 1. Vypocet Banz-
hafova indexu jednoho volice je NP-tézky a #P-uplny problém. 2. Otazka, zda Banzhafiv index
jednoho volice je kladny, je NP-tiplny problém. Podrobnosti 1ze najit v [13], [14].
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Chceme-li vypocitat Banzhafovy indexy vSech voli¢i, muZeme postupovat podle
definice (3):

1. Pro kazdé i € {1,...,n} polozime b; := 0.

2. Projdeme vSechny koalice K C V, pro kazdou z nich vypoc¢teme jeji vahu w(K).
Pokud w(K) > ¢, pak pro kazdé i € V splhujici w(K \ {i}) < ¢ polozime

3. Po skonceni pfechoziho kroku plati b; = |~ (4, f)| pro kazdé i € V. Banzhafovy
indexy v8ech voli¢ti i € V vypocteme ze vztahu b(i, f) = b; /2" 1.

Casova slozitost tohoto algoritmu je O(n?2™), nebot prochazime 2" koalic K a vy-
pocet w(K \ {i}) pro vSechna mozna i zabere ¢as O(n?).

UkéZeme si jiny postup, ktery je efektivnéjsi. Lze jej pouzit tehdy, kdyz vahy
wi,...,w, akvota ¢ jsou pfirozena &isla.’

Pro kazdou mnozinu I C V a ¢&islo j € Z ozna¢ime symbolem a;(j) pocet koalic
K C I takovych, Ze w(K) = j. ProtoZe véha hlasu volice 4 je w;, mnoZina K (i, f) je
tvofena v8emi koalicemi K, kde i ¢ K a ¢ — w; < w(K) < ¢ — 1. Pokud bychom znali
hodnoty ay\ ;3 (j) pro j € {g¢ — ws,...,q — 1}, mohli bychom vypocitat Banzhafav
index voliCe i ze vzorce

KA X 03 )

bi, £) = s w MO (6)

K vypoctu pozadovanych hodnot ay ;3 (j) budeme potfebovat vatah

av\(iy () = av(j) —av\giy (G —wi), i€{l,...,n}, jeELZ, (7)
ktery je dusledkem rovnosti

av(j) = ay\(iy(J) + e\ (G —wi), i€{l,....n}, jEZ

(koalice K C V maé vahu j, pokud je podmnoZinou V'\ {i} a mé vahu j, nebo je tvofena
voli¢em ¢ s vahou w; a podmnozinou V' \ {i} s vahou j — w;). Déle si uvédomime, ze

. 1 proyj =0,

ag(j) = . (8)
0 proj#0,

a0 (J) = aq, w13 () Faq -1y —wr), jE€Z, ke{l,...,n} (9)

(kazda koalice K C {1,...,k} s vahou j je bud podmnozinou {1,...,k — 1}, nebo je
tvofena voli¢em k s vahou wy a podmnozinou {1,...,k — 1} s vahou j — wy).

Algoritmus pro vypocet Banzhafovych indexi tedy miize fungovat nasledovné:

1. Sestavime posloupnost hodnot {agy (j)};ﬁl podle vztahu (8).

5Tento predpoklad neni v praxi p¥ili§ omezujici. Pokud jsou vahy a kvota racionalni &isla, mizeme
je vynéasobit vhodnou konstantou a ziskat tak pFirozena ¢isla; hlasovaci systém se touto operaci
nezmeéni.
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2. Pro k =1,...,n pouzijeme difve ziskanou posloupnost {a; ., k,l}(j)}?;é a re-
kurentni vztah (9) k vypoctu posloupnosti {asi, .} (])}?;é Pokud j —wy < 0,
pak druhy s¢itanec na pravé strané (9) je nulovy. Po skonéeni této ¢asti vypoctu

zname hodnoty {ay (j) ?;é.
3. Proi=1,...,n pouzijeme diive ziskanou posloupnost {ay (j) ?;(1) a rekurentni

vztah (7) k vypoctu posloupnosti {ay ;3 (j)}?;é. Pokud j — w; < 0, pak druhy
¢len na pravé strané (7) je nulovy. Nésledné vypo¢teme Banzhaftv index b(s, f)
podle vzorce (6).

Prvni krok algoritmu zabere ¢as O(q), druhy krok O(nq), tfeti krok rovnéz O(nq).
Celkova ¢asova slozitost algoritmu je proto O(ng), jedna se tedy o tzv. pseudopolyno-
mialni algoritmus (Gasova slozitost je polynomialni vzhledem ke ¢, ale exponenciilni
vzhledem k délce zapisu ¢&isla g ve dvojkoveé soustavé). Vypodet hodnot {ay (5 )}?;é ve
druhém kroku algoritmu je prikladem techniky znamé pod néazvem dynamické progra-
movani.

Podivejme se na problém vypoc¢tu Banzhafovych indexu jesté z jiného ahlu. P¥ipo-
mefime, Ze generujici funkce libovolné realné posloupnosti {a; };‘;O je definovana jako
mocninné fada A(x) = Z;io a;a’. Generujici funkce posloupnosti {av (§)}52, je tedy

Av(@) =Y av(i)a’.

Kromé toho vsak také plati

Ay (z) = 14+ 2 )1 +2*?) - (1 +2").
Roznasobime-li totiz polynom na pravé strané, pak j-tou mocninu z obdrzime tolikrat,
kolik existuje podmnoZin mnoziny {ws,...,w,} se souftem j, coZ pfesné odpovida

poctu vsech koalic s vahou j.
Podobné pro generujici funkci posloupnosti {ay ;3 (5)}520 plati

A\ iy (z) = ZGV\{i}(j)fﬂj = H (14 2"). (10)
Jj=0 ke{i¥:7n}’

Toho lze vyuzit, mame-li nap¥. k dispozici vhodny poéitacovy program umoznujici
nasobeni polynomi: Sestavime polynom na pravé strané vztahu (10), jeho roznaso-
benim ziskime hodnoty {ay\(:(j)}52¢ a vypoéteme Banzhafiv index b(i, f) podle
vzorce (6).

Priklad 9. Vratme se k pfikladu 7, kde je dano n = 6 stati Evropského hospodéiského
spolecenstvi. Vahy jejich hlast jsou wy = 2 (Belgie), wy = 4 (Francie), wz = 4 (Italie),
wy = 1 (Lucembursko), ws = 4 (Némecko), wg = 2 (Nizozemsko). Kvota pro piijeti
usneseni je ¢ = 12.

Dosazenim ¢ = 1 do vztahu (10) a roznasobenim obdrzime

Apy(@) =142 1 +2M)1+2) (1 +2) 1+ 2°) =1+ +2° +2°+
+3z% 4 32° + 32° + 327 + 32% + 32° 4+ 3210 + 3zt 4+ 212 4+ 213 4 M 4 215,
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Koeficienty tohoto polynomu jsou é&isla {ay\ 11y (j) }524- Ze vzorce (6) ziskime Banzha-

fav index Belgie
3+3 3
b(l,f) = —— = —.
( )f) 25 ].6

Stejny Banzhaftv index ma i Nizozemsko. Volbou ¢ = 2 obdrzime

Aoy (@) = 1+ 2?) (1 + 21+ 2") (L +2h) (1 +2%) = L+ 2 + 22° + 22°+
+32% + 325 + 428 + 427 + 328 + 32° 4+ 2210 4 221 4 212 4 213,

a tedy Banzhafiv index Francie je

3+3+2+4+2 5
b2, f)=———— = —.

@.f) =220 =
Stejny Banzhaftuv index maji také Italie a Némecko. Z prikladu 7 vime, Ze Lucembursko
je zbyteény voli¢; podle véty 6 je jeho Banzhafiv index nulovy.

Existuje fada dalsich algoritmi pro vypodcet presné ¢ priblizné hodnoty Banzhafova
indexu v systému vazeného hlasovani; viz napt. [8], [11], [13]. Na webové strance [12]
si ¢tendf mize sam vyzkouSet nékolik programi pro vypocet Banzhafova indexu.

V praxi se ¢asto vyskytuji i slozitéjsi hlasovaci systémy, které 1ze popsat nésleduji-
cim zptsobem: Necht f1,..., fn : P(V) — {0, 1} jsou hlasovaci systémy se spole¢nou
mnozinou voli¢d V. Jejich prinikem je systém f1 A--- A f, : P(V) — {0,1}, kde pro
kazdou koalici K C V plati

(fl /\/\fn)(K) :mln(fl(K)aafn(K))

Koalice K je tedy vitézna v systému fi A --- A f,, pravé kdyz je vitézné ve vSech
systémech f1,..., f,. Napfiklad systém troji vétSiny popsany v ptikladu 4 je prunikem
t¥{ jednodussich systémi na mnoziné ¢lenskych stata EU: vétsinového systému a dvou
systému vazeného hlasovani (v jednom z nich jsou vahy dany tabulkou 1, ve druhém
jsou vahami po¢ty obyvatel jednotlivych statt). Pro vypocet Banzhafova indexu voli¢a
v hlasovacich systémech, které jsou prinikem systému vaZeného hlasovani, je mozné
pouzit podobné metody jako ty, které jsme si predstavili vySe; viz napf. [2].

4. Dvoustupniové hlasovaci systémy

Predstavme si, ze je ddno n po dvou disjunktnich skupin voli¢i Vi,...,V,, pficemz
hlasovéani v i-té skupiné V; se fidi hlasovacim systémem f; : P(V;) — {0,1}. Pokud
mé mnozina vSech volici V = V; U--- UV, rozhodnout o jistém navrhu, je pfirozené
pouzit nasledujici postup: Kazdé skupina V; zvoli svého reprezentanta r;, ¢imz vznikne
mnoZina R = {ry,...,r,}. Reprezentanti poté hlasuji jiZ jen mezi sebou pomoci vhod-
ného hlasovaciho systému g : P(R) — {0,1}. Kazdy reprezentant r; se pfitom idi
nézorem skupiny V;, tj. pokud navrh podporuji voli¢i K C V, pak pro néj v mnoziné
reprezentantt hlasuje koalice {r; € R; fiy(KNV;) = 1}.

Tento proces odpovida dvoustupriovému hlasovacimu systému h : P(V) — {0,1},
ktery je definovan piredpisem

h(K)=g({ri €R; fi(KNV;)=1}), KcCV.
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O Banzhafovych indexech voli¢t ve dvoustupiiovych systémech vypovida nasle-
dujici véta, podle které je index voli¢e v € V; ve dvoustupiiovém systému h piimo
amérny jeho indexu v dilé¢im systému f;. Pro jistou tfidu systému f; dokonce plati sil-
né&jsi tvrzeni: Banzhafav index voli¢e v € V; ve dvoustupiiovém systému h je sou¢inem
jeho indexu v systému f; a indexu reprezentanta i-té skupiny v systému g.

Vé&ta 10. Necht h : P(V) — {0,1} je dvoustupriovy hlasovact systém vznikly sloZenim
systémd f; : P(V;) = {0,1}, i € {1,...,n}, a g : P(R) — {0,1}. Pak plati ndsledujici
turzeni:

1. Ezistuji konstanty k1, ..., Ky takové, Ze pro libovolného volice v € V; plati

b(v,h) = ki - b(v, f;).

2. Jestlize navic fi(K)+ fi(Vi\ K) =1 pro kazdé i € {1,...,n} a kaZdou koalici
K C 'V, pak pro libovolného volice v € V; plati

b(vv h) - b(Za g) : b(’l), fz)

Podminka ve druhé ¢asti véty ¥ika, Ze pro kazdou volbu K C V; je pravé jedna
z koalic K a V; \ K vitézna v systému f;. V praxi to znamena, Z%e f; nepfipousti
remizy. Napf. vétsinovy hlasovaci systém tuto podminku splituje pravé tehdy, kdyz
pocet voli¢a je lichy.

Diikaz véty 10 je technicky ponékud komplikovany, naznac¢ime vSak hlavni mys-
lenku. UvaZujme nejprve libovolny hlasovaci systém f : P(V) — {0,1} s mnoZinou
voli¢a V = {vy,...,v,}. Funkee F : [0,1]" — R definované pfedpisem

F(mla"'axn): Z H Zj H (171']) f(K)7 1'1,-.-,’12”6[0,1],

KCV \j;v;eK jiv; €EVAK

v oy

se nazyva multilinedrni rozsireni funkce f. Tento nazev je motivovan dvéma vlast-
nostmi, které plynou pfimo z definice F':

1. F je linearni funkce v kazdé proménné z;, i € {1,...,n}.

2. Zvolime-li libovolnou koalici K C V a definujeme vektor 2% € R™ piedpisem

K 1  pokud v; € K,
€T, =
0 pokudv; e V\ K,

pak F(z¥) = f(K).

Druha vlastnost znamena, Ze hodnoty funkce f odpovidaji hodnotam multilineér-
nfho rozsifeni v rozich n-rozmérné krychle [0,1]". Lze dokazat, Ze funkce F je vlast-
nostmi 1 a 2 uréena jednoznacné; viz [16, str. 268-269].

Zname-li funkci F', miZeme Banzhafovy indexy jednotlivych voli¢i vypocitat po-
moci nésledujiciho tvrzeni.
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Lemma 11. Necht F : [0,1]" — R je multilinedrni roz§iveni hlasovactho systému
f:PV)—={0,1} s mnozinou volici V = {v1,...,v,}. Pak plati

b(vi, f) = gFu/z J1/2), ie{l,....n}.

Diikaz. Necht K C V je libovolné koalice. Pokud v; € K, pak

I VO S Y S R B

jiv; €K jiv;eV\K Jiv;€K\{vi} Jiv; EVAK
a hodnota tohoto souéinu pro z; = - -- = x, = 1/2je (1/2)" 1. Je-li naopak v; € V\ K,
pak

0
£ II = I a-=p)=={ ] = 11 (1—ay)

v \jsveK Jiv; EVAK Jiv; €K Jiv; €EVN\(KU{v;})

a hodnota tohoto souéinu pro 1 = --- = x,, = 1/2 je —(1/2)"~!. Z definice F nyni
plyne

%(1/2,...,1/2): 3 (é)n_lf(K)— > (%)n_lf(K):

KCV,veK KCV,v,eV\K
|/C ( )l
2n on—1 Z K\{ })) 1 :b(viaf)v
KCV
¢imz je tvrzeni dokazéano. O

Vratme se nyni k situaci z véty 10, kdy je dan dvoustupnovy hlasovaci systém
h : P(V) — {0,1} vznikly slozenim systéma f; : P(V;) — {0,1}, i € {1,...,n},
ag: PR) — {0,1}, kde R = {r1,...,rn} je mnoZzina reprezentanti. Pro praci
s multilinearnimi rozsifenimi potifebujeme jesté zvolit pevné poradi voli¢d z mnozin
Vi,...,Va, V. Nejprve oéislujeme prvky mnozin V; = {vt,... ,Uﬁni}, i€ {l,...,n},
kde m; = |V;|. Vmnozing V =V, U--- UV, poté zavedeme ¢islovani V = {vy,...,vm}
tak, aby platilo

_ 1 1 2 2 n n
(V1,3 Um) = (V15 oo U s VT e oy Uy v oy U o ey Uy )

Necht H : [0,1]™ — R, F; : [0,1]™ — R, G : [0,1]" — R jsou multilinearni
rozsifeni systému h, f; a g. Pak lze dokéazat, Ze pro kazdé x € [0, 1]™ plati
H(z1, .. 2m) = GF1(x1, o Ty )y e ooy BTy 15+ -+ s Tm))- (11)

Predchozi vzorec Fika, ze multilinearni rozsifeni dvoustupniového hlasovaciho systému A
ziskame slozenim multilinearnich rozsifeni dil¢ich systému f; a g. Nebudeme jej doka-
zovat; viz napt. [16, Theorem XII.2.9].

6Vzhledem k jednoznaénosti multilinearniho rozsifeni stali ovéfit, Ze funkce na pravé strané
vztahu (11) je linearni v kazdé proménné a jeji hodnoty v rozich krychle [0,1]™ odpovidaji hod-
notam hlasovaciho systému h.
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Vezmeme-li libovolného volice v € V;, pak existuje j € {1,...,m;} spliwjici v = v;:,

a dale k € {1,...,m} spliwujici v = v. Derivovanim vztahu (11) podle zj, a pouZitim
lemmatu 11 dostaneme
O0H
b(v,h) = (1/2,...,1/2) =

oy,
oG OF;
= g (P12 1/2) (12 1/2) -

- K‘ib(v_’]iﬁ fl)a

kde k; = gTCj(Fl(l/Q, oo 1/2), 00 Fy(1/2,...,1/2)), coZ je prvni tvrzeni véty 10.
Je-li splnén predpoklad druhého tvrzeni véty 10, pak z definice multilinedrniho
rozsifeni dostavame

F(1/2,...,1/2)= > <%>nfi(K) = (%)n > filK) = <%>n2"1 = %

KcV KcVv

(1/2,...,1/2) =

a proto

oG
8:@

(1/2,...,1/2) = b(i, g),

R =

¢imz je dukaz dokoncen.

Véta 10 je dilezita z teoretického hlediska, ma vSak i zajimavé praktické dusledky.
Pfedstavme si dvoustuphiovy hlasovaci systém h : P(V) — {0,1} vznikly sloZenim
systéma f; : P(V;) — {0,1}, ¢ € {1,...,n}, a g : P(R) — {0,1}. Pfedpokladejme,
ze hlasovaci systémy fi,..., fn, ve skupinach Vi,...,V, jsou pevné uréeny a nasim
tikolem je navrhnout hlasovaci systém g na mnoziné reprezentanti R. Jak mame po-
stupovat, aby byl vysledny dvoustupiiovy systém h spravedlivy z hlediska vSech voli¢i
z mnoziny V =V, U---UV,? Mohli bychom zafidit, aby vSichni voli¢i méli pfiblizné
stejnou silu vyjadfenou Banzhafovym indexem? UvaZujme nejjednodussi situaci, kdy
f1,--+, fn jsou vétsinové hlasovaci systémy. Z piikladu 8 vime, Ze Banzhafiv index
volice v € V; v hlasovacim systému f; je nepfimo amérny odmocniné z velikosti V;.
Podle druhé ¢asti véty 10 by pak Banzhafiv index reprezentanta mnoziny V; mél byt
pifmo imérny odmocning z velikosti ;.7 Na tuto skuteénost upozornil roku 1946 Lio-
nel S. Penrose [17]; na jeho pocest se pridélovani vah reprezentanttum v zavislosti na
odmocning z poctu voli¢h, které zastupuji, nazyva Penroseovou metodou (nékdy téz
Penroseovym pravidlem druhé odmocniny).

Roku 2007 zacala Evropska unie diskutovat o zméné slozitého zpusobu hlasovéani
v Radé EU, ktery jsme popsali v prikladu 4. Clenské staty se nakonec dohodly na
novém systému, ktery je nyni zakotven v tzv. Lisabonské smlouvé. Pro pfijeti usneseni
v Radé EU je zapotiebi koalice spliwujici aspon jednu z nésledujicich podminek:

7Aby byl splnén predpoklad druhé &asti véty 10, méli bychom pozadovat, aby mnoziny Vi, ...,V
mély lichy poéet prvka — systémy f1,..., fn pak nepfipoustéji remizu. Pokud vsak uvazujeme mno-
ziny s velkym poctem prvka (jinak bychom nemohli pouzit asymptoticky odhad z prikladu 8), lze
tento predpoklad vynechat, nebot pravdépodobnost remizy bude velmi mala (v limité nulova).
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1. V koalici je sdruzeno aspoii 55 % statu (tj. nejméné 16 z 28 stati), které repre-
zentuji asponi 65 % obyvatel EU.

2. Koalice je tvorena aspoi 25 staty.

Druha podminka zajistuje, Ze k zablokovani usneseni jsou potfebné nejméné 4 staty
(tzv. bloka¢ni mensina); nemiiZe se stat, Ze zablokovani zpisobi pouze 3 staty, i kdyby
mély v sou¢tu vice nez 35 % obyvatel EU.

Novy hlasovaci systém tedy zohlednuje pouze pocty stati a pocty jejich obyva-
tel. Oproti pfedchozimu systému vaZeného hlasovani (viz pfiklad 4) se tak zménila
hlasovaci sila nékterych stati. ZvIast vyrazné se zména dotkla napf. Spanélska a Pol-
ska; z tabulky 1 je zFejmé, Ze tyto staty meély ve starém systému vétsi vahu, nez jaka
odpovida poc¢tu jejich obyvatel. Neni proto prekvapivé, ze zménam predchazela dlouhéa
a politicky slozita vyjednavani. Nejhlasitéji protestovalo Polsko, které prosazovalo vyse
zminénou Penroseovu metodu; polska delegace dorazila na summit EU s heslem ,,druha
odmocnina nebo smrt“. Matematika se tehdy objevila i na strankach svétovych denikii,
coz jinak neni p¥ili§ obvyklé. Napiiklad ve Financial Times se k tématu vyjadrili dva
predni komentétofi; ocitujeme pro zajimavost uryvky z jejich texti. Gideon Rachman
zaujal v élanku Square root of the EU’s problems [18] k polskému navrhu spise skepticky
postoj:

Of course, success at the summit is not guaranteed. The Poles are the likeliest
spoilers. Their slogan for the summit — “the square root or death” — neatly combines
obscurity, absurdity and vehemence, capturing the spirit of the modern EU. The Polish
proposal is that when countries vote on European laws, their voting power should be
a square root of their population — a plan that would sharply reduce Germany’s power
relative to Poland. Almost nobody else wants the baffling square root system, but the
Poles have the power to block any agreement. . .. The awkward squad of Poland, Britain
and the Czech Republic will be accused of putting the Union in danger. But the real
long-term threat will be posed by those who insist that the EU must press ahead with
“ever closer union”, while blithely disregarding the increasingly obvious disenchantment
of ordinary Europeans.

Wolfgang Miinchau, ktery studoval matematiku, se v ¢lanku Multiple answers to
Europe’s maths problem [15] pokusil ¢tenafim objasnit, Ze polsky navrh neni tak
obskurni, jak mtZe na prvni pohled vypadat.® Kromé jiného napsal:

What is a fair voting system for the Furopean Union? It looks as though, thanks to
Poland, European leaders will be forced to debate this difficult question at their summit
this week. Since the simplified draft treaty is substantively identical to the old and
rejected constitution® — minus some cosmetics — the voting system proposed is going
to be the same one: passage of legislation requires a coalition of countries representing
at least 55 per cent of the member states and 65 per cent of the population. The Poles
have threatened a veto unless the second of those two numbers is based on the square
root of the population size — to reduce Germany’s influence. It sounds arbitrary,
but the Poles have a point. Mathematics is on the side of Poland. To an uninitiated

8Miinchauovy néazory stru¢né shrnul Petr Zavadil v komenta¥i O druhé odmocniné z Polska [20],
ktery vysSel v Lidovych novinach.

9Hlasovaci systém popsany v Lisabonské smlouvé byl pievzat z navrhu tzv. evropské ustavy, ktera
byla zamitnuta pfi referendech ve Francii a v Nizozemsku.
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observer, this does mot appear immediately obvious. Does it not seem fair that the
voting power of a country in an international organisation should be proportional to
its population size? The answer is no. In fact, it is totally unfair. The reason is that
effective voting power in multi-nation settings such as the EU depends not on voting
size but on the ability to form winning coalitions. Large countries are better placed
than their relative population size would suggest.

Ctenéfe se zajmem o detailngjsi srovnani hlasovacich systémi v Radé EU odkazu-
jeme napf. na text [9], kde lze najit hodnoty Banzhafovych indexi ¢lenskych statt EU
podle Niceské smlouvy, Lisabonské smlouvy a Penroseovy metody. Zajimavy je téz
starsi ¢lanek [10] pochézejici z obdobi, kdy EU méla pouze 15 ¢lenti. Autofi zde upozor-
nuji, Ze neni mozné nalézt nejspravedlivéjsi hlasovaci systém, aniz bychom definovali,
zda EU ma byt spiSe spole¢enstvim rovnocennych stati, spole¢enstvim rovnocennych

obc¢ant, nebo federalnim statem nachazejicim se nékde mezi obéma extrémy.
5. Zavér

Banzhafiv index pfedstavuje velmi pfirozeny zpusob, jak méfit silu volice v hlaso-
vacim systému. Je vSak na misté upozornit, Ze v nékterych situacich se tento index
miize chovat ponékud prekvapivé. Patrné nejznaméjsi ukazkou je tzv. paradox novych
¢lent [3]. Pridame-li do systému vaZeného hlasovani nového volice, pfi¢emz zachovame
vahy ostatnich voli¢i, o¢ekavali bychom, Ze jejich sila vyjadiena Banzhafovym indexem
poklesne. Paradox novych ¢lent ukazuje, Ze muze nastat opacna situace.

Uvazujme t¥iprvkovou mnoZzinu voli¢d s vahami hlast w; = 3, we = 2, wy = 2
a hlasovaci kvétu odpovidajici nadpoloviéni vétsing, tj. ¢ = 4. V této situaci maji
v8ichni voli¢i stejny Banzhafav index 1/2. Co se stane, kdyz do systému pfidame
¢tvrtého voli¢e s vahou hlasu wy = 1 a zaroven zvysime kvotu na nadpoloviéni vétsinu,
ktera nyni ¢ini ¢ = 5? Banzhafovy indexy &tyf voli¢t v novém systému jsou 5/8, 3/8,
3/8,1/8. Vidime, Ze pfidanim ¢tvrtého voliGe se Banzhafiiv index prvniho volice zvysil!
Ctenar miize namitnout, Ze tento paradox je zpusoben zvySenim kvoty. Zkusime-li
vsak vypodéitat Banzhafovy indexy pro pivodni t¥iprvkovou mnozinu voli¢t a kvotu 5,
obdrzime hodnoty 3/4, 1/4, 1/4. V tomto piipadé zjistujeme, Ze pFidanim &tvrtého
voli¢e se zvysi Banzhafiv index druhého a tietiho volice!

Pro zajimavost zminime jesté tzv. paradox pierozdéleni hlasi [5]: V t¥iprvkovém
systému voli¢u s vahami hlast wy = 55, wy = 35, wsz = 10 a kvéotou 70 jsou Banzhafovy
indexy rovny 1/2, 1/2, 0. Zménime-li vahy na wy = 50, we = 25, w3 = 25 a zachovame
kvotu 70, pak nové Banzhafovy indexy budou 3/4, 1/4, 1/4. Vidime, Ze index prvniho
voli¢e vzrostl, pfestoze se vaha jeho hlasu sniZila!

V teorii her existuje fada jinych zptsobt, jak kvantifikovat silu voli¢i v hlasova-
cim systému ¢ obecnéji hrac¢u v kooperativni hie. K nejznaméjsim patii Shapleytv—
Shubikiv index, Deegantv—Packeliiv index a Johnstontv index. Bohuzel i tyto indexy
jsou nachylné k nékterym paradoxim. Dalsi informace lze dohledat napf. v textech [4],
(6], [7], 8], [16], [19].
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