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MATEMATIKA

Hry Nim

Viclav Vopravil, Praha

Abstrakt. Clanek je vénovan nestrannym kombinatorickym hrdm a mate-
matickym technikdm, které mohou byt pouzity pfi jejich analyze. Naucime se
pracovat s &2 a .4 pozicemi, s nim souétem a Grundyovymi é&isly. Sprague—
Grundyova véta 1ika, ze kazda pozice v kone¢né nestranné kombinatorické hie
je ekvivalentni néjaké hie NIM na jedné hromadce.

Nestranné kombinatorické hry
Obecné kombinatorické hry spliiuji nasledujici vlastnosti:

(1) Hru hraji dva hraci.

(2) Ve hfe je koneény pocet dosazitelnych pozic (jen ve vzacnych pfi-
padech je vhodné uvazovat i hry s nekoneénym poétem pozic).

(3) Pravidla hry uréuji, na které pozice se mohou hra¢i pfesunout.
Pravidly je zaruceno, Ze ve hie neni zadna nahoda a ze hraci maji
uplnou informaci (tj. nehraje se s kostkami ani s kartami).

(4) Hradi se v tazich st¥idaji.

(5) Hra konéi, kdyz hra¢ nemize tdhnout. Koncova pozice uréuje i
vitéze hry. Hrag, ktery dosdhne koncovou pozici, vyhrél (normdlni
varianta hry).

(6) Hra konéi po koneéné mnoha tazich dosazenim koncové pozice.

Budeme se zabyvat tzv. nestrannymi hrami. Nestrannd kombinatorickd
hra je kombinatorickd hra, ve které nezalezi na tom, ktery z hracua je
pravé na tahu. Jinymi slovy, neni rozdil mezi I. a II. hrac¢em, oba maji
7z kazdé pozice na vybér stejné moznosti tahit (prvni hrac ve hie zacind).

Piiklady nestrannych her jsou NiM, VYHONKY (SPROUTS nebo ZE-
LENY HACKENBUSH Jiné znamé hry, napf. krizky a kolecka, Sachy

6)Na zacatku je na papife n puntiki. Jeden tah spociva ve spojeni dvou puntiki
Carou a nakresleni puntiku nékam na nakreslenou ¢aru. Pfitom se zadné dvé cary
nesméji kiizit a z zaddného puntiku nesmi vést vice nez tii Cary. Hraci se pravidelné
stiidaji v tazich, kdo nema tah, prohral.

7)Necht je dan neorientovany kofenovy graf G a v ném uzel P. Dva hradi se stiidaji
v tazich. Hrac ve svém tahu vybere libovolnou hranu grafu a odebere ji. Pokud néjaka
hrana pfestane souviset s uzlem P, odstrani se také. Hra¢, ktery nemuze tahnout (tj.
graf se sklddd pouze z uzlu P), prohral. Casto se pfi grafické reprezentaci uzel P
zobrazuje jako zemé, na které jsou navazany dalsi prvky grafu.
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apod., nejsou nestranné hry (hréci nemaji stejné moznosti tahil). Ta-
kové hry se nazyvaji partyzdnske.

Uvod do hry Nim

Nyni se zaméfime na jednoduchou hru NiM, jednu z nejznaméjsich
nestrannych kombinatorickych her. Jeji studium se ukéazalo v oblasti
kombinatorickych her jako kli¢ové. Protoze existuje mnoho verzi této
hry, podivame se na jednu z nejbéznéjsich. Duvod pro studium hry Nim
je ten, Ze vSechny nestranné kombinatorické hry se mohou prevést na
studium hry Nim.

Hra NiM se hraje takto: mame tfi hroméadky kamenti, na kterych
je m,n, k kamenti. Pozici oznac¢ime NIM[m,n, k]. Kazdy tah se sklada
z vybéru jedné hromadky a z ni odebrani nékolika kament. V jednom
tahu neni mozné odebirat kameny z vice hroméadek. Z hromadky je mozné
sice odebrat libovolny pocet, vzdy ale alespon jeden kdmen. Hrac se svého
tahu nemuze vzdat. Hrac, ktery odebere posledni kdmen, vyhral.

Zakladni analyza hry Nim

Ve hie NIM existuje jedind koncova pozice, totiz N1M[0,0,0]. Hrac,
ktery ji dosdhne, vyhral. Pozice, ve kterych existuje vyhravajici strategie
pro II. hrace, budeme oznacovat &. Tedy i koncové pozice budou Z.

Také feseni jednohromadkové varianty hry NiMm je jednoduché. Hrac
na tahu odebere celou hromddku. Kazdou pozici NiM[m, 0, 0] pro m > 0
ozna¢ime 4 (vyhraje hraé na tahu).

Uvazujme dvouhroméadkovou variantu hry NiM. Je jednoduché si roz-
myslet, Ze pozice NIM[1,1,0], NmM[2,2,0], ... jsou & pozice (vyhraje
druhy). Prvni hra¢ nemize vyhrét, protoze po jeho tahu druhy hrac¢ za-
hraje pfesné stejny tah ve zbyvajici hromadce. Zbylé pozice jsou ./, staci
prvnim tahem dorovnat obé hromadky a pouzit predchazejici strategii.
Obecné hry Nim[m,m, 0] jsou & pozice a hry NIM[m,n,0] pro m # n
jsou A pozice.

Pozice N1mM[1,1,1], Nm([1,1,2], Nim[1,1,3] a pozice NIM([1,2,2] jsou
vSechny .4 pozice, protoze prvnim tahem se hra¢ muze dostat do po-
zice NIM[1,1,0] nebo NM[0, 2,2]. Hrubou silou mtZeme analyzovat i
dalsi pozice. Zastavme se jesté u pozice NIM[1,2,3]. V této pozici ma
prvni hrac na vybér ze 6 tahti. Pokusi-li se odebrat prvni hroméadku, neu-
spéje, protoze pozice NIM [0, 2, 3] je vyhodna pro soupefe. (Hraci nedélaji
chyby.) Odebere-li jeden kdmen ze druhé nebo tfeti hromadky, opét se

Ro¢nik 95 (2020), ¢islo 2 17



MATEMATIKA

dostane do nevyhodné pozice, kterou jsme jiz analyzovali. Odebere-li
hra¢ dva kameny ze druhé nebo tfeti hromadky, opét soupef nalezne
vyhrévajici odpovéd podle predchéazejicich analyz. Zkusi-li hra¢ odebrat
t¥i kameny z posledni hromadky, opét nevyhraje. Uplnou analyzou jsme
ukazali, Ze neexistuje zadny dobry prvni tah, a tedy hra N1m[1,2,3] je
2. Piipad NIM[1,2,n] pro n > 3 se naopak pfevede na piedchazejici,
a tedy se jednd o 4 'pozice. Takto bychom mohli pokracovat déle, napi.
pozice NIM[1,4,5] a NIM[2,4, 6] jsou & pozice atd. Zobecnéni je ale
obtizné. Pro analyzu téchto pozic vyuZijeme tzv. nim soucet.
Pro ilustraci &2 a 4 pozic uvedme piiklad dal$i nestranné hry.

Piiklad 1 (Bachetova hra, 1612). HRA s ODECITANIM. Uvazujme nésle-
dujici nestrannou kombinatorickou hru. Necht g je nezdporné celé éislo.
Hra zacina jednou hromadkou s xy kameny. Hraci se v tazich stfidaji.
V kazdém tahu odebiraji z hromadky 1 az 4 kameny. Hrac, ktery odebere
posledni kdmen, vyhral. Podivejme se na vyhravajici strategii v této hfe.
Hru zacinajici s nulovym poc¢tem kament prohraje prvni hrac. Pokud
na pocatku hry jsou na hromadce 1,2,3 nebo 4 kameny, hra¢ na tahu
odebere vsechny kameny a vyhraje. Hra s péti kameny je vyhravajici
pro druhého hrace. Hra¢ po svém tahu zanecha na hromadce 4, 3, 2 nebo
jeden kdmen. Hra, ktera se hraje se Sesti kameny, je vyhravajici pro prv-
niho hrace (staci odebrat jeden kdmen a pouzit pfedchézejici rozbor).
Podobné, je-li na hromadce 7, 8, 9 kamenti, vyhraje prvni hrac¢, ktery
zanecha souperi pét kament na hromadce. Budeme-li v nasi analyze po-
kracovat timto zptisobem, dostaneme dvé mnoZiny: jednak mnozinu .4
kladnych celych éisel z, ve kterych si prvni hra¢ (tj. nasledujici) muze
vynutit vyhru, kde x je pocet kamenti na hromédce. Ve zbylych pozicich
& ma vyhravajici strategii druhy (pfedchézejici hrac). Napf. v nasi hie
s od¢itanim je {0,5} C&? a {1,2,3,4,6,7,8,9} C.#". Budeme-li postu-
povat timto zpisobem dale, mizeme potom indukci dokazat, ze pozice
nezapornych celych ¢isel ndsobkl 5 je &2 pozice a zbylé pozice jsou 4.

Uloha 1. Jak asi hra dopadne, pokud pravidla hry umoziuji odebirat
z hroméddky (varianta hry s odebirdnim kament):

(a) 2 nebo 3 kameny,

(b) 1, 3 nebo 4 kameny,

(c) 3, 5 nebo 8 kamentl,

(d) 2™ kameni, kde n =0,1,2,...,

(e) n? kamenii, kde n = 1,2,...7?
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Prohrava hrac, ktery nemuze odebrat kdmen.
Ndpovéda: Posloupnosti zac¢inaji

(a) PPANNA. .,

(b) PANDPNNANA.. .,

(¢c) PLPLPNNNNNANNA ..,

(d) 2AA...,

(e) PNDPNA...

Modularni aritmetika

Pro studium her NiM zavedeme uziteény zapis.

Definice 1. Je déno celé ¢islo m > 1 a dvé celd &isla a, b. Rikame, Ze
¢isla a,b jsou ekvivalentni modulo m pravé, kdyz a — b je nasobkem m.
Piseme a = b (mod m).

Napiiklad 11 = 2 (mod 3). Setkdme se i se zapisem a (mod m) pro
zbytek, délime-li a ¢islem m. Tedy 11 (mod 3) = 2. V nasi Bachetové
hfe pozice pro n = 1,2,3,4 (mod 5) jsou vyhravajici pro prvniho hrace
a prohravajici pron = 0 (mod 5). V tloze [l (b) jsou pozice 0,2 (mod 7)
P pozice a zbylé .4 pozicemi. Znamena to, ze bude-li se hrat napf. na
hroméadce se 79 kameny, je nevyhodné zac¢inat, protoze 79 = 2 (mod 7).

Nim soucet

Pro dalsi analyzu hry NiM je dilezity tzv. nim soucet. Nim soucet
(ktery oznacujeme také @) dvou nezdpornych celych ¢isel je jejich soucet
v binarnim zapisu ,bez pfenosu do vyssich fada“. Vime, ze pro kazdé
nezaporné celé ¢islo x existuje jeho binarni rozvoj tvaru

m
T = Zxﬂi =2 2™ + Ty 12 e+ 212 + 10
i=0

pro néjaké m € N. Kazdé x; je bud 0, nebo 1. Pro ¢&isla ve dvojkové
soustavé pouzivame také zapis (€, Tm—1 ... T120)2. Napf. (01101)s = 13
nebo (11101)y = 16 +8 +4 + 1 = 29.

Pripomenme na konkrétnim prfikladu dva nejznaméjsi algoritmy pro
hledéni binarnfho rozvoje. Pro ¢islo 14 plati 14 : 2 = 7(0), 7 : 2 = 3(1),
3:2=1(1),1:2=0(1). Zbytky po celo¢iselném déleni uré¢uji binarni
reprezentaci: (1110)s, tj. 8 + 4 + 2. Rozvoj ¢isla 14 dostaneme také tak,
7e postupné odecitame nejvétsi mocninu dvou neprevysujici dané cislo.
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Napriklad 14 =8+6 =8+ 4+2nebo 30 =16+14 =16+ 8+ 6 =
=16+8+4+2.

Nim soucet dvou nezapornych celych ¢isel nalezneme tak, ze obé ¢isla
vyjadiime ve dvojkové soustavé a seCteme samostatné koeficienty radua
v aritmetice modulo 2.

Definice 2. Nim soucet (pmTm—1-..2120)2 & (YmYm—1 - --Y1Y0)2 Zapi-
sujeme

(mmmm—l ce m1-730)2 @ (ymym—l .- -ylyO)Q = (Zmzm—l .- .212’0)2,

kde pro kazdé 0 < k < m je zr = ) + yr (mod 2), tj. zx = 1, je-li
T +yr =1, axy+yr =0 a zx =0 v ostatnich pripadech.

Uvedme piiklad:

13 = 1101,

5 = 101, @ 12 = 1100,

@ 13 = 1101, @© 8 = 10002
1000, = 8 1001, = 9

Nim soucet je asociativni (tj. c® (y®2) = (zDy) ® z) a komutativni
(tj. x®y = ydx), protoze s¢itdme modulo 2. Tedy vyraz zdydz mizeme
psat bez zavorek. Dale 0 je nulovy prvek (protoze plati 0 @ z = z) a
kazdé ¢islo ma i opacné (z @ x = 0). Pro nim soucet plati i ,kraceni
(jelizdy=ac@®z,potomazdrdy=xdz® z, tedy y = 2).

Nim soucet je mozné nalézt v matematice i v jinych podobach: jako
logickou spojku ,,vylucovaci nebo V“, bitovy XOR nebo jako operaci
definovanou pro jednotlivé bity tabulkou

@0 1
010 1
1 (1 0

Jelin=37,.,2,m=3,.52,C=A+B=(A\B)U(B\A), potom
také n ®m = ), ~2'. Nim soucet se objevuje jako operace s¢itani ve
vektorovém prostoru GF[2]. V poéitacovych jazycich se oznacuje také
jako ,st¥igka“ M.

Véta 1 (Bouton, 1901). Pozice NIM[z1, T2, . .., xy] n hromddkové vari-
anty hry NIM je & pozice, privé kdyz @;_, x; = 11 B a2 ® - D, = 0.

Duikaz véty vynechame.
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Vitézna strategie je zaloZzena na dvojkové soustavé, v kazdém tahu
je treba zahrat tak, aby se soupefr dostal do nulové pozice, ve které
existuje vyhravajici strategie pro druhého hrace. Nulové pozice jsou po-
zicemi, ve kterych nim soucet @ na hromadkach je nulovy. Po rozkladu
poctu kamenti na jednotlivych hromadkéach pouzijeme dvé jednoducha
pravidla: 2P @ 2P = 0 a pro p # ¢ je 2P @ 29 = 2P 4 29. Napriklad
pro hru v postaveni N1m([7,5, 3] (tfi hromadky se 7, 5 a 3 kameny) je
rozklad 7 = 22 + 21 + 20 5 = 22 420 3 3 = 2! 4+ 20, Nim soudet
T95@3 = (44+2+1)@(4+1)D(2+1) = (4+2+ o4+ e (2+1) =1
je nenulovy, diky tomu existuje vyhravajici strategie pro prvniho hrace.
Do nulové pozice se dostaneme odebranim jednoho kamene dokonce z li-
bovolné hromadky.

Sprague—Grundyova véta a jeji aplikace

V nestranné hie je mozné definovat dva typy pozic. Pozice & (pfed-
chézejici hra¢ vyhréva) a A (nasledujici hra¢ vyhravé, tj. hrac na tahu).
Na tomto principu mtuzeme definovat rekurentni tzv. znackovaci algorit-
mus. Algoritmus vypada taktoft)

(1) VsSechny koncové pozice ozna¢ime 2.

(2) Vsechny pozice, ze kterych se dostaneme jednim tahem do pozice
P, oznatime N

(3) Vsechny pozice, ze kterych se dostaneme jednim tahem pouze do
pozic A, oznac¢ime 2.

(4) Pokud nenajdeme novou & porzici z bodu (3), s oznacovanim skon-
¢ime. Jinak pokracujeme bodem (2).

Charakteristika &2 a .4 pozic ve hrach v normélni varianté:

(1) Vsechny koncové pozice jsou & pozice.
(2) Z kazdé A pozice vede alesponl jeden tah do & porzice.
(3) Z kazdé & pozice vedou vSechny tahy (jsou-li néjaké) do .4 pozic.

Napiiklad pro hru z tlohy [ (a) pro n = 9 jsou dvé koncové pozice
ng=0an; =1,

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

PN |2 2 N P PN NN

8)V nestranné kombinatorické hfe v normalni varianté mtzeme vizdy postupovat
zpétnou indukci.
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Protoze pozice 0,1 jsou &, pozice 0 +2, 0+ 3 a1+ 2,1+ 3 bu-
dou 4. Nésledujici neoznacené pozice je nutné &, a tedy pozice 5 + 2,
5+ 3 jsou 4. Néasledujici neoznacend pozice je 6, kterou ozna¢ime &2, a
pozice 6 + 2 a 6 + 3 jsou opét 1] ... Tato metoda nadpadné pfipomina
Eratosthenovo sito. Jak asi dopadne hra pro n = 177 Timto zptsobem
mize byt analyzovano mnoho dalich her. Napt. hra z tlohy [II (b) mé
zacatek tabulky:

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
PIN|P NP NNNNDPNDNNN L

V betlovych variantdch (misere) jde o to donutit protihrace odebrat
posledni kdmen. Charakteristika &2 a .4 pozic ve hrach v betlové vari-
anté je podobna, ale ne iplné opacna:

(1) Vsechny koncové pozice jsou A4 pozice.
(2) Zkazdé & pozice vedou vSechny tahy (jsou-li néjaké) do .4 pozic.
(3) Z kazdé A" pozice vede alespoii jeden tah do &2 pozice.

Grundyovy hodnoty

Pro definovani Grundyovych hodnot ¢ musime nejdfive definovat ope-
rator mex, princip nejmensiho vylouceného ¢isla. Oznac¢ime mex M nej-
mensi nezaporné celé dislo, které se v mnoziné M nevyskytuje, tj.
mex M = min(N\ M). Vezméme tieba mnozinu M = {0,1, 3,5}, potom
mex {0,1,3,5} = 2. Jinym pfikladem je mex @ = 0, mex {0,1,2,3} =4
nebo mex{0,1,2,...,(n — 1)} =n.

Grundyova hodnota nestranné hry G se oznacuje 4 G) a je rekurzivné
definovana takto:

Y(G) = mex {¥H); z G miuzeme tdhnout do H}.

V Bachetové hie (piiklad [I) spocitame 4(0) = 0, 9(1) = 1, 9(2) = 2,
%(3) =3,adale 9(n) =mex{¥9(n—1),9(n—2),9(n—3),9(n—4)},
protoze muzeme odebirat pouze 1, 2, 3 nebo 4 kameny.

Ve hie NIM je na jedné hromadce Grundyova hodnota jedné hromadky
s n kameny 4(N1M[n]) = n, protoze mizeme odebrat 1, 2, ..., n, zbude
souvisld fadan — 1, n — 2, ..., 0, kterd ma mex rovny n.

V tloze Il (b) je ¥(n) = mex{¥(n —1),9(n — 3),4%(n — 4)}. Napii-
klad ¢(13) = mex{¥(12),9%(10),9(9)} = mex {3,1,0} = 2 atd.

22 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

n o1 23 45 6 78 9 1011 12
gn)JO 1 0 1 2 32010 1 2 3

Neni tézké si rozmyslet (indukci), ze plati

0, jellin=0,2 (mod 7)
1, jellin=1,3 (mod7)
2, jellin=4,6 (mod7)
3, jellin=5 (mod7).

Y(n) =

Nasledujici véta ndm dava globalni pohled na nestranné hry. Dilezitym
diisledkem je, Ze vSechny kone¢né nestranné hry maji néjakou Grundyovu
hodnotu.

Véta 2 (Sprague-Grundyova véta). KaZdd koneénd nestrannd hra G je
ekvivalentni hie NIM na jedné hromddce.

Velikost této hromadky odpovidd Grundyoveé hodnoté pozice. Ziskame
tim i odpovéd na otézku, jak hra dopadne, kdo vyhraje a o kolik.

Pozice P je A je-li Y(P) # 0. Pozice P je &, je-li 9(P) = 0. U her néas
bude zv1asté zajimat hodnota rovna 0. Tato hodnota odpovida pozici &2,
ktera je vyhravajici pozici (pro hrace, ktery neza¢ind). V normalni vari-
anté vSechny koncové pozice maji Grundyovu hodnotu 0. Je-li 4 P) # 0,
potom existuje tah do pozice P’ s Grundyovou hodnotou ¥ P’) = 0.
Je-li 9(P) = 0, potom v8echny tahy (jsou-li takové) z pozice P vedou do
pozic P’ takovych, Ze jejich Grundyova hodnota je Y P’) # 0. Tvrzeni
okamzité plyne z definice mex.

Disjunktni soucet her H, K zapisujeme H + K. V této hie si musi
hrac¢ vybrat sviij pravidly povoleny tah budto ve hie H, nebo K, pficemz
drubd hra zistane nezménéna (hraje se simultanné). Jeden z dulezitych
vysledku teorie je, ze pro G = H + K plati U(G) = Y H) 4 K). Napfi-
klad hra NiM na tfech hromadkach je sou¢tem tii jednohromadkovych

her NiM. Grundyova hodnota souc¢tu dvou jednohromédkovych variant
je UN1M[m, n]) = 4m) © Yn).

Hledani vyhravajici strategie
Ve hie je dulezité dostat se do pozic & nebo na pozici 0, uvazujeme-li
jeji Grundyovu hodnotu.
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Priklad 2. Pfedpokladejme, Ze se hraje hra N1M na hromadkéch se 6, 7 a
3 kameny. Nejdfive zapiSeme poc¢ty kament na jednotlivych hromadkach
ve dvojkové soustavé. Dostaneme 6 = (110)2, 7 = (111)2 a 3 = (011)s.
Potom vysledky zaznamename do tabulky:

3011
©T7|111
©6(110

a po sloupcich se¢teme modulo 2. Vyhravajici tah je vytvoreni takové
konfigurace, aby v kazdém sloupci byl sudy pocet jednicek. Stac¢i odebrat
dva kameny z libovolné hromédky (existuji t¥i tahy).

Uloha 2. Zahrajeme si hru ODEBIRANI ¢TVERCU s néjakou velkou po-
zici (napf. n = 100 nebo 75) a lze odebirat pouze ¢tvercova ¢isla 1, 4, 9,
16, 25, 36, 49, ... (viz tloha[l (e)). Ziskdme:
n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
MP|DP NP NN DPNDPNNDL NP
Ym)y|]0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 0 1 O

%(100) = 4,9(75) = 6. Spocitejte Grundyovu hodnotu pozice [18, 26, 28]
a ukazte, ze se jednd o .4 pozici. Naleznéte prvni optiméalni tah.

Reseni: 9([18,26,28]) = 7, protoze ¥([18,26,28]) = ¢([18]) & ¥([26])®
DY([28]) = 1 ®2® 4 = 7. Protoze Grundyova hodnota je nenulova,
jednd se o A pozici. Sta¢i odebrat 1 z posledni hromadky, 4(]27]) = 3 a
1®2=3.

Priklad 3. Hraje se podle téchto pravidel: hra¢ na tahu si vybere jednu
hroméadku a z ni odebere alespon jeden kdmen. Je vSak tfeba jesté do-
drzovat tato dvé pravidla: pokud je na hromadce sudy pocet kament,
nelze odebrat celou hromadku. Pokud je na hromadce lichy pocet ka-
ment, muze hra¢ odebrat i celou hromadku.

Pro tuto hru jsou Grundyovy hodnoty definovany takto: v pripadé
lichého poctu 2k — 1) = k, jinak ¥2k) = k — 1. Vyhravajici strategie
je analogickéa jako ve hie NIM. Musime se ujistit, ze jsme v pozici rovné 0.
Proto musime zménit jednu z hromédek tak, aby byl nim soucet roven 0.
Existuji dvé koncové pozice, kdy zbyvaji 0 nebo 2 kameny.
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Uvazujme napf. pozici H = [16,18, 13]. Pro kazdou hromadku spoci-
tame jeji Grundyovu hodnotu podle predchazejicich dvou definic. Zacina-
li prvni hrdé: Grundyovy hodnoty jsou ¥(16) = 42 -8) =8 -1 =7,
Y(18) = 42-9) =9—-1=8a¥13) =¥42-7—1) = 7. Nim soucet
Grundyovych hodnot je 7@ 8 @ 7 = 8. Vyhravajici strategie spociva
v odebrani tolika kament, aby nim soucet byl nula. Chceme tedy, aby
Grundyova hodnota byla nula. Kdyz odebereme z prostfedni hromadky
15 kamentl, zbudou tam 3, tj. G(3) = G(2-2 — 1) = 2, coZ neni 0.

Vyhravajici strategie hry Dr. Nim

Hra DR. NIM se hraje takto: Na stole lezi nékolik zdpalek (kladné
celé ¢islo). Dva hraci se v tazich st¥idaji, v kazdém tahu lze odebrat 1,
2 nebo 3 zapalky. Hrac¢, ktery odebere posledni zapalku, prohrél@]

Tvrzeni 2.1. Proni hrd¢ vyhraje (md vyhrdvagici strategii), kdyZ pocet
zapalek n neni 4k + 1 pro Zadné celé nezdporné ¢islo k.

Diikaz: Strategie je pravidlo, kolik Ize odebrat, pokud na stole lezi n
zapalek. Ukazeme, ze je-li n = 4k+1, potom existuje vyhravajici strategie
pro IL. hréce, kterd hraci zaruéi vyhru. (Indukei.) Indukéni hypotéza je
pro kazdé k € N, je-li n = 4k 4+ 1, potom prvni hra¢ prohraje, a je-li
n = 4k, 4k + 2,4k + 3, vyhraje prvni hra¢. Vycerpame vSechny logické
moznosti. Tvrzeni dokazeme silnou indukci a zaéneme piipadem n = 1.

Prvni krok: Je-li na hroméddce pouze jedna zapalka, zac¢inajici hrac
prohraje, protoze musi odebrat (posledni) zépalku.

Indukéni krok silné indukce: Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
1 az n a ukazeme, Ze tvrzeni plati i pro n+ 1. Indukéni krok se rozpadne
na tyto 4 pripady:

1. Pro n + 1 = 4k + 1 ukdZeme, Ze prvni (zac¢inajici) hra¢ pro-
hraje. Prvni krok dikazu jsme jiz provedli. Nyni tedy predpokladejme,
ze n+ 1 > 5. Prvni hrd¢ mize odebrat 1,2 nebo 3 zapalky. Pokud
odebere jednu zapalku, zbyvajici pocet zapalek je n = 4k. Diky induk-
¢nimu predpokladu silné indukce hrac, ktery je na tahu, ma z této pozice
vyhravajici strategii. Tedy hrac, ktery zahral do této pozice, prohraje.
Podobné: pokud hrac¢ odebere 2 zapalky, ztistane na stole 4(k — 1) + 3
zépalek a opét prohraje ze stejného divodu. Analogicky, pokud odebere
3 zapalky, dostane se hra¢ do nevyhodné pozice a nemize vyhrat.

9)Hra s ode&itanim v betlové variants.
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2. Pro n + 1 = 4k ukazeme, Ze prvni hra¢ vyhraje. Pokud hrac¢ na
tahu odebere 3 zapalky, druhy hric¢ je v pozici n = 4(k — 1) + 1 a diky
indukénimu predpokladu silné indukce, prohraje.

3. Pro n + 1 = 4k + 2 ukéZeme, Ze (opét) prvni hrac¢ vyhraje. Zde
staci odebrat 1 zapalku. Druhy hrac je v pozici 4k 4+ 1 a prohraje, jako
v predchézejicim pripadé.

4. Pro n+1 = 4k 4+ 3. Ukazeme, Ze prvni hra¢ vyhraje. Pokud I. hrac¢
odebere 2 zapalky, druhy je v pozici 4k+1 a prohraje.

n|1 2 3 4 .. 4kdk+14k+24k+34k+44k+5
EIN NN I

Uloha 3 (PrvOCiSELNY NiM, Pim. Claude E. Shannon (1955)). Uva-
zujme hru PiM, kterd se hraje jako obvykly NIM s tim omezenim, Ze lze
odebirat pouze prvociselny pocet kamentii nebo jeden kamen.

(a) Naleznéte Grundyovy hodnoty ¥n) pro hromadky s 0 < n < 11
kameny.

(b) Nalezené vysledky zobecnéte pro libovolné n.

(c) Nalezenou hypotézu dokazte!

(d) Analyzujte postaveni P1M[7, 19,23, 56] a najdéte optimalni prvni
tah.

Uloha 4 (Hra ODEBER A ROZDEL). Na hromédce je 100 kamenti. Tah
spocivd v odebrani 3 nebo 5 kament a nasledném rozdéleni hromadky
na dvé (v jiné varianté na dvé rtizné hromadky). Hra¢, ktery nemuize
tahnout, prohral.

Zeleny Hackenbush
Pravidla: ZELENY HACKENBUSH) se hraje na obrazku jako je HRA.

HEKA

Dva hraéi stiidavé odebiraji slamky (hrany) z obrazku (grafu). Stébla
(neboli bréka) nebo smyck jsou navzajem spojeny svymi koncovymi

10) John H. Conway, 1937-2020.
11)Smy(:ka je hrana vedouci z uzlu do néj samotného.
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uzly (koleno) a se zdkladnou. Hraé¢ pfi svém tahu odebere jednu sldmku
a vSechny ostatni, které prestanou souviset se zakladnou. Zakladna se
oznacuje ¢arkované. Hraé, ktery odebere posledni slamku (nebo smy¢ku),
vyhraje.

ZELENY HACKENBUSH je piikladem nestranné hry (oba hraci maji
stejné moznosti tahtl) a pfirozené hodnotu kazdého obrazku umime re-
kurzivné spocitat pomoci Grundyovy posloupnosti. Podle Sprague—Grun-
dyovy véty m4 ZELENY HACKENBUSH za své hodnoty Grundyovy hod-
noty. Ukazeme techniky, jak zredukovat nékteré komplikované pozice na
hru NiM, kterou jiz umime feSit. Podrobnosti, véetné dikazd, ctenar
najde v [3} [5] [6].

Neékteré pozice spocitdme pomoci nasledujicich principt.

Princip bambusovych stonku

Obrazky nebudou obsahovat kruznice ani vétveni, pouze stonky bam-
busu. Hraje se tak, Zze se odebere slamka a vSechny nad ni. Hraje se
v normalni varianté.

Jednoduchy piiklad pozice ZELENEHO HACKENBUSHE je jeden bam-
busovy stonek délky n, ze kterého muze byt odebrano 1, 2, ..., n slamek
(od vrcholu) a na zemi zlistane bambusovy stonek délky n — 1, n — 2,
..., 0. Jisté nejlepsim tahem je odebrat nejspodnéjsi stéblo souvisejici
s kofenem (oba hréci chté&ji odebrat posledni slamku).

Budeme-li hrat na vice bambusovych stéblech souc¢asné, tahem v jedné
komponenté neovlivnime ostatni a dostaneme stéblo kratsi délky. Dvé
stébla stejné délky (pocet slamek) maji nulovy soucet (pozice &); hraje-
li se na dvou rtznych, potom se jedné o pozici .4, staci pocet dorovnat a
pouzit pfedchazejici strategii. Situaci se tfemi (a vice) stonky spoéitdme
pomoci nim souctu.

Z toho ale plyne, Ze bambusovy stonek (jeho Grundyova hodnota)
se hraje jako jednohroméddkova hra NiMm[n]. Na nékolika bambusovych
stoncich se hraje stejné jako ve hre NIM na nékolika hromadkach. Takze
okamzité zname vysledek hry.

Priklad 4. Abychom nasli vyhravajici strategii, vezmeme jednoduchou
situaci ve tvaru bambusovych stonkil (jako na obr. 1). Tyto stonky mo-
hou byt porovnany s hromadkami kament. Jeden stonek odpovida hie
NiM|[n], kterd mé hodnotu n, kde n je pocet slamek ve stonku (délka
stonku). Od této chvile mizeme také aplikovat vyhrévajici strategii jako
ve hie NIM.
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Obr. 1

Chceme-li nalézt vyhravajici strategii ve hie se tfemi stonky délky 3,
4 a 2, uvazujme konfiguraci N1m[3,4, 2], tedy t¥i hromadky se 3,4 a 2
kameny. Spoc¢itame jejich nim soucet:

34462 = (011)7 @ (100)3 & (010)y = 5.

Pozice je nenulové, jedna se tedy o .4 pozici (prvni hra¢ vyhrava).
Chceme-li vyhrat, musime zahrat do &2 pozice (pfedchézejici hrac vy-
hravé). Upravime tedy nim soucet tak, aby se rovnal nule. Sta¢i odebrat
z druhé hromédky t¥i kameny. Stejny princip lze aplikovat na bambusové
stonky. Sta¢i odebrat z prostfedniho stonku druhou sldmku odspodu, tj.
odebereme tim padem tii vrchni slamky.

Bude-li se hrat na tfech bambusovych stoncich délek 3, 4, 5, hra bude
ekvivalentni hie N1M[3, 4, 5] a jeji hodnota je

3edas=(I+2)e (e (#+ 1) =2

(A pozice). To znamend, 7ze pozice 3@ 4 d 5 2 je & pozice, a je tedy
nevyhodné zacinat.

Princip stromu

Nim soucet lze s vyhodou pouzit pro feSeni stromi.

Bambusovy stonek nahradime stromem (pozdéji fadou stromi, éemuz
bude odpovidat disjunktni soucéet her). Strom je souvisly kofenovy graf
bez kruznic spojen se zemi jednim uzlem. Zacneme tim, Ze oznacime
vétve jejich Grundyovou hodnotou (tj. délkou stonku), které jsou p¥ipo-
jeny ke grafu, od vrcholu (listi). Pokud se v jednom uzlu setkd nékolik
stonkt, spocitame jejich nim soucet a nahradime je stonkem této délky,
tj. délkou YU P + Q) = Y P) ® 4Q). Tento proces rekurzivné opaku-
jeme, dokud nezménime graf na jediny stonek bambusu. Tento stonek
predstavuje Grundyovu hodnotu celého grafu.
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Méme-li dva (a vice) kofenové stromy (les), 1ze kofeny ztotoznit (vznikne
kef), ale hodnota hry zlstane nezménéna.

Priklad 5.

Hra na obrazku méa Grundyovu hodnotu rovnou 5. Naptiklad Grun-
dyova hodnota A = 43) DY 2) Y1), D = 41) DY2) a hodnota stébla
pod C a tim i celého obrazku je 1+ (4(1) @ Y1) ® 4(4)) . Mame-li totiz
situaci, Ze na jednu slamku je ,navéSena“ hra G, potom vysledny graf
(strom) méa Grundyovu hodnotu 1 + ¢(G). Dikaz indukei by byl pfes
pocet hran grafu G.

Princip faze
princip fize. Nebudeme pracovat pouze se stromy, ale také s kruznicemi,
které mohou byt spojeny se zdkladnou. Nasim cilem bude zjednodusit

tyto konfigurace, aby vytvofily stromy, které prfevedeme na bambusové
stonky a dopocitame podle strategie ve hie NIM.

RO TR O NN

Tyto kruznice mizeme analyzovat takto:

1. Zakladna odpovid4 jednomu uzlu (koleno). To znamen4, Ze vSechny
uzly na zakladné se mohou ztotoznit.

2. Kazda sldmka obvodu se muZe prevést na smycku.
3. Kazda smycka muze byt nahrazena slamkou.
4. Soucet slamek vedle sebe odpovida nim souctu.
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Tedy m mé Grundyovu hodnotu 0 (ve hie je nevyhodné zacinat).

Priklad 6.

Hodnota chlapce vlevo je nenulova, a tedy existuje vyhravajici stra-
tegie pro I. hrice. Stadi odebrat trup a vSechny sldmky nad. Hodnota
trojuhelniku A je 1 1& 1 = 1 a muZe byt zaménéna za jednu hranu.
Grundyova hodnota chlapce je 2. Prvni a tfeti hra ma soucet 0, tj. jedna
se 0 & pozici. Naleznéte optimalni obranu druhého hrace?

Névod jak vyhrdt HACKENBUSH (pokud miizeme): udélejte tah ta-
kovy, aby vysledny obrazek byl ekvivalentni souctu stébel délek, ktery
ma nim soucet roven 0. Pokud takovy tah neexistuje, prohrajete, pokud
vas soupel pouzije tuto strategii.

Bonus: Varianty hry Zeleny Hackenbush

VySetfovali jsme nestrannou hru ZELENY HACKENBUSH. Existuje né-
kolik dalsich zajimavych partyzanskych verzi této hry:

1. MODRO-CERVENY HACKENBUSH, ve kterém jsou sldmky modré
nebo cCervené. Hraci je prifazena barva a muze odebirat pouze
slamky své barvy.

2. MODRO-CERVENY-ZELENY HACKENBUSH. V této varianté mohou
byt slamky tfi barev. Kazdému hraci je pfifazena ¢ervend nebo
modré barva a zelend, kterd patfi obéma hractim. Hrac¢i mohou
odebirat slamky své barvy nebo zelené slamky.

Podé&kovani: Dékuji pani Mgr. Hané Rajdlové za obétavou pomoc pii
zpracovani rukopisu.
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Védecké zasady krdjeni dortu

Eduard Subert, Praha

Nemuselo by se zdat, ze takova obycejna véc jako krajeni kolace muze
néco ziskat z matematické studie, ale je tomu tak. Jiz v roce 1906 byl
v Casopise Nature publikovan dopis od jistého F. G., ktery popisuje me-
todu na krajeni kolace, ktera je vyznamné lepsi nez klasicky vyfez vysece,
alesporii v jistych ohledech [2].

Autorem dopisu, F. G., je dokonce sam Sir Francis Galton, anglicky
statistik, matematik, psycholog, antropolog a mnoho dalsiho. Udajné se
bez tspéchu snazil nalézt metodu pro pripravu perfektniho salku caje.
Uspél alesporii u krajeni kolace, ktery se samoziejmé k ¢aji hodi. Abyste
se mohli naucit lépe krajet kola¢ pfimo od mistra, prikladam jeho dopis
v origindlnim znéni v angli¢tiné a svij vlastni cesky preklad.
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