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RESITELSKY OBRAZEK JAKO EFEKTIVNI CESTA
RESENI ULOH

Jitf BURES, PETR EISENMANN, Jif PRIBYL!

Reseni tloh na zakladni a stfedni gkole probih& asto pro-
stfednictvim Tfeseni typovych tloh a néaslednou aplikaci nauce-
nych postupt. Snaha zdki o vyfeSeni tloh se pak nékdy stava
spiSe snahou vzpomenout si, jak se obdobnd tiloha fesila. V letech
2012 az 2014 jsme v ramci rozsédhlého projektu GA CR Rozvijeni
kultury Teseni matematickych problému ve skolské praxi v néko-
lika t¥idach rtzného véku a typu skol pracovali na zméné tohoto
pristupu a rozsireni zakovského repertoaru poznatkt pro feSeni
tloh. Béhem 18 mésicii prace na projektu jsme fesili s zdky rozma-
nité typy uloh s vyuzitim riznych strategii, které se na zékladni
a stfedni skole systematicky nepouzivaji (viz napf. Eisenmann,
Pfibyl & Novotné, v tisku). P¥ikladem je strategie Vypusténi pod-
minky (Eisenmann & Biehovsky, 2013) nebo strategie Analogie
(Eisenmann & Ptibyl, v tisku). Jednim z vyznamnych ziskd pro
zéky, ktery jsme meéli moznost pozorovat béhem feseni tloh, byla
vétsi snaha a odvaha pfistupovat k tlohdm jinym zptisobem, ne-
vzdavat TeSeni, kdyz neni znam pfimy zpusob feseni ulohy.

V tomto clanku se zaméfime na heuristickou strategii, kterou
jsme nazvali Resitelsky obrdzek. Nejprve ji struéné popiSeme a poté
ukazeme nékolik uloh, které lze s jeji pomoci efektivné fesit. Na
prikladu konkrétni lohy nazvané Nejkratsi cesta potom ukazeme,
jakym zpusobem zaci pristoupili k této tloze a jak tlohu fesili.

Resitelsky obrazek jako cesta k FeSeni tiloh

Vhodné pouziti obrazku je ¢asto velmi t¢innym prostredkem k vy-
feseni problému. V takovém obrazku vyznacime to, co je dano,

ITento piispévek byl zpracovan s podporou grantu GA CR ¢. 407/12/1939.
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a Casto i to, co chceme ziskat. Obrazek, ktery takto ziskame, se
nazyva Ilustracni obrdzek. Nékdy néas jiz pomoci tohoto znézor-
néni napadne feseni daného problému. Casto vSak s obrazkem
riizné manipulujeme (napf¥. dokreslujeme vhodné pomocné prvky)
a pomoci takto doplnéného obrazku problém vyfesime. Takovému
obrazku pak fikdme Resitelsky obrdzek. Tento zptisob feSeni po-
tvrzuje znamé uslovi, ze vhodny obrazek je mnohdy lepsi nez tisic
slov. Tlustrujme tento zptisob tfemi tvodnimi tlohami:

Uloha 1. Mé&jme &tverec vepsany do kruhu, pficemz tento kruh je
vepsén do vétstho ¢tverce (viz obr. 1). Urlete, jakou ¢ast obsahu
vétsiho ¢tverce zaujima mensi Ctverec.

Obr. 1

Re$eni. Pomoci vhodného otoceni mensiho étverce (viz obr. 2)
a doplnéni jeho thlopricek tlohu jiz snadno vyfeSime.

AN
NP7

Obr. 2

Odpovéd. Mensi ¢tverec zaujimé polovinu obsahu vétsiho ¢tverce.

Uloha 2. Vypoditejte obsah ,kapky“, jestlize jeji obvod tvofi
kruznicové oblouky. Udaje na obr. 3 jsou uvedeny v centimetrech.
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6

Obr. 3
Reseni. Dopliime do obrazku vhodné dvé navzijem kolmé tsecky.

Obsah kapky S pak mizeme jednoduse spocitat jako obsah obdél-
niku o velikosti stran 6 a 12. Vznik tohoto obdélniku je znézornén
na obr. 4b. Tedy:

S=12-6="T2

D @ T
Y X ba

a 6 b [ 12

Obr. 4
Odpovéd. Obsah kapky je 72 cm?.

Po dvou tlohéach z geometrie ilustrujme strategii Resitelsky
obrazek jesté na jedné slovni tloze.

Uloha 3. Jeden Riman napsal zavét ve prospéch své Zeny a do-
sud nenarozeného ditéte. Pokud by priSel na svét chlapec, mél
dostat dvakrat vétsi dédictvi nez matka. Kdyby to bylo dévce,
méla matka dostat dvakrat vice nez dcerka. Po Rimanové smrti
se narodila dvojcata — chlapec a dévce. Jak by se mélo rozdélit
dédictvi, aby byla zévét respektovana?

Reseni. Zatnéme dcerou. Jejimu dédictvi pfifadime jeden dilek
(viz obr. 5). Matka dostane dédictvi 2 krat vétsi, tedy 2 dilky.
Syn mé dostat 2 krat vice nez matka, tudiz 4 dilky. Protoze dé-
dictvi je jeden celek, zjistime celkovy pocet dilka predstavujici
toto dédictvi, a to je 7.
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Dcera -
Matka ~— > —
Syn - —
Celkem -

Obr. 5

Odpoveéd. Aby byla zavét respektovana, dostane syn % dédictvi,
matka % dédictvi a dcera % dédictvi.

Uloha Nejkratsi cesta a jeji FeSeni

Tato posledni, tradié¢ni tloha ndm poslouzi k ukidzkdm v avodu
slibenych zékovskych feseni. V této kapitole ale ukazeme dva zpi-
soby feseni této tilohy pomoci strategie Resitelsky obrazek.

Uloha 4. Tvij diim je vzdalen 2 km severné od feky. Diim tvé ba-
bicky je vzdalen 12 km zapadné a 1 km severné od tvého domu. Ka-
7zdy den musis babicce privézt na c¢tyrkolce cerstvou vodu z feky.
Najdi nejkratsi cestu od svého domu k babicce se zastavkou u feky
a urci jeji délku.

Reseni.

1. zptisob

Tato tloha je tradi¢ni tlohou pro zavadéni nebo procvicovani
osové soumeérnosti. Pokud si nakreslime obrazek situace, kde bod
B reprezentuje dim babicky a bod T reprezentuje tvij dam,
muzeme ulohu vyfesit velmi elegantné. Pro zjednoduseni tlohy
modelujeme feku pomoci pfimky (viz obr. 6).
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B

1 ka T

12 km

2 km

feka

Obr. 6

Vyuzijeme symetrie a feku pouzijeme jako osu soumérnosti,
podle které zobrazime bod B na bod B’. Jak vime, nejkratsi spoj-
nici bodt T' a B’ je usecka T'B’. Prusecik tsecky T'B’ a feky je
bod F', ktery pfedstavuje misto, kde musime nabrat vodu (viz
obr. 7).

B
L
1 km \ T
S 12 km
2 km
feka F
L
B
Obr. 7

Délku takto nalezené cesty vypocitdme pomoci Pythagorovy
véty jako velikost pfepony trojuhelnika B'TS:

|B'T| = \/|B'SP + |ST|? = V122 + 52 = V169 = 13

Nejkratsi cesta tedy méri 13 km.

2. zpuisob

Nejprve nakreslime obrazek situace, do kterého zakreslime piibliz-
nou pozici hledané nejkratsi cesty. Pii experimentovani s pozici
bodu F (misto, kde musime nabrat vodu) si mizeme vSimnout,
ze cesta bude nejkratsi, pokud budou oba ostré thly u bodu F
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shodné. Jestlize jsou tedy ostré thly TFA a BFFE shodné, pak
jsou trojuhelniky TAF a BEF podobné. Z podobnosti trojuhel-
niki poté ur¢ime polohu bodu F, ktery déli isecku FA v poméru
3 : 2 (viz obr. 8). Velikost tisecky F A je tedy 4,8km a velikost
usecky EF je 7,2km. Pomoci Pythagorovy véty pak snadno do-
pocitame délku nejkratsi cesty jako 13 km.

B
[
1 km \ T
S 12 km
2 km
E feka F A
Obr. 8

Poznamenejme jesté, ze kromé dvou vyse uvedenych feseni lze
tlohu vyresit napf. i pfimym zptisobem, a to tak, Ze se vzdalenost
hledané cesty vyjadii jako funkce vzdalenosti bodu F' od bodu A
a pak se pomoci diferencidlniho po¢tu minimalizuje.

Vyuzit 1ze vSak také heuristickou strategii Systematické expe-
rimentovani, kdy Fesitel bud na papife nebo pomoci tuzky a pra-
vitka priblizné feSeni najde systematickym posouvanim bodu F
na usecce znazornujici feku, nebo pomoci dynamické geometrie
(napf. Geogebry), kdy tento prostfedek dokonce hodnotu nejkratsi
cesty vycisli.

Prace s alohou ve tridé, Zakovska reseni

Tato ¢ast textu popisuje proces feseni tlohy zaky 3. ro¢niku Gym-
nazia Jana Nerudy v Praze (1. ro¢nik SS, vék zakt 16-17 let). Zaci
dostali zadani tlohy a samostatné nebo ve dvojicich pracovali na
jejim vyteSeni. Néktefi zaci poté psali sva feSeni na tabuli jako
podklad pro spoleé¢nou diskusi.

Velmi zajimava byla jiz iivodni ¢ast feSeni tlohy, kde zaznély
irtzné relevantni komentaie ohledné upfesnéni zadani tlohy. Nék-
teré komentare se tykaly tvaru feky a jak ji znazornit. Zde jsme
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se nakonec dohodli, ze feku budeme modelovat pomoci primky,
jinak bychom nedokézali najit feseni tlohy. Jiné komentéfe se za-
byvaly vzajemnou polohou obou domi a feky, tj. zda musi byt oba
domy na stejné strané feky. Dohodli jsme se, Ze budeme uvazovat
o situaci, ve které oba domy stoji na stejné strané reky. Dalsi se
tykaly existence pripadnych cest, kterymi mtize projet ctyrkolka.
I v tomto ptipadé jsme se dohodli na takové idealizované krajiné,
ve které ¢tyrkolka nemé zadné piekazky.

Zaci akceptovali toto zjednoduseni vjchozi situace diky moz-
nosti zjednodusit feSeni tlohy a také diky tomu, Ze jsou na ob-
dobny pristup k idealizaci situace zvykli napf. z hodin fyziky. Ob-
dobnou diskusi ohledné raznych parametri v zadani povazujeme
navic za velmi cennou pro porozumeéni tloze.

Nyni popiSeme pét zpusobu feSeni, které zaci postupné pre-
zentovali na tabuli. Prvni tii zptsoby feSeni nevedly ke sprav-
nému vysledku, ¢tvrty zpisob vedl ke spravnému vysledku a po-
sledni, paty zptisob feSeni byl zaloZen na spravné analyze situace,
nicméné zistal nedokonceny.

I. Prvni zpiisob feSeni je zndzornén na obr. 9. Nejprve je tfeba
urazit 2km od domu pfimo k fece (bod A) a poté jet pfimo
k babi¢ce (bod B). Délka tsecky AB byla vypoéitdna pomoci
Pythagorovy véty v pravoihlém trojihelniku ADB jako |AB| =
= V122 + 32 = /153, celkova délka cesty je tedy 2 4+ /153 =
= 14,4km. Tento zptsob feSeni tedy nevedl ke spravnému vy-
sledku.

B D
________________________________ ,
1 ka\ 12 km LT
S
2 km
feka A

Obr. 9
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II. Druhy zptisob feseni je znédzornén na obr. 10. Zak podital
délku trasy jako |T'A| + |AS|+ |SB| = 2+ V148 + 1 = 15,2km.
Celkem by takova cesta mérila cca 15,2km a byla tedy jesté delsi
nez cesta vypoc¢itana prvnim zpusobem.

B
1 ka 12 km T
s
\ 2 km
E  feka A
Obr. 10

III. Tieti zptsob feseni je zndzornén na obr. 11. Zak umistil
bod F do stiedu tsecky EA a vypoéital vzdalenosti |TF| a |BF|.
Tato trasa méif celkem v/62 + 22 4+ /62 + 32 = 13,03km. S timto
feSenim byli Zaci spokojeni, jelikoz se jednak jednalo o zatim
nejmensi nalezenou hodnotu, jednak také proto, ze stfed tsecky
mohli povazovat za hezky a pravdépodobny vysledek. Poté byli
zaci vyzvani k tomu, aby vyuzili bod, ktery se nachézi ,blizko*
stfedu usecky EA, a ovéfili, zda dojdou ke stejnému vysledku.
Po Gvodni diskusi (,,vychézi to stejné, pfipadné skoro stejné nebo
méni se to jen o velmi malé ¢isla“) se zaci nakonec shodli na tom,
ze vysledky nevychézi pro tyto body stejné, a poté pokracovali
v hledani nejvhodnéjsiho bodu na tuseéce FA.

1 ka\ 12 km T

<®
2 km

feka F A

me

Obr. 11
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IV. Ctvrty zptisob je jediny spravny a tplny zakovsky po-
stup TeSeni a je zaloZen na druhém autorském Feseni. Zak rozdélil
tusecku FA pomoci bodu F v poméru 3 : 2 odpovidajicimu po-
méru vzdalenosti |[BE| : [T A| obou domt od Feky. Poté vypocital
obé vzdélenosti |TF| = /|TAP? + [AF|? = /22 + 4,82 = 5,2km
a |BF|=./|BE|2 +|EF2 = /32 + 7,22 = 7,8 km. Souéet obou
vzdalenosti je roven 13km a je tedy roven délce nejkratsi cesty
(viz obr. 12).

B
[
1 km \ 12 km T
s
2 km
£ feka F A

Obr. 12
V. Posledni zptisob feseni je zndzornén na obr. 13. Zak rozdélil
cestu k babicce na dvé ¢asti. Délku cesty od domu k fece vyjadril
jako |T'F| = v/4 + b2 a délku cesty od feky k babicce jako |FB| =
=9+ d? s tim, Ze b+d = 12. Po vyjddfeni b = 12 —d a dosazeni
pak vyjadtil celkovou vzdalenost jako

| =|TF|+|FB| = /148 — 24d + d + /9 + d2.

Dale uz ale zak nevédél, jak pokracovat, a tlohu nedoresil. Hle-
dand délka cesty predstavuje totiz globalni minimum funkce I(d)
a jeji nalezeni vyzaduje znalost diferencidlniho po¢tu. Podle na-
Seho nézoru se ale jedna o vybornou tvahu zaka 1. ro¢niku vyssiho

gymnazia.
B
q
1 km \ 12 km T
S
2 km
E feka d F b A

Obr. 13
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Pti feSeni tlohy navrhli zéci celkem pét zptisobl TeSeni,
z nichz t¥i nevedly ke spravnému vysledku, jeden ano a jedna
nadéjna cesta nemohla byt dofeSena. V ramci jednoho zpusobu
feseni ulohy se objevilo i experimentovani, které bylo podnétem
pro dalsi feseni tlohy. Objevil se i navrh na vyuziti programu
GeoGebra jako nastroje pro nalezeni co nejpfesnéjsiho ptiblizného
feSeni. Nikdo z zakl nepouzil autorské feseni tlohy s vyuzitim
osové soumérnosti. ReSenim tlohy umisténim bodu F do stiedu
usecky FE A ziskali zaci velmi dobrou aproximaci vysledku a bylo
nutné je presvédcit, ze existuji jesté cesty s kratsi délkou. Spravny
vysledek nalezli Zaci pomoci rozdéleni tsecky EFA v poméru vzda-
lenosti obou domti od feky.

ZAavér

V clanku jsme ukéazali nékolik uloh, ve kterych Ize pfi feseni tlohy
vyuzit heuristickou strategii ReSitelsky obrazek. Zatimco v nék-
terych popsanych typech tloh je vyuziti feSitelského obrazku ob-
vyklé, v jinych tlohéch se nejedna o béznou strategii a jeji pouziti
ve vyuce muze pomoci zakiim rozsitit repertoar moznych strategii
a muze byt tak vhodné pro zaky, ktefi maji potize s algebraickym
zpusobem feseni tloh, ale naopak jsou schopni dobre reprezento-
vat situaci pomoci obrazku.
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Abstract

Problem solving with pictures might be an effective way to solve
problems. Several examples of the use of graphical representation
to solve problems are shown in the text and several pupils’ stra-
tegies and approaches to solving selected problem are presented
and discussed.
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