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ULOHY SKOLSKEJ MATEMATIKY, KTORYCH
RIESENIE MAM RAD

DUSAN JEDINAK

Priznanie

Mozno sa niekomu zd4, Ze vSetko, aj v $kolskej matematike, ma
byt prisne objektivne, bez vztahu ku konkrétnemu ¢loveku, akési
sterilné, suché. Ponikam ukézky rieSeni skolskych matematickych
tloh, ktoré mi robia osobné poteSenie, subjektivnu radost. Te-
§im sa, ked nimi méZem odhalovat zaujimavy myslienkovy postup
charakteristicky pre matematicki argumentaciu. Takéto tlohy sa
pre miia uZz svojim zadanim Zivé, intelektudlne pdsobivé. Su to
priklady primeranych matematickych tloh (povedzme pre stredo-
Skoldkov), ktoré ucitel potov a merby, méze vnimat ako ozdobu
svojej pedagogicko-didaktickej ¢innosti.

Zaujimava vlastnost pytagorovskych ¢isiel
Uloha: Dokézte, 7e plati: Va,b,c € N; a?+b% = > =>5|(a-b-¢c)
RieSenie: Predpokladajme, Ze plati negacia dokazovaného tvr-
denia:

Ja,b,ceN; a? +b>=c* A5 nedeli(a-b-c).

Pre druhé mocniny prirodzenych &isiel a ich delitelnost piatimi
plati, Ze zvysky po deleni piatimi su tieto:

(5k)? = 25k* =5 (5k*) = zvySok 0
(5k +1)% =25k +10k+1 = zvySok 1
(5k +2)% = 25k*> + 20k +4 = zvydok 4
(5k + 3)% = 25k*> + 30k +9 = zvy3ok 4
(5k + 4)2 = 25k* + 40k +16 = zvySok 1
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Je zrejmé, ze kazda druhad mocnina prirodzeného ¢isla dava pri
deleni piatimi zvySok 0 V1V 4.

Ak 5 nedeli (a - b-c) = 5 nedeli aAb5 nedeli bA5 nedeli ¢, teda
a, b, ¢ st tvaru bud 5k + 1 alebo 5k + 2 alebo 5k + 3 alebo 5k + 4
a po umocneni 2 maji vzdy zvysok 1 V 4.

Potom a? + b2 moéze mat zvysky 5 V 8 V 2, t.j. a® + b? moze
mat po vydeleni piatimi zvysky 0 V 3 V 2, ¢ méze mat zvySok
1Vv4.

Teda vidy a? + b% # ¢? , ale to je spor s predpokladom. Naga
predpokladana negécia dokazovaného vyroku neplati, tak plati vy-
rok povodny, ktory sme mali dokézat.

Zmena na priamy dokaz:

Nech pre a,b,c € N plati a? 4+ b? = ¢?, teda na kazdej strane
rovnosti musi byt rovnaky zvySok voéi delitelnosti 5 (mozné st
len 0, 1, 4), to znamena jednotlivé zvysky, ktoré vyhovuji su:

bud1+4=0 = 5lc ‘

alebo4+1=0 = 5l

alebo0+0=0 = 5|aA5bAS|c

alebo0+1=1 = 5|a s = b|(a-b:c)
altbol+0=1 = 5|b

aletbo0+4=4 = 5la

alecbo4+0=4 = 5|b )

Prirodzené &isla a, b, ¢, ktoré vyhovuju vztahu a? + b? = c?,

voldme pytagorovské trojice Cisiel.
MoZnosti pre milion

Uloha: Kolko usporiadanych trojic prirodzenych &isel z, y, z vy-
hovuje vztahu

-y -z =10°?

RieSenie:

108 moZeme rozlozif na stéin prvoéisiel: 106 = 26 . 58,
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Hladany rozklad -y - z = 10 mo%eme ,vidiet“ takto:
(2%-5P) - (2°-57) . (2¢.57) = 26 .56
tj. x=2%.57, y=25.59 2 = 2¢.57 tak, aby a+ b+ c = 6 a tie}

p+q+r=6,kdea,b, c, p, q, r st nezdporné celé &isla.
Kofko je mozZnosti pre a+b+c =6, ak a,b,c € {0,1,...,6}?

006 3
015 6
0 2 4 6
0 3 3 3 528
1236
1143
2 2 2 1|

Ak sme si to systematicky rozpisali, dostaneme 28 moznosti
(alebo kombinatoricky pri predstave: 11411141 C3(8) = P, (8) =
= 28).

Taky isty podet je aj pre p+q+r = 6.

PretoZe ku kazdej trojici [a, b, c] existuje iny vyber [p, q,7], je
pocet vSetkych mozZnosti pre z,y, z rovny 28 - 28 = 784.

Predstava, odvodenie, dokaz

Uloha: Na aky podet &asti rozdeli n vzajomne réznobeznych pria-
mok, z ktorych Ziadne tri neprechiddzaju jednym bodom, danu
rovinu? Oddvodnite a dokdZzte tento vztah.

Riesenie:
A. Predstavme si problematiku postupne (n je poet priamok,
p(n) je poet Casti roviny)
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n=1 p(l) =2

n=2 p(2)=4
n=3 p8)=4+3=7
n=4 U p(4) = p(3) +4

k povodnym siedmim éastiam pribudli 4 nové, nova priamka bola
pdvodnymi tromi priamkami rozdelena na 4 &asti a kaZda prispela
k dalsiemu ,,rozpoleniu“

n p(n) =p(n - 1) +n,
pretoze pridanim n-tej priamky k (n — 1) pévodnych priamok, sa
n-ta priamka rozdeli n—1 priese¢nikmi s p6vodnymi priamkami na
n Casti a kaZda z nich prispeje k ,,rozpoleniu“, teda k pé6vodnému
poctu Easti p(n — 1) sa pridava n novych Casti.

Ak s¢itame

p(1)=2=1+1 )
p(2) =p(1) +2
p(3) = p(2) +3 4

p(n) = p(n—1) +n |
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dostaneme

p) +p2)+--+p(n) =1+p1) + - +p(n - 1)+ (n+1) -

n? +
p(n) = L
2
n4+n+2
P(n)=—2———

B. Dékaz matematickou indukciou:
1. pre n =1 je p(1) = 2, vztah plati
2. nech vztah plati pre n = k, t.j.

k2+k +2
p(k) = ——=——

pre p(k + 1) =p(k) + (k+1) odvodime

k2 +k +2 -
p(k+1)=_'t_2_‘|_:_+k+1=k +k+22+2k+2___
kK2 4+3k+4 (K +1)2+(k +1)+2
B 2 B 2

(k +1)2+(k +1)+2
2
teda vztah plati aj pre n = k + 1. Zaver: pre kazdé n € N plati:

p(k+1) =

n2+n+2
P(n)=_-—2——

Vhodnou tvahou sme odvodili a dokazom sme sa presveddili, Ze

n priamok, z ktorych Ziadne tri neprechadzaji jednym bodom,

n?4n+2
2

rozdeli dant rovinu na éasti.

Jablka pre deti

Uloha: Kolko je réznych moznosti pre rozdelenie 8 jablk trom
detom, ak z4leZi len na pocte jablk pre jednotlivé deti?



56 DuSAN JEDINAK

RieSenie:

A. rozpiSme systematicky jednotlivé moznosti pre jednotlivé deti
A, B, C:

A B C i
polet 0 0-—8 o zostane 9 moznosti

1 1-7 ¢ozostane 8 moZnosti

2 2—6 Cozostane 7 mozZnosti >

8 0 0 1 moZnost |

s¢itanim vSetkych moZnosti dostavame pocet 45.

B. Ak si ozna¢ime kaZdé jablko menom dietata, ktorému ho chceme
dat, tak dostaneme napr. A A BB C C C C, teda jednotlivé kom-
binacie 6smej triedy z troch prvkov s opakovanim. Ich pocet je

CL(3) = (18(’) _ <12°) _ 45,

C. Osem jablk mézeme oddelit dvomi znac¢kami na tri skupiny
(pre A, B, C), napr. JJAJJAJJJJ, takych moznosti je tolko,
ako rozmiestnit dve znacky na 10 poli, t.j. C2(10) = 45.

D. Predchadzajici podet moZnosti mézeme urcit aj ako pocet
moznosti rozdelit dva druhy prvkov s poc¢tom 8 a 2 do 10 po-
licok, t.j. ako podet permutacii 10 prvkov s opakovanim z dvoch
druhov s po¢tom 8 a 2 prvky: Pg ,(10) = 45.

RieSenie ulohy ndm umozZnilo pouzit poznatky o kombinaci-
ach bez opakovania i s opakovanim prvkov, aj vztah pre pocet
permutacii s opakovanim prvkov.

Roky plyna, vazeni ...

Uloha: V ktorom roku deviitnasteho storo¢ia sa narodil nemeno-
vany matematik, ak v roku 1901 bol stdet cifier roku jeho naro-
denia rovnaky ako stéet cifier po¢tu dovtedy preZitych rokov?
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Riesenie:

Zamyslime sa, za¢nime uvaZovat a zapisovat:

Narodil sa v roku 18zy, (z, y su cifry, prirodzené &isla od 0 do
9).

V roku 1901 mal (1901 — 18zy) rokov.

Ak by y > 1, odéitanim rokov

1 9 0 1
= I 8 ¥
(9 — z)(11 — y) (prechod cez desiatku)

dostaneme cifry jeho veku (9 — z) a (11 —y).

Potom by podla zadania tlohy malo platit 1+8+z+y = (9 —
—z)+(11-vy), teda z+vy = 5,5. Také prirodzené &isla T, Y zrejme
neexistuju.

Ak by y <1 (t.j. bud 0 alebo 1) po odé&itani rokov

1 9 0 1
- 1 8 z y

(10 —z) (1 —y) (prechod cez desiatku)

dostaneme cifry veku (10 — z) a (1 —y).

Potom m4 platit 1+8+z+y = (10 — z) + (1 — y), teda
z+y = 1. Ak bude y = 1, musi byt z = 0. No vtedy by bolo
1901 — 1801 = 100, ale sucet cifier roku narodenia je 10 a sucet
cifier veku iba 1.

To nevyhovuje zadaniu tlohy.

ESte je moZnost y = 0. Vtedy musi byt z = 1. Potom rok
narodenia by bol 1810 a vek (v roku 1901) je 91 rokov, to vyhovuje
(1+8+1+0=10,9+1=10).

Nemenovany matematik sa narodil v roku 1810.

Zelajme si prijemne a zmysluplne prezité roky budice.

Vyznanie

Verim, Ze skoro kaZdy zodpovedny ucitel matematiky ma svoj-
mu srdcu milé zadania uloh, pri ktorych rieSeni vybadaju jeho Zi-
aci, Ze ma zvlast rad nielen niektoré postupy Skolskej matematiky,
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ale aj svojich Ziakov. Pre seba i pre nich citujem: Nie som Specia-
lista v matematike, som len jej obdivovatel, nestastnik zamilovany
do tejto najkrdsnejsej z vied (P. Valéry).
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