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UKAZKA VYUZITI POCITACU PRI VYUCE
PRAVDEPODOBNOSTI NA GYMNAZIU (2)

(Dokoncéeni z minulého cisla)

MicHAL CIHAK

3. Dalsi pravdépodobnostni pojmy

Predchozi vysledky umoznuji feSit celou fadu dalSich blizkych
aloh. Mizeme se napfiklad studentl ptat, jakd je pravdépo-
dobnost pj x, Ze pravé k pani dostane zpét své klobouky, kde
0<k <n.
ReSeni: Jestlize pravé k pani m4 mit svilj klobouk, znamena to:
e Mame (}) moZnost{ pro vybrani téchto k pani ze skupiny
n pand.
e Zbylych n—k pani musi mit jiny klobouk nez sviij a pocet
moznosti, jak toto mize nastat, je r,—.
Z dvou predchozich tvrzeni vyplyva, Ze polet permutaci, které
maji k pevnych bodd, je (})7rn—k, a proto

Pni = 'g:l‘&j (13)

n!
Ziskané vysledky velmi dobfe poslouzi pro ilustraci nékterych
dalsich pravdépodobnostnich pojmi.

3.1. Nahodna veli¢ina a jeji rozdéleni. Nyni si vysvétlime
velmi dllezity pojem tzv. ndhodné veli¢iny. Oznacime X pocet
téch pant, ktefi zachytili svij klobouk. Veli¢ina X miZe ,na-
hodné“ nabyvat hodnot 0,1,2,...,n a proto se nazyva ndhodnou
veli¢inou. Kazdé hodnoté je vztahem (13) jednoznadné pfifazena
pravdépodobnost, se kterou veli¢ina X této hodnoty nabyva. Pii-
tom plati

n
an,k == 1’
k=0
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nebot ndhodné veli¢ina X nabude vzdy pravé jedné z moznych
hodnot 0,1, 2,...,n.

Takovy systém vysledkl spolu s jim pfifazenymi pravdépodob-
nostmi nazyvame pravdépodobnostnim rozdélenim ndhodné veli-
¢iny X. Pravdépodobnostni rozdéleni mizeme vyjadrit naptiklad
formou tabulky.

Mizeme tedy studentiim zadat Glohu vytvorfit tabulku vSech
hodnot ndhodné veli¢iny X a jim odpovidajicich pravdépodob-
nosti pro nékterou konkrétni hodnotu n (viz napf. tabulka 4),
nebo jesté 1épe nékolik takovych tabulek pro riizné hodnoty n (je
vhodné organizovat jako skupinovou praci, kazda skupina pracuje
na tvorbé jedné tabulky).

k 0 1 2
P(X=k) | 0.366667 | 0.375000 | 0.166667
k 3 4 5
P(X=k) | 0.083333 0 0.008 333

TAB. 4. Pravdépodobnost P(X = k) pro n = 5, vypoclitana
ze vztahu (13).

Pro vétsi nazornost se pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné
veli¢iny Casto vyjadiuje grafem. Vyzveme proto studenty, aby se
zamysleli, jaky typ grafu zvolit, a pokusili se ho sestrojit. Jednou
z moznosti je napiiklad sloupcovy graf na obrazku 4.

Zajimavé je, ze ndhodny jev prdvé n — 1 pant obdrzi sv(j klo-
bouk je jev nemozny a jeho pravdépodobnost je tedy nulové (viz
tabulka 4 a obrazek 4). Zachyti-li totiz n — 1 pant svij klobouk,
zbyva jiz jen jediny klobouk, ktery musi patfit zbyvajicimu panovi
a tedy vSichni panové budou mit svij klobouk.

Nyni vyfeS§ime tutéz dlohu simulaci na pocitaci. Studentiim
doporu¢ime, aby se pokusili modifikovat program 1 tak, aby na
vystupu ziskali tabulku relativnich ¢etnosti vyskytu jednotlivych
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P(X =k)
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OBRAZEK 4. Grafické zndzornéni rozdéleni ndhodné veli¢iny X.

hodnot 0,1,2,...,n ndhodné veli¢iny X pfi velkém poctu pro-
vedenych experimentid. Je opét velmi zajimavé porovnat takto
ziskané relativni Cetnosti s odpovidajicimi hodnotami p, ;. Pro-
gram 2 je ukézkou, jak je mozno uvedenou tlohu fesit.

Program 2.

------ prom&nné, konstanty, procedury a funkce - - - - - -

n:=10; (* délka permutace *)
poc_exp:=10000; (* celkovy polet provad&njch experimentfl *)
INT i,5;

INT X; (* polet panfi, kteri zachytili svflj klobouk *)
INT vektor[1 TO n]; (* vektor pro ndhodné permutace *)
INT abs_cetnost[0 TO n]; (* vektor absolutnich Zetnosti X *)
REAL rel_cetnost[0 TO n]; (* vektor relativnich Zetnosti X *)

(* zde budou def. procedur Vloz[] a Zamichej[] - viz. Progr. 1 *)

----------- polateZni hodnoty = - = =~ = = = = = = = =
FOR j:= 0 TO n DO

abs_cetnost[j]:=0; (* explicitni nulovani poli *)
rel_cetnost[j]:=0;
END;
Vloz (vektor[1 TO n]); (* do vektoru vloZzi &isla 1,2,..,n %)
-------------- model = == ==ss=&=<= == « = =

FOR i:=1 TO poc_exp DO
Zamichej (vektor[1 TO n]); (* ndh. permutace pole [1,2,..,n] *)
X:=0;



UKAZKA vYuziTi POCITAGU PRI VYUCE PRAVDEPODOBNOSTI ... 203

FOR j:=1 TO n DO (* prochdzi vygenerovanou permutaci *)
IF vektor[jl=j THEN X:=X+1;
END; (* najde-1i shodu, zvy3i &ita® panfi se svim kloboukem *)
END;

abs_cetnost [X] :=abs_cetnost[X]+1; (* zvy3i tita¥ veliZiny X *)

rel_cetnost [X]:=abs_cetnost[X]/i; (* d&lime poltem experim. %)

VypisPole(rel_cetnost[X]); (* vypis vysledkdl do tab. *)
END;

K programu dodejme jiz jen nékolik drobnych poznamek: V sys-
tému Famulus neni po spu$téni programu obsah proménnych a
poli inicializovan na nulu, ale je jim pfifazena zvlastni nedefino-
vana hodnota ,,7“. Vynulovani proménnych je tedy nutno provést
explicitné v programu.

Déale neni mozné pouzit standardni proceduru DISP pro vypis
vysledkii, nebot ta nepracuje s poli, ale je nutno pro tyto Gcely
vytvofit vlastni proceduru, kterd se mlZe jmenovat napi. Vy-
pisPole().

Z algoritmického hlediska jedinou vyraznéj$i zmeénou oproti
programu 1 je jiz jen pouziti FOR cyklu misto cyklu WHILE pfi
priichodu polem vektor []. Tentokrat jiz neni mozné priichod pole
predcasné ukoncit a mohou tedy byt pouzity obé varianty, FOR
cyklus je vS8ak prehlednéjsi.

3.2. St¥edni hodnota. Casto se v pravd&podobnostnich a
statistickych lohach resi nasledujici problém: Mnohokrdt zopakuji
experiment, pii kterém pdanové vyhazuji své klobouky. Kolik pdni
v pruméru zachyti svij klobouk? Odpovéd na tuto otdzku ndm
muze dat vypocet tzv. stredni hodnoty ndhodné veli¢iny. Jeji hod-
nota je definovana jako vaZeny aritmeticky primér vSech moznych
hodnot ndhodné veliéiny, pficemz kazda hodnota je vazena svoji
pravdépodobnosti. Opét ukdZeme nékolik moZnosti, jak stfedni
hodnotu v naSem pfripadé uréit. To vS8ak neznamena, Ze dale uve-
dend feSeni se daji pouzit jen pro tuto konkrétni Glohu, naopak,
postupy zde uvedené se v riznych obméndach pouzivaji velmi ¢asto.
Pti reSenich pouzijeme:
e definici EX
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e (-1 ndhodné veliiny
e poditacovou simulaci

3.3. Redeni pfimym uZitim definice EX. M&me n pant
a ozna¢me X pocet téch pant, ktefi zachytili sviij klobouk. Ten,
jak vime, je stejny jako pocet pevnych bodl v ndhodné permutaci
n prvki. Pfipomeiime, Ze stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X je
definovana takto:

n n
EX=) EPX=8)=) kD (14)
k=0 k=0

Pravdépodobnosti p, r = P(X = k) studenti urdili jiz dfive,
a proto zbyvéa jen dosadit do vzorce a pro rizné hodnoty n urdit
odpovidajici stfedni hodnoty. Studenti budou asi pfekvapeni, kdyz
zjisti, Ze pro rizné hodnoty n vychéazi stfedni hodnota stéle stejna
a to vzdy rovna jedné. Miizeme tedy vyslovit hypotézu, Ze at je
pocet panti vyhazujicich klobouky jakykoliv, sviij klobouk zachyti
v primeéru jeden pan. Kdybychom v8ak chtéli uvedenou hypotézu
dokazat, asi uz s naSim postupem vypoctu nevysta¢ime. Museli
bychom totiz pro vSechny mozné hodnoty n uréit hodnotu EX.
Pouzijeme tedy obecnéjsi postup.

3.4. ReSeni uZitim 0-1 nahodnych velidin.

Nyni uvedeme zpidsob feSeni, ktery ukazuje, jak vyhodné
byva vyjadfeni ndhodné veli¢iny jako souctu 0 — 1 ndhodnych
veli¢in. Tento obrat se v pravdépodobnostnich (ilohach velmi ¢asto
pouziva a umoziiuje velmi elegantné feSit i zna¢né obtiZzné Glohy.

Necht X je opét polet panti, ktefi zachytili sviij klobouk. Je
zfejmé, ze X mluzeme vyjadrit jako soucet 0-1 ndhodnych veli¢in

X-:Ul +U2+---+Un,
kde

1 jestlize i-ty pan ma svij klobouk,
U, = { J yp viyj (15)

0 jestlize i-ty pAn nema sviij klobouk.

Déle potfebujeme urcit pravdépodobnost jevu, Ze i-ty pan ma
svij klobouk. Tato pravdépodobnost je rovna, viz (12).
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_-1! 1

) n! n

Nyni vyjadfime EU; podle (14)

EU;=1-P(U;=1)+0-P(U;=0)=PU; =1) = =- (16)

Je vidét, pro¢ jsme nepotiebovali urdit pravdépodobnost P(U; =
= 0). Ta se ve vzorci (16) nasobi nulou a tedy vypadne. S podob-
nymi zjednodu$enimi se u 0—1 ndhodnych veli¢in setkdvame velmi
casto. To je také hlavni divod, pro¢ se takovou mérou v teorii
pravdépodobnosti vyuzivaji.

Zbyvé jiz jen vyuzit jedné ze zakladnich vlastnosti stfedni
hodnoty: stfedni hodnota sou¢tu nahodnych veli¢in je rovna
souctu stfednich hodnot téchto veli¢in. Proto

1 1
EX=FU,+FEU;+...+EU,=—4+—+4+...4—=1
n n n

NasSe hypotéza se tedy plné potvrdila.

3.5. Poéitadova simulace. Opét sta¢i jednoduchd modifikace
naseho programu a mtzeme urcit stfedni pocet pant, ktefi ob-
drzeli svij kloboukl pfi mnohonasobném provedeni naseho po-
kusu. Ten miizeme povazovat za odhad hledané stfedni hodnoty
ndhodné veli¢iny X . Zde je jedna z moZnych modifikaci programu:

Program 3.

------ prom&nné, konstanty, procedury a funkce - - - - - =

n:=10; (* délka permutace *)
poc_exp:=10000; (* celkovy polet provaddnych experimentfl *)
INT i,j;

INT X; (* poZet péanfi, kte¥i zachytili svflj klobouk *)
INT vektor[1 TO n]; (* vektor pro ndhodné permutace *)
INT suma; (* kumulativni souZet hodnot veliZiny X *)

REAL stred_hodnota; (* stfedni hodnota veliZiny X *)
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(* zde budou def. procedur Vloz[] a Zamichej[] - viz. progr. 1 *)

----------- poléteni hodnoty - - - - - = = = = = = =
suma:=0;
Vlioz (vektor[1i TO nl); (* do vektoru vloZi &isla 1,2,..,n *)
-------------- model -~ = === ===== === = =
FOR i:= 1 TO poc_exp DO
Zamichej (vektor[1 TO nl]); (* ndh. permutace pole [1,2,..,n] *)
X:=0;
FOR j:=1 TO n DO (* prochédzi vygener. permutaci *)
IF vektor[jl=j THEN X:=X+1;
END; (* najde-li shodu, zvy3i &itaZ pénfl se svim kloboukem *)
END;
suma:=suma+X;

stred_hodnota:=suma/i; (* d8li poltem experimentu *)
DISP; (* zobrazi tab. a graf relat. Zetnosti *)
END;

Algoritmus je obdobny jako u programu 2, jediny rozdil spoé¢iva

v pouziti proménné suma, do které jsou postupné pfi¢itany poclty
pevnych bodi zjisténé v ndhodné vygenerovanych permutacich.

4. Rozptyl

Predstavme si, ze bychom feSili nasledujici problém. Vime, Ze
stfedni pocet pant, ktefi zachyti sviij klobouk, je roven jedné bez
ohledu na pocet pani. Jaké vysledky vS8ak mGzeme obvykle ocCe-
kidvat? Budou vysledky spiSe ,rozptylenéjs$i“, tzn. budou se mezi
nimi ¢asto objevovat i hodnoty od stfedni hodnoty vyrazné vzda-
lené, nebo budou vysledky ke stfedni hodnoté tésné pfimknuté
a vzdalené&j$i hodnoty se budou vyskytovat jen velmi vzacné? Od-
povéd na tuto otdzku miZe dat vypolet tzv. rozptylu ndhodné
veli¢iny.

Vypodet rozptylu je jiz problémem, ktery vyzaduje znalost
nékterych dalSich pojmil z teorie pravdépodobnosti a vyraznéji
tak pfekracuje rdmec stfedoskolskych znalosti. Studenti musi znat
nejen pojem rozptylu a jeho zadkladni vlastnosti, navic musi znét
i pojem tzv. kovariance ndhodnych veli¢in.
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Rozptyl ndhodné veli¢iny X je definovan takto

varX = E(X — EX)?, (17)

po Upravé a uzitim vlastnosti stfedni hodnoty dostaneme

varX = E(X? -2XEX + (EX)?
= EX?>-2(EX)*+ (EX)*=EX®- (EX)% (18)

Kovariance libovolnych ndhodnych veli¢in X,Y je definovana

cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY), (19)

a po obdobné tpraveé

cov(X,Y) = EXY — EXEY. (20)

V dloze chceme uréit varX, kde X je pocet téch pant, ktefi
zachytili svlij klobouk. Veli¢inu X opét vyjaddiime jako soucet 0-1
nédhodnych veli¢in Uy,...,U, definovanych v (15). Pro rozptyl
sou¢tu n ndhodnych veli¢in mizeme s vyuzitim (17) a (19) psat

varX =var(Uy + Uy + Uz +--- + Up)
—E[Ui+...+Up) = EUy +...+ U
= E[(U; — EU,) + (U; — EU3) + ... (U, — EU,))?
= cov(Ur,U1) + cov(U,Us) + - - - + cov(Ur, Uy)

+ cov(Up, Uy) + cov(Uy,,Us) + - - - + cov(Uy, Uy,)

=ivarUi+ 3 S con(Us, Uy), (21)

1<i # j<n

nebot
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CO’U(U,', Ui) == E(Ui - EU,')(U,' - EU,') = E(Ui = E'U,')2 = varU,-

pro kazdé 1.

Nyni opét vyuZijeme velmi vyhodné vlastnosti 0-1 ndhodnych
veli¢in. Plati, Ze U? = U; a proto mizeme pro rozptyl U; podle
(18) pséat

1 1 n-1

2 _ _
varU; = EU? — (EU;)® = ST a3

Pro kovariance ndhodnych veli¢in U;,U;, kde © # j, je podle
(20)
CO’U(U,',UJ') == EU,'UJ' - EU,'EU]'.

Nyni potfebujeme ur¢it EU;U;. To se ndm podaii velmi jed-
noduse diky vyhodnym vlastnostem 0-1 ndhodnych veli¢in. Pro
nazornost je vhodné vypsat vSechny mozné kombinace hodnot ve-
licin U; a U; a jim odpovidajici hodnoty ndhodné veli¢iny U;U;
v tabulce 5.

Uj
U; 0 1
0 0 0
1 0 1

TAB. 5. VSechny mozné hodnoty, kterych mize nabyvat ndhodna
veli¢ina U;U;.

Zbyva prifadit kazdé kombinaci hodnot z tabulky odpovidajici
pravdépodobnost a mizeme psat

EU;U;=0-0-P(U; =0,U; =0)+0-1-P(U; =0,U; = 1)
+1-0~P(Ui=1,Uj=0)+1'1-P(Ui=1,Uj=1)
=PU; =1,U; =1). (22)
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Je zfejmé, ze

PO =1,0;=1) =& ;!2)! - n(nl— 1)’
a proto z (22) obdrzime
EUU; = .
n(n —1)
Nyni jiz vyjadiime kovarianci
1 1 1

cov(lis, U) = BUU; = BUEY; = oy -~ = pa o)

Vzpomenhme si nyni na vzorec (21). Vyraz cov(U;,U;) je zde
obsazen n(n — 1) krat. Celkem tedy dostavame

n n ‘

varX = var Z U; = ZvarX,- + Z z cov(U;,U;)
i=1 i=1 1<i #j<n
n—1 1
=n——-— -1)————=1.
n= s + n(n )nz(n—— )
Rozptyl je tedy stejné jako stfedni hodnota roven jedné bez ohledu
na pocet pani.
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