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KALKULATIVNI ULOHY
JAKO NASTROJ DIAGNOSTIKY

JANA SLEZAKOVA, DARINA JIROTKOVA!

Uvod

V ramci projektu Ucitelské porozumeni pricinam skolni neispés-
nosti a efektivita pedagogickych intervenci byl mimo jiné vytvoren
didakticky test z matematiky, jehoz ¢ast byla vénovana kalkula-
tivnim tloham.? Pro tento test byla sestavena takovéa série tiloh,
kterda by pomohla odhalit a popsat problémy zaku v kalkulativ-
nich dovednostech. Ciselny obor tiloh byl volen tak, aby odpovidal
pozadavktm zacatku 2. roc¢niku, tj. pfirozena ¢isla do 20. Pouze
v jedné tloze vysledek prekracuje 20. Kvuli covidové situaci bylo
vsak mozné test zadat az v bfeznu daného skolni roku; zaci byli
tedy o ptl roku starsi, nez projekt ptivodné piedpokladal. Zaci
nicméné prozili vice nez piul roku v online vyuce, coz vyvolalo
vétsi diraz na kalkulativni tlohy.

Kalkulativnim tiloham se ve Skoladch obvykle vénuje velka po-
zornost a Casto se vyuzivaji i jako nastroj pro zndmkovani. Kal-
kulativni tlohy vSak maji i silny diagnosticky potencial, na ktery

1Clanek byl zpracovan v ramci projektu Ugitelské porozuméni
pri¢indm sSkolni neuaspésnosti a efektivita pedagogickych intervenci,
(CZ.02.3.68/0.0/0.0/19_076,/0016390, realizovaného PedF UK za finan¢ni pod-
pory z programu OPVV MSMT.

2S terminem kalkulativni tiloha miizeme pracovat intuitivné tak, jak se
termin obvykle pouzivd — je to pocetni uloha, kterou muiZe pfi vhodném
zadani Cisel a operaci vykonat i jednoducha kalkulacka. Nezalezi na tom,
jestli se vypocet vykondva pamétné nebo pisemné. Zadani kalkulativni alohy
byva uvedeno vyzvou wvypocitej... a otézka tlohy zaéini slovem kolik. Za-
kovy dovednosti provadét potifebné operace véetné spravnych zapist a zaché-
zeni s matematickou symbolikou oznacujeme jako kalkulativni dovednosti (viz
nap¥. Kufina, 2003).
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chceme upozornit timto ¢lankem. Ne vSechny chyby lze hodnotit
stejné a ne vidy zékovi pomtze vidét, kolik chyb udélal, a rada,
aby pocetni spoje diikladnéji procvicoval. Zakovska Feseni a de-
baty nad chybami a nad feSitelskymi postupy mohou ucitelam
otevirat nové hlubsi pohledy na schopnosti zak.

Gradac¢ni parametry kalkulativnich dloh

Ulohy do testu jsme volili tak, aby byly gradovany podle naro¢-
nosti. Takové jevy v ulohach, které lze obmeénovat a tvorit tak
jejich vybéru jsme vychézely z odbornych praci zabyvajicich se
strategiemi a chybami spojenymi s matematickym uvazovanim
7kt prvniho stupné (napt. Hejny, 2014; Ryan & Williams, 2007;
Kilpatrick & Findell, eds., 2001) a z vlastnich bohatych zkuSenosti
z pilotazi ucebnic matematiky 1. stupné, jichz jsme spoluautor-
kami.

Prvnim pouzitym gradacnim parametrem byla operace odci-
tani. Operace od¢itani je povazovana za naro¢néjsi nez séitani;
i v uCebnich materidlech se vzdy probird pozdéji. Sérii jsme tedy
zacaly ulohami na scitani.

Druhym grada¢nim parametrem je ¢iselng obor (do 10, do 20,
nad 20 ...). Predstavy zak o ¢islech do 20 se buduji dusledné
pomoci mnohého modelovani (Hejny, 2014). AvSak éiselny obor
nad 20 se pfevazneé rozsifuje jiz jen na abstraktni rovni s vyuzitim
struktury ¢isel. Zaci pak tedy nemivaji pfedstavy o &islech nad 20
podepreny pfedmétnou predstavou, ktera by je navedla k pocitani
pomoci modelovani. Proto je prace v oboru nad 20 naro¢néjsi.

Naroc¢nost tlohy také ovliviiuje, zda je nutné pocitat s pre-
chodem pres desitku. Je ziejmé, ze tlohy vyzadujici pfechod pfes
cich, jak vypovidaji napriklad ucitelé, ktefi se ucastnili vyzkumu
v (Rendl et al., 2013).

Dalsim grada¢nim parametrem je umisténi neznamé v tlohach
typu a £ b = ¢, kde jedno z ¢isel a, b a ¢ je neznamé. Takové
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trojici ¢&isel (a, b, ¢) Fikame aditivni tridda.® Kdyz zék v tloze, kde
jsou déna dvé ¢isla a, ¢, nebo b, ¢, neumi najit tieti ¢islo, tj. nezna
strategii, jak tfeti ¢islo z danjch dvou vypocitat, znamena to,
Ze neumi pouzit spravnou vazbu v aditivni triddé. Za nejméné
narocnou je povazovana uloha, kde je neznamé na pozici c. Za
nejnarocnéjsi je povazovana tuloha, kde je neznamé na pozici a.
Uloha typu 4b = ¢ je ndro¢na zejména pro ty zaky, kteii vipodty
provadéji s oporou o predmétné predstavy. Tito zaci maji problém
si celou tlohu vymodelovat a modelovani za¢it neznamym poctem
(viz napf. Budinova, 2018).

Narocnéjsi je tloha typu a + b = ¢ + d. Jde o ¢tyfi ¢isla pro-
véazand operaci s¢itani. Takovou Gtvefici ¢isel (a, b, ¢, d) nazyvame
aditivni kvadridda. Aby Zaci uméli pracovat s aditivni kvadria-
dou, je dtilezité, aby vnimali soucet nejen jako proces, ale také
jako Cislo, tzn. jako koncept (Hejny et al., 2006). Pro takovéto
porozuméni zapisu, napf. zapisu a + b, se v didaktice matema-
tiky ujal termin procept (slozenina dvou anglickych slov process
a concept) od badateltt Gray a Tall (1994). Zaroveii je nutné, aby
zéaci rovnost nevnimali pouze jako vyzvu k provedeni naznaceného
vypoctu, ale aby ji vnimali jako relaci (ekvivalenci). Tzn. Ze sou-
et /¢islo na pravé strané od rovnitka se musi rovnat souctu/¢éislu
na levé strané od rovnitka. Vystizné je pfipodobnéni rovnosti jako
relace rovnoramennym vaham v rovnovéaze.

O zakovi, ktery napf. za rovnitko napiSe 15 jako na obrazku 1,
lze tici, Ze chape rovnost operacné; rovnitko pro néj znamena
instrukci ,pocitej zleva doprava a za rovnitko napi$ vysledek®
(napt. Hejny, 2014; Budinova, 2018).* Toto chapani rovnosti miize

3Upfesnime termin aditivni tridda. Terminem externi aditivni tridda ro-
zumime trojici éisel (a, b, ¢), z nichz jedno je souétem dalsich dvou. Mentalni
projekci tohoto objektu do védomi ¢lovéka pak nazveme internt aditivni trid-
da (Hejny, 2014).
Tridda je ,tuSenim ¢i védomim souvislosti ¢isel. Vztah dvou ¢isel vyjadieny
tFetim konstituuje triddu — t¥i ¢isla, kterd né&jak pat¥i dohromady.“ (Rendl,
1997, s. 197)

40bdobné zapisy se v hodindch matematiky nékdy vyskytuji napiiklad
pri feseni slozenych slovnich dloh: ,,Karel ma 20 auticek. Petr ma o 5 autic¢ek
vice nez Karel a Pavel ma o 3 autic¢ka vice nez Petr. Kolik auticek mé Pavel?¢
Reseni z4ci ¢asto napisi takto: 20 + 5 = 25 + 3 = 28. Chybné zapisy byvaji
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predstavovat prekazku pozdéji, kdyz zaci zacnou pracovat s pro-
ménnymi a Fesit rovnice (Knuth et al., 2006; Vondrova, 2019).

10+5=/4]+3

Obr. 1: Operacni chapani rovnosti

Podobné jako u triddy, i u kvadriddy miizeme gradovat naroc-
nost tloh umisténim neznamé na pozici a, b, ¢ ¢i d.

Poslednim gradacnim parametrem je pfitomnost antisigndlu —
jde o tulohy, jejichz feseni vyzaduje jinou operaci, nez je operace
v nich deklarovanéa. Napi. v tloze [ |+ 12 = 19 lze oekavat, 7e
ji néktefi zaci budou fesit odéitanim (19 — 12), pro tyto zdky je
tedy znaménko plus antisignalem, nebot znamend séitani, ale Zaci
spravné provadi odc¢itani jako inverzni operaci ke s¢itani. Podle
nasich zkuSenosti mnozi zaci fesi podobné tlohy doc¢itanim (,12
a kolik je 197“) nebo do¢itdnim po jedné (12, 13, ..., 19) a nékdy
je jejich pocitani doprovéazené ukazovanim na prstech. V tomto
pfipadé se antisignél neprojevi.

Charakteristika pouzitych tuloh, jejich diagnos-
ticky potencial, sbér a analyza dat

V tabulce 1 pfedstavujeme pouzité ulohy a jejich gradacni para-
metry.

a) 1148 =[]

Uloha diagnostikuje dovednost s¢itat mensi dvojciferné &islo s jed-
nocifernym bez piechodu pies desitku. Uloha je snadna. Jejim vy-
fesenim by méli zaci ziskat pocit Gspéchu a pozitivné se naladit
na feseni dalsich uloh.

7N N

Ulohy b) az d) diagnostikuji schopnost volby vhodné fesitelské
strategie a stejné jako nékteré dalsi tilohy je mtizeme charakterizo-
vat jako rovnice, v nichz je nezndma vyznacena prazdnym oknem.

uciteli tolerovany, protoze myslenkové jsou v pofadku, vysvétleni, pro¢ nejsou
v poradku z hlediska formalniho, byva ale problematické.
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Dekla- Ciselny Piechod wonoo \ wonom \ Anti-
rovana obor pies neznamé neznameé signal
Uloha 10-20 / . v triddé | v kvadriadé
ope- desitku ANO
race + | 020/ |g g 2tb=c jatb=ctd p
10-30 x=a/b/c |x=ua/b/c/d
a) 1148 =[] + 1020 | BEZ c NE
b) 13+ |=17 + 10-20 | BEZ b ANO
o) J+12=19 + 10-20 | BEZ a ANO
d)[ ]+6=15 + 020 S a ANO
e) 18 —4=[ | - 1020 | BEZ c NE
f)1a—9=[] - 0-20 S c NE
g) 16— |=13 - 10-20 | BEZ b NE
h)[ |-8=17 - 10-30 S a ANO
)10+5=[ |+3| +,+ | 10-20 | BEZ c ANO
D J+2=7+4] +,+ | 020 S a ANO

N

dné. Zaci mohou zvolit napt. docitani

desitky bez prechodu

Ve dru-

ani.

t

¢

dné od

v/

, Pripa

érné sna

7

(<]

dn
hém pripadé zak pracuje s antisignalem.

,

v rdmci je

b) 13+[ |=17
Uloha je opét pom
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o[ ]+12=19

Ulohy, v nich# je neznamé na prvni pozici v zapisu, jsou povazo-
vany za narocné. Narocnost tlohy vnimaji zejména ti zaci, ktefi
jesté v mysli pracuji s pfedmétnymi predstavami: , Mam neznamy
pocet kulicek a k nim pridam 12 kulicek.“

d)[ ]+6=15

Uloha je komplikovana nutnosti po¢itani s pfechodem pies de-
sitku. Stejné jako v tloze ¢) je prvni éislo neznamé. Ocekavame,
Ze 7ék, ktery udéla chybu v tloze c), ji udéld i zde. K Gspésnému
vyfeseni tlohy by zaci méli mit jiz vybudovanou néjakou strategii
(odé&itani, pokus-ovéteni-korekce, modelovani, napf. na pocitadle).
ZAci, ktefi maji upevnénou aditivni tridadu (6,9,15), Fesi nejspise
vhledem.

e) 18 —4 = |

Uloha diagnostikuje dovednost odéitani jednociferného éisla od
dvojciferného bez piechodu pfes desitku. Je snadna. Zak, ktery si
uvédomuje, ze od¢itani nepiechazi pres desitku, si situaci znacné
zjednodusi a od¢ita pouze 8—4. Zak, ktery chybuje, ale nechyboval
pritom v piedchozich tlohach, mtze mit problém s porozuménim
samotné operaci od¢itani. Pravdépodobné ma zakladni spoje na
s¢itani ulozeny v paméti, ale bez porozumeéni vazby mezi scitdnim
a odéitanim, tj. nemd upevnénou aditivni triddu (18,4, 14).

f)14—-9=[ ]
Zde je jiz nutno pocitat s prechodem pres desitku, coz muze vést
k potizim.

g) 16— |=13

V této rovnici neni nutno provadét prechod pres desitku. Lze oce-
kéavat, ze zaci budou volit Tfesitelskou strategii od¢itani po jedné,
mozna pouziji i prsty ¢i od¢itani 16 — 13.

h)[ |-8=17
Uloha je komplikovanéj$i nez tiloha g) kviili nutnosti prechodu
pres desitku a umisténi neznamé na zacatku.
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Ulohy i) a j) mohou diagnostikovat porozuméni rovnosti a operaci
s¢itani. Tento typ tloh nebyva v ucebnicich 1. stupné nijak frek-
ventovany, proto lze odekavat pomérné velkou chybovost. Zadna
z tuloh nevyzaduje prechod pfes desitku, uloha j) je ndro¢néjsi
umisténim neznamé na pozici a.

i)10+5=[ |+3
D J+2=7+4

Vyse uvedené tlohy byly v rdmci didaktického testu zadany ve
29 tridach 21 prazskych i mimoprazskych skol, které se Gcastni
vyse zminéného projektu. Testy zadavali feSitelé projektu a jejich
vyhodnoceni provedli vyskoleni opravovatelé. Kazdou z tloh fesilo
mezi 589 a 624 zaky 2. ro¢niku. Pfi vyhodnocovani byla sledovana
uspésnost zaku a byly klasifikovany chyby, které se v feSenich ob-
jevily.

Vybrané vysledky

Prehled vysledku je uveden v tabulce 2. Neuvadime pocet zaki,
ktefi tlohu neresili, proto se soucet poc¢tu chybujicich zakt a poc¢tu
fesicich zaki nerovna poctu respondentil zahrnutych ve vyzkumu.
Ve ¢tvrtém sloupci jsou uvedeny chyby s nejvétsi cetnosti, ktera
se vSak u rtznych tloh znac¢né lisi. Tyto chyby povazujeme za
vyznamné a budeme s nimi tedy déle pracovat. Posledni sloupec
zahrnuje vSechny dalsi chyby s malou ¢etnosti.

Vzorek zaku, ktefi dlohu fesili, je pomérné velky. Lze tedy
sledovat, do jaké miry se ndm podatilo tlohy vhodné gradovat.
Napf. je vidét, ze mezi tlohami g) a h) je velky grada¢ni skok.
Uloha g) m4 tispésnost 98,1 % a tiloha h) 75,8 %. Uloha h) je vsak
narocnéjsi ve vsech sledovanych gradacnich parametrech — méni
se Ciselny obor, vyzaduje pocitani s prechodem pres desitku, je to
antisignal. Pokud bychom tlohy pouzili ve skole a chtéli zjemnit
gradac¢ni skok, mohli bychom tlohy gradovat vzdy pouze v jednom
parametru. V testu by to ovSem vedlo k netimérnému nartstu
poctu tloh.
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Tab. 2: Vysledky

Pocet

Y vir e Pocet Sy vess . , . ,
Uloha H\ammﬂmmg / ritzngch Zﬂommﬁ&mw or%_w:% vy- OmﬁwdE \ or&o:m vysledky
Gspésnost chvb sledek [pocet vyskyti] | [pocet vyskytil]
v % Y
_ 623 /
a) 11+8 = | 97.11% 6 20 [4], 18 [4], 17 [3] 9 [2], 16 [1], 3 [1]
B 624 /
b) 13+ |=17 96.63 % 4 30 [12] 6 [2], 14 [1], 3 [1]
| 622/ 6 [7], 8 7], 5 [4], 17 [4], | 14 [2], 3 [1], 2 [1], 4 [1], 11 [1],
OLI+12=19) gro5% | B | 5104, 03 12 [1], 19 [1]
A ]+6=15 12 | 813], 21 [7] —1[1),1[1],3 1], 4 [1], 6 [2],
93,40 % 16 [1]
L 621 / 10 [1), 12 [1], 15 [1], 19 [1],
) 18-4=L]1 o555 T 41, 13 [2], 22 [1]
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<wﬁmm®w\ POCet | Nejcastjsi chybny vi-| Ostatni chybné  vysledk
Uloha Fesiteld / | o gen | Nejéastéjsi chybny vy-| Ostatni ~ chybné  vysledky
GspéSnost | 4 sledek, [pocet vyskytt]| [pocet vyskytil]
v % Y
ol 622 / 3(2),7[2),9 [2), 11 1), 18 [1],
H14-9=[] | g2k | 10 | 6015, 4(7), 156 20 1], 23 [1
B 622 /
g) 16— |=13 08.71% 3 - 41[2], 29 [2], 13 [2]
1 [5], 2 [1], 4 [1], 5 [1], 6 [1],
7 (5], 11 (3], 12 1), 14 [1],
590 9 [68], 19 [6], 26 [14],
B[]-8=17 | . mO\& 24 ﬁfk 03 K 20 :f bls 21 20, 22 1], 27 (1),
“ u “ 28 [1], 29 [2], 30 [1], 31 [2],
35 [2]
. B 601 / 7[2],82], 28 2], 11 [2], 21 2],
i)10+5=[ |+3 94,46 % 11 15 [283], 18 [140], 2 [9]| o 213 [1], 5 1]
DTw2mrea | B0 | |30 I8 [ 18l 431088 2,14 ) 61

30,56 %

18 [17], 11 [9]
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Dalsi velky gradacni skok vidime mezi tlohami h) a i) (Gspés-
nost 75,8 % a 24,46 %). I kdyz nékteré parametry u tlohy h) jsou
naro¢néjsi nez u tlohy i) (napf. po¢itani s pfechodem pfes de-
sitku), tloha i) je podle vysledki vyznamné naro¢néjsi. P¥icinu
vidime zejména v pfechodu z triddy na kvadriddu, coz prinasi
nutnost zmény pojeti rovnosti z operac¢niho na konceptuélni (re-
la¢ni) (Vondrova, 2019). Zjemnéni gradace by bylo mozné Fesit
vloZenim alespon jedné ulohy typu 13 = 6 +] ], 15 = 19 —[ |,

17=[ |]-3.

Je zajimavé, a pro nas prekvapivé, ze z hlediska procentualni
uspésnosti se jevi jako nejjednodussi dloha g). U této tlohy se
v nasem vzorku vyskytuji pouze 3 rizné chybné vysledky a jeji
uspésnost je 98,71 %. Po ni nésleduje tloha e) s tispésnosti 98,55 %
(7 riznych chybnych vysledkt s miniméalnim vyskytem). Obé tlo-
nez scitani. Uloha a), kterou jsme povazovali za nejjednodussi,
je vzhledem k tspé$nosti az tieti (97,11 %, 6 rtznych chybnych
vysledki s malym vyskytem). Samoziejmé, Ze zde mohou hrét
roli i dalsi parametry, které nejsme z pisemného zaznamu schopni
sledovat, naptiklad pofadi, ve kterém je tloha feSena, nebo kon-
krétni volba ¢isel. K tomuto jevu vSak neméme oporu v odborné
literatufe.

Chyby, jejich moZné pfi¢iny a navrhy na reedu-
kaci

7 organizacnich duvodu nebylo mozné s zaky, kteri ulohy fesili,
vést rozhovory. Nase nazory na mozné pri¢iny chyb opirame o své
dlouholeté zkusenosti ziskané praci s zaky 1. stupné a vedenim
praxi budoucich ucitelt, o diskuze s prvostupnovymi uciteli a v ne-
posledni fadé o poznatky z odborné literatury. V nize uvedenych
tabulkdch (viz tab. 3-10) pfedstavime mozné piifiny jen téch
chybnych vysledkt, které jsou nejfrekventovanéjsi (viz tab. 2).
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Tab. 3: Uloha a)

Chyba | Pri¢ina Reedukace
[pocet]
17 [3], | Z&k docita|Je t¥eba nechat Zéky modelovat operaci
18 [4], |po jedné, |séitani rtznymi zpiisoby — nejen na prs-
20 [4] |ukazuje si|tech, ale i pohybem téla, nap¥. na stovkové
na prstech | tabulce na podlaze, pohybem na ¢iselné ose
a  pfitom |nebo simulaci pohybu pomoci figurky.
chybuje.
b) 13+[ |=17
Tab. 4: Uloha b)
Chyba |Pri¢ina Reedukace
[pocet]
30 [12] |Zak séitd, | Zak scitat umi, neni potieba posilit na-

nerozumi
zapisu
ulohy
(atz = ¢),
pouziva
strategii
signalu:
vidim +,
s¢itam.

cvik. Je potfeba prohloubit porozumeéni
vazbam v aditivnich triddach, napt. dis-
kuzemi obohacovat spektrum fesitelskych
strategii zédka: docitani, odcitani, zjedno-
duseni rozkladem na deset a jednotky, vy-
uziti zakovych majakovych spoji, napf.
wvim, kolik je 3 + 5, to je 8, ale tady méa
vyjit 7, tedy musim zmensit pfi¢itané cislo
ol.”
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Tab. 5: Uloha c)

Pri¢ina

Reedukace

Zak poéitanim  po
jedné a ukazovanim si
na prstech chybuje.

Je tfeba modelovat riznymi
zpusoby feseni rovnice z + b =
= ¢; napt. pomoci dvou misek
s fazolkami nebo Dienesovymi
hranolky i na prstech a pohy-
bem na c¢iselné ose nebo figur-
kou na stovkové tabulce.

17 [4]

74k nema dobré pied-
stavy o dvoucifernych
¢islech. Dobfe odcita
9 — 2 =7, a protoze se
zadani tlohy odehrava
ve druhé desitce, na-
pise 17.

Ucitel da zékovi prilezitost
propojovat vypoCty s mode-
lovanim napf. pomoci kulicek
a dalSich vysSe zminénych mo-

delti.

31 [4]

Zak sice dobfe secte
12 + 19 31, ale
chybné interpretuje za-
pis ulohy z+b = ¢, po-
dobné jako v tloze b)
pouziva strategie sig-
nélu.

jako u tlohy b)




KALKULATIVNf ULOHY JAKO NASTROJ DIAGNOSTIKY 205

d)[ ]+6=15
Tab. 6: Uloha d)
Chyba | Pri¢ina Reedukace
[pocet]

8 [13] |a) Zak chybné vyuzivd strategie maji- |jako

kovych spoju, napf. si fekne 747 = 14, |u dlohy ¢) —
14 je 0 1 mensi nez 15 a 6 je o 1 mensi |prvni fadek
nez 7, takze musim zvétsit o 2. Zvétsi ale | tabulky

¢islo 6 misto cisla 7.

b) Z4k po¢itdnim po jedné a ukazova-
nim si na prstech chybuje.

21 [7] |Zak s¢itd 6 + 15 = 21, dale stejné jako |jako v tloze
v tloze c¢) — posledni fadek tabulky. b)

f)14—9= |
Tab. 7: Uloha f)

Chyba | Pfi¢ina Reedukace

[pocet]

6 [15] | Zak pocitanim po jedné | jako u tlohy a) a na-
a ukazovanim si na prstech | vic prace s Dieneso-
chybuje. vymi hranolky

4 17] K modelovani tlohy je

vhodné vyuzivat
desitkové pocitadlo,
Dienesovy hranolky,

15 [6] | Zak je presvédéen, Ze je
P Py stovkovou tabulku
nutné od¢itat mensi ¢islo od ,
vétsiho, tedy odcita 9 — 4 = | nebo penize, aby se

zviditelnilo, co se déje
pri prechodu pres
desitku.

= 5, ale vidi, Ze jesté ne-
pracoval s desitkou, tedy ji
pricte.
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h) [ ]-8=17

Tab. 8: Uloha h)

17 — 8, nerozumi za-
pisu dlohy (z — b =
= ¢), pouziva stra-
tegii signalu: vidim
minus, od¢itam.

Chyba | Pfi¢ina Reedukace
[pocet]
9 [68] |Zak spravné odeéte |Zak odéitat i s prechodem pies

desitku umi. Je potfeba prohlou-
bit porozuméni vazbam v adi-
tivnich tridadach, napf. modelo-
vanim, ale i diskuzemi obohaco-
vat spektrum feSitelskych strate-
gii zaka. Mnohdy staci dat zakdam
prilezitost takovéto ulohy fesit
a hlavné je podlozit redlnou zku-
Senosti. Napr.: v sacku je né€kolik
kuli¢ek, 8 jich odebereme a 17 jich
v sacku zbyde. Kolik jich tam bylo
puvodné? Je vidét, ze to je uloha
s antisignalem.

19 [6]

75k také spravné
od¢ita 17 — 8 = 9,
jako v predchozim
pripadé, ale mé pro-
blémy s prechodem
pres desitku. Uva-
Zuje, ze vypocet je
ve 2. desitce, tak na-
pise chybné 19.

Porozuméni vazbam v aditivnich
triddach lze posilit modelovanim
ulohy. Je vhodné vyuzivat de-
sitkové pocitadlo, Dienesovy hra-
nolky, stovkovou tabulku nebo
penize, aby se zviditelnilo, co se
déje pti prechodu pres desitku.

26 [14],
24 [12],
23 [6]

Zék scitd 17 + 8
s chybou.

Tyto chyby nejsou nijak zavazné,
nebot zak vi, Ze méa s¢itat. Stadi,
aby si umél vysledek ovéfit napft.
pomoci manipulativniho pocita-
dla a stovkové tabulky, coz jsou
nastroje kontroly.
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Chyba | Pfi¢ina Reedukace
[pocet]

20 [6] |Zé&k si rozlozi 8 na 3 + 5, k 17|Je tfeba posilovat
pfi¢te 3 a chybny vysledek 20 |pracovni pamét.
zapise. Pric¢teni 5 pravdépodobné
z diivodu malé kapacity pracovni
paméti neprovede.

V této tloze evidujeme 93 chybnych vysledkd v rozmezi 1
az 17. ZAci, ktef{ napisi, Ze ¢islo, od kterého se odé¢itad (mense-
nec), je mensi nez vysledek (rozdil), nejsou zvykli ovéfovat smys-
luplnost svého feseni a nejspiSe nemaji dobfe vybudované pred-
stavy o od¢itani v oboru pfirozenych ¢isel. Pravdépodobné maji
nacvicené spoje na odéitdni bez vztahu ke s¢itani (nebuduji se adi-
tivni triddy). I kdyZ je zndmo, zZe ilohy tohoto typu (x—b = ¢) jsou
pro zéky néro¢né, vysledky mensi nez 20 (nebo obecnéji: x < ¢) se
proti nasemu ocekavani objevily. Reedukace porozumeéni od¢itani
by méla probihat nejdiive pres modelovani s pfedméty i vlastnim
pohybem. Potom je tfeba rozvijet vazby v aditivnich triddéach,
coz znamend v tomto ptipadé predkladat sady tloh 1748, 8417,
25 — 8, 25 — 17, a to za podpory modelovani a feSeni realnych
situaci.
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i)104+5=] |+3

Tab. 9: Uloha i)

15 a cislo 3 ignoruje.
Pri¢ina chyby je, ze zak
rovnost vnima operacné,

,poCitdame zleva do-
prava“.
Nékteri  zaci  dopsali

jesté jeden vysledek (18)
takto:

10+5 =15+3 = 18
(viz nize zdk Matgj),
coz potvrzuje myslenku

opera¢niho vnimani
rovnosti.
18 [140]| Zdk nerozumi zépisu,
vidi znaménko + a scita
10 + 5 + 3. Vysledek 18
zapise do okna.
2 [9] |Zak nerozumi zapisu

a vybere si z néj jen tu
Gast, které rozumi, coz

jes=[]+3.

Chyba | Pri¢ina Reedukace
[pocet]
15 [283]| Z4k po¢ita 10 + 5, zapise | Zde neni problém

v samotnych operacich,
ale v porozuméni zapisu.
Je dilezité rozvijet
konceptuélni (rela¢ni)
porozumeéni rovnosti.

K tomu je dilezité
pracovat s redlnymi
situacemi a modely, napft.
Cuisenairovy hranolky,
vahy. Je potieba téz
rozvijet porozuméni
komutativnosti s¢itani,
aby pravou stranu zak
umél vidét i jako 3 +] |.
Viz dalsi komentaie

u charakteristiky ulohy i).
Je dilezité davat zakdm
prilezitost Tesit podobné
ulohy s kvadriddou, ale
také dlohy typu

15=[ |+3.




KALKULATIVNf ULOHY JAKO NASTROJ DIAGNOSTIKY 209

DEJ+2=7+4
Tab. 10: Uloha j)

Chyba | Pri¢ina Reedukace
[pocet]

5 [301] | Zak spravné pocitd 5 + 2 = 7, aviak | viz i)
nerozumi zapisu, a tak si z néj vybere
jen tu ¢ast, které rozumi, coz je [ |+
+2=T.

13 [43] | Z&k nerozumi zépisu, vidi znaménko +
a s¢itd 2+ 7+ 4. Vysledek 13 zapise do
ramecku.

11 [9] | Zak nerozumi zépisu, a tak z ngj vybere
pouze to, cemu rozumi, tedy 7+4, a vy-
sledek 11 zapise do ramecku.

U chybnych vysledku 1 (s vyskytem 28) a 18 (s vyskytem 17)
bychom zptisob vypocti zakid pouze spekulovali bez opory o zku-
Senost. V kazdém pripadé je ale zfejmé, Ze tito zaci nerozumi
zapisu a je potreba s nimi mluvit a dale patrat po pric¢inach jejich
chyb.

Zavérem tohoto oddilu dodame nékolik poznamek.

Za prvé, pri¢iny chyb a nédvrhy na reedukace uvadime pfirozené
bez naroku na tplnost. Chyby (a to nejen ty s malym vyskytem)
mohly byt také zapri¢inény unavou zaka ¢i chvilkovou ztratou
jeho pracovni energie. U¢itel by mél dédle patrat po pFi¢inach, at
uz rozhovorem s zakem, nebo analyzou jeho feSeni dalSich tloh.
Mitize se stat, ze zdk mé dany chybny spoj uloZen v dlouhodobé
paméti (napf. 8 + 6 = 13). V tomto piipadé je u€¢innd reedukadni
metoda kognitivniho konfliktu, coz znamena, ze z feSeni jinych
tloh vyplyne néjaka nesrovnalost. Napf. z feSeni tlohy ,Kdyz
seCteme dvé sudéa ¢isla, je vysledek sudé ¢islo, nebo liché ¢islo?“
vyplyva, ze 13 nemtize byt spravny vysledek. Nebo v tloze: 4+4+
+6 = |se nabizi secist nejdiive 4 + 6 a pak 10 + 4. Tedy je opét
ziejmé, ze vysledek 13 je chybny. Oba pfiklady dloh nabouraji
dany spoj a vedou k potfebé opravy chyby.
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Jako reedukac¢ni kroky také casto navrhujeme navrat k mo-
delovani ¢isel i operaci. Plati to zejména v postcovidové dobé,
nebot déti v online vyuce hodné pracovaly doma s rodi¢i a prav-
dépodobné pamétné nacvicovaly Ciselné spoje bez doprovodného
modelovani.

Ve vSech pripadech chybnych feseni doporucujeme budovat
u zaka potiebu kontroly vysledki tlohy. Kazdy ucitel vi, ze zak
si chybu c¢asto sam opravi, kdyz ho vyzve ke kontrole. Tim by se
meélo zakovi zvédomit, Ze kontrola je také néstrojem k odhaleni
pfipadné chyby.

Pri¢inou chyby, ke které dojde pfi fetézenych vypoctech, je
mnohdy nedostateéna kapacita pracovni paméti (Pachova, 2015).
Bud ji zdk jiz odc¢erpal, nebo ji m4 malou. K fetézeni vypodcth
dochézi napriklad pfi pocitani s pfechodem pres desitku, pokud
je zadk veden pocitat strategii rozkladu jednoho scitance, coz se
ve Skolach déje velice Casto. Uvedeme velice jednoduchy priklad
a popiSeme ho tak, aby bylo zviditelnéno, ze zak v mysli vykonava
nejméné sest mentalnich kroki:

1. Pri pocitani 74-8 si zak nejdfive z dlouhodobé paméti vybavi
rozklad ¢isla 10, ve kterém se vyskytuje 7, tj. 7+ 3.

Na ¢islo 3 zaméti pozornost.

Najde rozklad cisla 8, ve kterém je 3, tj. 3 + 5.

Cislo 5 ulozi do kratkodobé paméti.

Provede vypocet 7+ 3 = 10.

. Vybere z kratkodobé paméti 5 a secte 10 + 5 = 15.
Rozsurovam kapacity pracovni paméti je tedy nutné v kazdém pii-
padé.

FU

=2

Tlustrace zakovského feseni

Pro ilustraci se nyni podivame na feSeni jednoho zaka, Matéje
(pseudonym), a pokusime se promitnout nase reedukacni navrhy
na jeho chyby a podivat se na né v kontextu vsech 10 tloh (viz
obr. 2). U Matéje nés nejprve zaujal ojedinély chybny vysledek 16
v relativné jednoduché tloze d) a FeSeni tlohy i), kde doplnil jesté
jakoby konec¢ny vysledek ¢islo 18. Pak jsme si vSimli, ze Matéj
chybuje v Sesti z deseti dloh (b, d, f, h, i, j), ale na sebehodno-
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tici otdzku ,,Jak myslis, Ze se ti tikol povedl?“ (obr. 2) odpovida
vybarvenim palce nahoru, tedy je se svou praci spokojeny. Z toho
usuzujeme, ze vysledky si byl jisty. To potvrzuje i jeho pismo — je
stale stejné velké, nejevi znamky nejistoty, nikde neskrta.

Matéj chyboval ve vSech tlohach, kde je pritomen piechod pred
desitku, a to jak pfi s¢itani, tak pri odcitani. Dalsi gradacni pa-
rametr, ktery jeho chybovost ovlivnil, je pocet cisel v zapise, tedy
zda se jedna o triadu, nebo kvadridadu. V ostatnich parametrech
chyboval nekonzistentné. Také je zajimavé, ze chyboval v kazdé
druhé tloze, kromé poslednich tfi aloh, kde chyboval ve vSech. To
miize poukazovat na vynakladani energetického tsili.

Dalsi ivahy uvadime s predpokladem, ze zak fesil alohy v po-
tadi, jak jsou napsany.

Uloha 2.

Dopld.
a) n+s=[{] 0 14-9=]
b) 13--_.]—17 g) lﬁ-._'_—l_l
c) LL|+12=19 hil-' 8=17
d) il F6=15 i) ln+5:-__'__;3
e) 18—4 |-__-. i) |.__ +2:?~4

Jak mysli3, ke se ti dkol poved]? .00
Obr. 2: Reseni zaka Matéje

V tloze b) udélal Matéj chybu, kterd je vySe popséna v obecné
roviné — pravdépodobné pii docitani po jedné chyboval pri pou-
zivani prstid. Mozné si ukazal prvni prst jiz pii vysloveni déisla
13. Uloha se mu zdéla snadn4, a proto ji nevénoval plnou pozor-
nost. To je potvrzeno tim, Ze narocnéjsi ilohu c¢) vytesil dobie. Té
jiz vénoval vice pozornosti, protoze si uvédomoval jeji narocnost.
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Jeho kognitivni energie tim byla ale vyc¢erpana a v obdobné tloze,
kterda graduje pouze v parametru prechod pres desitku, udélal
zase zasadni, ale ojedinélou chybu. To, zZe se jeho chyba vyskytla
pouze jedinkrat z nami ziskanych 621 feSeni a Ze nedokaZeme na-
jit strategii, jak k vysledku 16 Matéj mohl dojit, poukazuje na
moznost momentalniho vypadku kognitivni energie. Druhy den
by stejnou chybu pravdépodobné neudélal, a kdyby mél rozvinu-
tou potfebu kontroly, mohl ji sém odhalit. Nésledujici tloha e) je
snadné, Matéj nechyboval a jeji snadnost podporila jeho sebevé-
domi a pocit Gspéchu. JenZe v nésledujici tloze f) udélal chybu
jako v 1loze d), u niz neumime popsat pfi¢inu. Je to vSak opét
chyba pfi pocitani s prechodem pfres desitku. Je mozné, ze pii
vyuce nebo doma v pribéhu online vyuky casto slychaval varo-
vani: ,Pozor, to je s pfechodem ptes desitku, to je tézké.“ Proto
tloze vénoval zvySenou pozornost, kterd odcerpala jeho energii.
Vysledky v tlohach d) a f) se zdaji byt nesmyslné, zatimco chybny
vysledek v tloze h) je ke spravnému vysledku blizky. Matéj tedy
zfejmé volil spravnou strategii a chyboval pouze v jeji realizaci.

V tloze i) se Matéj dopustil té nejcastéjsi chyby. Na samotnou
kalkulaci nemusel vynaklddat mnoho energie, je tedy ziejmé, ze
rovnost vnimal operac¢né, a plati vSe, co je k této chybé popsano
vyse. To, ze Matéj mél potiebu dopsat jesté 18, je pozitivni, pro-
toze si byl védom, Ze by rovnost jinak neplatila.

Matéjovo FeSeni tlohy j) je zajimavé tim, Ze jakoby s¢ital zpra-
va doleva (7 + 4 + 2) a prazdné okénko je z tohoto sméru na
konci, tedy do néj zapsal soucet 13. Opét je to evidence opera¢niho
vniméni rovnosti.

Shrime navrhy reedukacnich kroku pro Matéje. Predevsim je
u néj nutné budovat potfebu nastroje kontroly. Jednim z velmi
acinnych nastroji je odhad. I u tzv. sloupeckovych tloh mohou
byt zaci vyzyvani k odhadu.

Dale je potfeba u Matéje rozvijet pracovni pamét, coz je pa-
trné z toho, ze ani jednu tlohu s pfechodem pres desitku nevyresil
spravné. Pravé tyto tlohy jsou naroc¢néjsi na fetézeni myslenko-
vych operaci.
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To, ze Matéj s¢ital zprava doleva v tloze j), by mohlo ulehéit
posun jeho opera¢niho vniméani rovnosti ke konceptualnimu
(relaénimu). Pokud by si sdm kontroloval feseni v tloze i), pravdé-
podobné by nepfisel na to, Ze je chybné. Podle nasich zkuSenosti
v tomto ptipadé pomtiize, kdyz nékdo zakryje posledni ¢islo (18),
a zék uvidi, Ze rovnost neplati. Také je mozné zapis prepsat na
dva (10 4+ 5 =15, 15 4+ 3 = 18) a z toho zdk také vidi, Ze rovnost
nenastava.

Zavér

Cilem c¢lanku bylo ukazat ucitelim, jak lze kalkulativni tlohy vy-
uzit jako nastroj pro diagnostiku numerickych dovednosti zakii.
Piipominame, 7Ze byt povazujeme numerické dovednosti zakd (a to
nejen kalkulativni) za dilezité, je zndmo, a zahraniéni vyzkumy
to potvrzuji (Fuchs et al., 2019; Moscardini, 2010), Ze i kdyz se
v téchto dovednostech zaci vyrazné zlepsi, nemusi se to promitnout
do jejich schopnosti Tesit slovni tlohy. Vyzkumy ovSem také po-
tvrzuji, Ze porozumeéni zakladnim pocetnim operacim se efektivné
prohlubuje pravé prostiednictvim feSeni slovnich tloh a diskuzi
o jejich matematické strukture.

Kdyby Matéj nasi sadu tloh dostal v bézné pisemné praci ve
skole, pravdépodobné by byl hodnocen znamkou 3 nebo 4 s do-
porucenim, aby vice procvi¢oval tlohy tohoto typu. Klademe si
otazku, do jaké miry by mu takova rada pomohla se zlepsit.

Snazili jsme se ukédzat, ze informace o poctu chyb v kalkulativ-
nich tlohach zaktim nepomuze tolik, jako jim pomiize prace s jejich
pricinami, ze které pro zdka vyplyne rada, jak se jim pristé vy-
hnout. Dulezita je také ucitelem moderovana diskuze zaku o ruz-
nych postupech feseni. Ucitel pfi ni zviditelni vSechny zminéné
strategie, a tim ukaze, ze neexistuje pouze jediny postup, ktery
vede ke spravnému vysledku. Zaci maji pak ptileZitost si zvolit
takovy postup, ktery jim je kognitivné blizky, i kdyz je z pohledu
uCitele ,neohrabany“. Tim dochazi k hlubsimu porozuméni vaz-
bam mezi Cisly.

Uvédomujeme si, ze podobna hluboka analyza zakovskych
chyb je Casové velice naroéna a ucitel si ji nemize dovolit délat
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pokazdé. OvSem pokud se o ni ¢as od ¢asu pokusi, jisté zvysi svou
citlivost na zékovské chyby a tim i schopnost porozumét zakov-
skému premysleni pfi Feseni kalkulativnich tloh.
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Abstract

The aim of the article is to show teachers one of the ways to di-
agnose elementary pupils’ knowledge. Diagnosis is an important
element of formative assessment in teaching (not only) mathe-
matics. Surprisingly for many, sets of calculation tasks can also
serve as a diagnostic tool. We offer a specific method of diagnosis
that we have implemented using data from a research project that
focuses on school failure in mathematics and Czech language at
the elementary school level. We analysed pupils’ solutions of ten
calculation tasks that were part of a mathematics test. In the pa-
per, we characterize the tasks and present their diagnostic poten-
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tial and grading parameters. For each task, we report the number
of solvers, their success rates, and all errors that appeared in their
solutions. For the most common errors, we describe their likely
causes and suggest re-education procedures. We show how some
of the re-education procedures can be applied to a specific case of
a pupil.
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