Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Pavel Rehak
Regulérni variace: od $kalové invariance ke konvergen¢nim testim
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 68 (2023), No. 1, 1-28

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/151598

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzikd, 2023

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents strictly for
personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with
digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
\J http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/151598
http://dml.cz

Regularni variace: od skalové invariance
ke konvergencénim testim

Pavel Rehdk

Abstrakt. Clanek se snazf piiblizit nékteré aspekty teorie reguldrni variace. Jde o pojem z kla-
sické analyzy, ktery méa bohatou historii a ¢etné aplikace v teorii pravdépodobnosti, teorii
¢isel, integralnich transformacich, komplexni analyze, diferencidlnich rovnicich, teorii her ¢i
teorii grafii. Reguldrné ménici se funkce maji souvislost s mnoha matematickymi pojmy,
vcetné skalové invariance, kterou nas vyklad zacind, ¢i konvergenénimi testy pro nekonecné
fady, kterymi nés vyklad kon¢i. V priubéhu vykladu se zastavujeme u nékterych zasadnich
momentil vyvoje teorie a u vybranych aplikaci ve ctyfech z vyse jmenovanych oblasti.

1. (Asymptoticky) skalova invariance a (zobecnény) mocninny zikon

Kladné funkce f je skdlové invariantni, jestlize

Ft) = g(N)f(#), (1)

t € (0, 00), pro vSechna A > 0, kde g je néjakéd funkce. To znamens, ze prendsobime-
-li nezévisle proménnou, pak tvar grafu funkce f zustane prakticky nezménén, viz
obr. 1 a obr. 2. Pfrenasobeni Ize interpretovat jako zménu skaly pro pripadné uvazo-
vané jednotky. Neni-li f prili§ ,patologickd* (staci, aby byla métitelnd na uvazovaném
intervalu — zejména tedy postacuje jeji spojitost), pak existuje o € R tak, ze

g(A) =X a f(t) =Cte,

kde C je kladna konstanta. Plat{ i opaény smér. Skalové invariantni funkce jsou tedy
praveé ty funkce, které jsou mocninngmi zdkony. Ty se velmi Casto objevuji pri mo-
delovéni redlnych jevi, viz napf. [36]. Poznamenejme, ze tvar funkce g lze odvodit
pomoci Cauchyovy funkciondlni rovnice. Skutecné, diky skdlové invarianci (1) plati
fluvt) = g(uv) f(t), kde u, v > 0. Zaroven vsak — opét diky (1) — lze psat f(uvt) =
= g(u)f(vt) = g(u)g(v) f(t). Funkce g tedy spliiuje rovnici g(uv) = g(u)g(v), pricemz
je méfitelnd. Prostfednictvim substituce h(z) = In g(e”) obdrzime Cauchyovu funk-
ciondlni rovnici h(x + y) = h(z) + h(y). Je zndmo, ze (jedingm méfitelnym) FeSenim
této rovnice je funkce h(x) = cz pro néjakou konstantu c. Odtud dostavame, ze g(\) =
= \? pro néjaké p € R.

Skalova invariance je véak pomérné kiehké vlastnost. Napi. je neobvyklé, aby dis-
tribu¢ni funkce F' (pfesnéji feceno tzv. funkce preziti F := 1 — F) sledované veli¢iny
presné splinovala mocninny zakon a byla tedy skalové invariantni. Spis je typické, ze
centralni ¢ast distribuce nesplniuje mocninny zdkon, pricemz jeji tzv. chvost splinuje
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mocninny zakon pouze priblizné. Dostavame se timto k nasledujicimu zobecnéni ska-
lové invariance. Kladnd funkce f je asymptoticky skdlové invariantni, jestlize

FOE) ~ g f (1) (2)

pro t — oo a pro vSechna A > 0, kde ¢ je n&jakd funkce. Zépis h(t) ~ k(t) pro t — oo
znamend, ze lim; o h(t)/k(t) = 1. O vyznamu asymptoticky skdlové invariance se
budeme v Siroké mire zminovat nize. Upozornéme vsak jiz na tomto misté napr. na
¢ldnek [48]. V ném asymptoticky skdlové invariance hraje dileZitou roli v tzv. problému
hierarchie, coz je problém z teoretické fyziky tykajici se velkého rozporu mezi aspekty
slabé sily a gravitace.
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Obr. 1. Funkee F(t) = t~2 (funkce pieziti Paretova rozdéleni) je $kdlové invariantni, nebot
F(M) = A2F(t). Skilova invariance je zde ilustrovdna vykreslenim grafu funkce F pro tii
riznéd meéritka
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Obr. 2. Funkce F(t) = e™" (funkce pfeziti exponenciilniho rozdéleni) nenf kdlové invariant-
ni, nebot F(At) = " M'F(t) a neexistuje tedy funkce g nezévisld na ¢ tak, aby F(At) =
= g(\)F(t). Z rovnosti F(\t) = e""V¥F(t) je zFejmé, ze F neni ani asymptoticky skalové
invariantni

Je-li f asymptoticky skalové invariantni a méritelna, pak existuje ¢ € R tak, ze
g(A) =X a f(t) = L), (3)
kde L je méfitelnd a spliiuje L(At) ~ L(t) pro t — oo a pro viechna A > 0; jde

o tzv. pomalu ménici se funkci. Toto tvrzeni prezentoval (pro spojité funkce) uz Jovan

vvvvv

1933 avsak s ne zcela korektnim dikazem. Spravny dikaz, zalozeny na Cauchyové
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rovnici, prinesl Feller v 60. letech 20. stoleti v [13], viz také [17]. Poznamenejme, Ze ve
skute¢nosti sta¢i predpokladat, aby vztah (2) platil pro vSechna A z néjaké mnoziny
kladné miry.

Vsimnéme si, ze funkee f, které jsou ve tvaru (3), zobectiuj{ (a to podstatné!) nejen
mocninny zakon, ale téz funkce f(t) ~ Ct? pro t — co. Jde o tzv. reguldrné ménici se
funkce a jak uvidime, maji zajimavou historii a zaujimaji vyznamné misto v mnoha
oblastech matematiky.

Jakousi ,,bibli reguldrni variace je (pomérné hutnd) monografie [3], jejimiz autory
jsou Bingham, Goldie a Teugels. Jako dalsi (klasické) zakladni zdroje doporucujeme
monografie [16], [47]. Pro prehledové a/nebo historické prace viz napft. [4], [5], [6],
[7], [22], [30], [31], [38], [42], [49]. NiZe v textu zminujeme dalsi dilezité prace, a to
predevsim v souvislosti s aplikacemi regularni variace.

Cely text je rozclenén do Sestnacti kapitol. V pristi kapitole zavedeme tustiredni
pojmy (zejména definujeme reguldrné meénici se funkci) a uvedeme nékterd zakladni
fakta. V kapitolach 3—7 prezentujeme vybrané vlastnosti regularné meénicich se funkci
(vétu o stejnomérné konvergenci, reprezentacni vétu, uzavienost vzhledem k nékterym
operacim a dalsi elementarni vlastnosti, Karamatovu integrac¢ni vétu a tauberovskou
vétu). Kapitola 8 predstavuje rychlou variaci a reguldrni ohranicenost a hned v dalsi
kapitole hovorime o nékterych jinych pribuznych tiidach. Regularni variace dalsich
typu zobrazeni je stru¢né diskutovana v kapitole 10. Kapitoly 11-13 popisuji apli-
kace teorie regularn{ variace ve tfech oblastech (teorii pravdépodobnosti, teorii ¢isel
a diferencidlnich rovnicich). Pojem reguldrné ménici se posloupnosti je rozebirdn v ka-
pitole 14, po niz nasleduje kapitola o zobecnéni tohoto pojmu ve smyslu casovych
skal. Posledni kapitola je vénovana popisu nékterych vztaht mezi regularni variaci
a konvergenc¢nimi kritérii pro nekonec¢né rady.

2. Definice regularni variace a zakladni informace

Vzhledem k tivahdam tykajicim se vztahu (2) je pfirozené, Ze nejbéznéjsi definice regu-
larni variace v moderni literature mé nésledujici podobu.

Definice. Meéfitelnd funkce f: [a, 00) — (0, 00) se nazyva reguldrné ménici se (v ne-
konecnu) s indexem o, jestlize

At
lim FX) =\ (4)
t—o0 f(t)
pro kazdé A > 0; piSeme f € RV(p). Tt{du vSech reguldrné ménicich se funkef znacime
RY = U,er RV(0). Je-li limita v (4) rovna 1 pro kazdé A > 0, pak f se nazyvd
pomalu menici se; piseme f € SV.

Tedy zejména plati, ze kazdéa kladna méritelna funkce je skalové invariantni, prave
kdyz je reguldrné ménici se.

Pro stru¢nost budeme misto regularné meénici se funkce, resp. pomalu ménici se
funkce obcas psat RV funkce, resp. SV funkce.

Prestoze se c¢astecné tvahy souvisejici s pojmem regularni variace objevovaly jiz
drive ¢i nezavisle, za prukopnika této teorie je povazovan srbsky matematik Jovan
Karamata (1902-1967), viz [24], [25]. Karamatovou motivaci byly problémy z teorie
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integralnich transformaci (viz kapitolu 7), pricemz ptvodni definice regularné ménici
se funkce byla pro spojité funkce zavedena prostfednictvim vztahu

0]
[ sy as~ 0 o)

pro t — oo, kde o > —1, viz téz vétu 3. Karamata vSak ihned uvazoval i souvislost se
vztahem (4). Dalsi historické poznamky jsou rozprostfeny v textu.

Je ziejmé, ze SV = RV(0). Mnozina SV funkei by se tedy dala chipat jako pod-
mnozina mnoziny RV funkci. To je vSak trochu zavadéjici pohled, nebot pravé tiida
SV funkei se ukazala — vzhledem k §iti zajimavych vlastnosti — jako to hlavni novum
v klasické analyze a jejich aplikacich. Vlastné pri studiu regularni variace obc¢as staci —
do urcité miry — studovat pouze vlastnosti SV funkci. Nékdy se regularni variaci ma
na mysli, Ze index je nenulovy. Poznamenejme, zZe levy krajni bod intervalu, na kterém
uvazujeme RV funkce, neni prilis podstatny, a je-li funkce f zaddna napft. na intervalu
[b, 00) C [a, o), pak ji lze dodefinovat na vétsi interval tfeba volbou f(t) = f(b) pro

€ la, b). Lze ukdzat, ze je-li f € RV, pak vzdy existuje to = a tak, ze f a 1/f jsou
lokélné ohranicené a lokdlné integrovatelné na [tg, 00). Je celkem zfejmé, Ze regularni
variace nemusi byt studovina jen v nekonecnu, ale i tfeba v nule, ¢i v jiném bodé.
Misto vztahu (4) lze tedy vzit napt. lims o4 f(At)/f(¢) = A¢ a dostdvame regularni
variaci v nule. Vlastnosti takovych funkci mohou pak byt snadno odvozeny z vlastnosti
RV funkei v nekoneénu, nebot reguldrni variace v nule s indexem g pro funkei f(-)
znamend reguldrn{ variaci v nekonecnu s indexem —p pro funkei f(1/-).

Primo z definice je snadné odvodit, ze

fEeRV(0) &= f(t) = t°L(t), kde L € SV. (6)

Pomalu ménici se funkce jsou ¢asto oznacovany pismenem L, coZz je prvni pismeno
francouzského slova ,lentement®, tedy ,pomalu“. Karamatovy prvni zasadni clanky
byly ve francouzstiné. Vzhledem k dutlezitosti SV funkci uvedme nyni nékolik jejich
priklad:

L(t) = ¢(t), kde ¢(t) = c € (0, 00), nebo ¢(t) ~ ¢ € (0, o) pro t — oo,
L(t) = [](ni ), kde In;t =Inln; 1 t, Ing =id a ; € R,

=1

L(t) = exp {H(lni t)y’} , kde 0 < vy < 1,
i=1
L(t) = 2+ sin(Ing ¢),

L(t) = (InT'())/t,

L(t) = %/at lnlsd
L(t) = exp {(ln £)5 cos(In t)%}

Posledni priklad ukazuje SV funkci vykazujici ,nekonecnou oscilaci“, presnéji plati
lim inf; oo L(¢) = 0, lim sup,_,., L(t) = oco. Toto chovani muze byt ponckud v kon-
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trastu s intuitivni predstavou ,,pomalé zmény“ a odhaluje, ze tfida RV zahrnuje roz-
manitou paletu funkei, coz je patrné zejména pri srovnani s funkcemi asymptoticky
ekvivalentnimi mocninné funkei (f(t) ~ Ct2 pro t — o0). Zejména tedy nemuseji byt
SV funkce monoténni ani v okoli nekonecna. Je zrejmé, ze mocninnd funkce t¢ je tri-
vidlnim pifkladem reguldrné ménici se funkce (s indexem p), p¥icemz vSak pro o # 0
méame t¢ ¢ SV. Exponencidln{ funkce exp ¢, exp(—t) pak nejsou vibec reguldrné mé-
nici se. AvSak napt. 14 exp(—t) je pomalu ménici se. Netlumené oscilujici funkce jako
napr. 2 + sin ¢ nejsou pomalu ani reguldrné ménici se. Je vSak zajimavé, ze zatimco
2 + sin(In t) nen{ pomalu ménici se, funkce 2 + sin(Iny ¢) je pomalu ménici se.
Defini¢ni podminku v multiplikativni formé
At

tim T8 — 0 € (0.) g
pro kazdé A > 0 1ze pomoci vztahtt h(z) = In f(e”), k(u) = g(et) prepsat do aditivniho
tvaru

Jim (h(a + 1) = h(z) = k() € R ®

pro kazdé p € R. Aditivni tvar je pro nékteré tivahy (zejména v dikazech) casto
vyhodnéjsi.

Dvoji vyskyt funkce f v defini¢nim vztahu (7) neni vzdy zddouci, a to zejména v zo-
becnénich, kde nelze délit. Tzv. Kendallova véta nabizi alternativni pristup, ktery je
v mnoha situacich uzitecny. Vezméme posloupnost {z, } takovou, ze lim sup,, , ., x, =
= 0o a lim sup,,_, ., Tnt1/xn = 1. Jestlize pro spojité funkece f, g plati

T a,f(Az,) = g()
pro kazdé A € (a, b), néjakou posloupnost {a,} a interval (a, b), potom f je reguldrné
meénici se.

Vidéli jsme, ze pojem regularni variace mtze byt motivovan zeslabenim podminky
pro skélovou invarianci. Vzhledem k reprezentac¢ni formuli (6) 1ze na RV funkce nahli-
zet také jako na zobecnéni funkef tvaru f(t) ~ Ct2 prot — oo, kde C' > 0 a o € R.
K tomu poznamenejme, ze ma-li funkce L tvar L(t) ~ C pro t — oo, pak je trividlné
pomalu ménici se. Jak uvidime, jde o zobecnéni vyznamné. Jiny pohled mutize vést
k odhaleni vztahu reguldrni variace s ,derivaci v nekonec¢nu“. Skutecné, pro méritel-
nou funkci A uvazujme vyraz

Mz + p) — h(z)
u )
kde p # 0. Nyni namisto toho, abychom jako obvykle vzali limitu pro u — 0 pfi
pevném z, vezméme limitu pro x — oo pri pevném pu. Jestlize tato limita existuje pro
v8echna p # 0, pak lze ukédzat, ze nezavisi na p a navic lze psat h(x) = ho(z) + o(1)
(z — 00), kde hg je diferencovatelnd a plati

lim hy(z) = lim M

Tr—r 00 T—r 00 M

(9)

(Vyznam vymbolu o(+) je: u(z) = o(v(x)) pro x — oo, jestlize limy_,o0 u(z)/v(z) = 0.)
S ohledem na vztah mezi (7) a (8) vidime, Ze existence limity v (9) je ekvivalentni
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reguldrni variaci funkce f dané vztahem f(t) = exp(h(ln t)). Nékteré dalsi ndhledy na
reguldrni variaci budou zminény nize.

3. Véta o stejnomérné konvergenci

vvvvvv

genci, kterd slouzi pri odvozovani mnoha dalsich tvrzeni. Jeji verzi pro spojity pripad
odvodil Karamata (1930) v [24], dukaz pro méfitelny piipad pak podali Korevaar
a kol. (1949) v [28]. Existuje hned nékolik (pfinejmensim sedm) odlisnych dukazu této
véty, jeden z nich ma na svédomi i zndmy matematik P. Erdos (1964), viz napft. [3],
Chapter 1. Poznamenejme, Ze ve vét$iné z nich se multiplikativni tvar (7) nejdiive
prepise na aditivni tvar (8). Pro dukazy viz napt. [3], [16], [47].

Véta 1. Jestlize f € RV(p), potom konvergence ve vztahu (4) je stejnomérnd vzhle-
dem k X na kazdé kompaktni podmnoziné intervalu (0, 0o).

4. Reprezentacni véta

Predchozi tvrzeni hraje zasadni roli v diikazu napr. hned nasledujici tzv. reprezentacni
vety, kterd je dalsim fundamentdlnim vysledkem prezentované teorie, viz napt. [3], [16],
[47].

Véta 2. Funkce L je pomalu ménici se, pravé kdyz je tvaru

s =ty { [ X as} (10)

t 2 a, pro néjaké a > 0, kde o, 1 jsou méritelné, pricemz lim;_,~ ¢(t) = C € (0, 00)

Ponévadz L, ¢, ¥ mohou byt libovolné upraveny na intervalech konec¢né délky, neni
hodnota a podstatni. Zejména je-li a = 0, lze vzit v» = 0 v okoli nuly, abychom se
vyhnuli divergenci integralu v poéatku. S ohledem na (6) lze kazdou funkci f € RV(o)

psat jako
f(t) =t"p(t) exp {/at @ ds} = o(t) exp {/at 8(s) ds} , (11)

S

kde ¢ a 1 jsou jako ve vété 2 a ¢ je métitelnd funkce s lim;_, o §(t) = o. VSimnéme si,
jak pravé posledné uvedend reprezentace koresponduje se vzorci odvozenymi elemen-
tarnimi zptsoby ve specidlnich situacich. Skutecné, za jistych dodatecnych predpo-
klada na funkei f € RV(p) plati f'(t) ~ of (t)/t pro t — oo; viz vétu 4. Tuto asympto-
tickou relaci lze psat jako f/(t) = (6(¢)/t)f(t), kde 6(t) — o pro t — oco. Chapeme-li
tento vztah jako diferencialni rovnici, jejim resenim obdrzime druhou z reprezentaci
v (11), kde navic ¢(t) = C'. Jiny elementérni postup pii velmi specidlni volbé je zalozen
na vztazich t¢ = exp{pIn t} = exp {flt 0/s ds}.

Karamatova reprezentace (10) je evidentné nejednoznac¢nd. Pfi zachovani limitnich
vlastnosti 1ze jednu z funkei ¢, ¢ upravit néjakym pozadovanym zpusobem, pricemz
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tato uprava je kompenzovana vhodnou zménou druhé z funkci. Ukazuje se, ze funkce ¢
miuize byt libovolné hladka, avsak hladkostni podminky dostupné pro ¢ jsou limito-
vany vlastnostmi funkce L. Nicméné, nahradime-li funkci ¢ jeji limitou C' € (0, c0),
ziskame SV funkci asymptoticky ekvivalentni té puvodni, avSsak majici fadu piijem-
nych vlastnosti. S tim souvisi tzv. normalizované pomalu menici se funkce. To jsou
funkce tvaru (10), kde ¢(t) = C, oznaéme tuto tfidu NSV. Lze ukdzat, ze NSV
splyva s tzv. Zygmundovou tiidou (viz [51]), kterd je definovand néasledujicim zpuso-
bem. Kladnd méritelnd funkce f patri do Zygmundovy tridy, jestlize pro kazdé o > 0
je t2f(t) rostouci a t—2f(t) klesajici pro velka ¢.

5. Elementarni vlastnosti

Uvedme nyni nékolik spise elementarnich vlastnosti R) funkci, pro dukazy viz
napt. [3], [16], [47]; poznamenejme, Ze mnohé z uvedenych vlastnosti vyplyvaji z re-
prezentacni formule (11). Nejprve se podivejme na uzavienost vzhledem k nékterym
operacim:

o Jestlize f € RV(o), potom f* € RV(ap) pro kazdé a € R.

[}

Jestlize f; € RV(0i), i =1, 2, fa(t) = 0o pro t — oo, potom f1 o fo € RV(0102).

(e}

Jestlize f; € RV(0:), i = 1,2, potom f1 + fo € RV(max{o1, 02}).

o Jestlize fi € RV(0;), i = 1, 2, potom f1 fo € RV(01 + 02).

o

Jestlize f1, ..., fn € RV,n €N, a R(z1, ..., x,) je raciondlni funkece s kladnymi
koeficienty, potom R(f1, ..., fn) € RV.

Pridejme par dalsich asymptotickych vlastnosti, které jesté vice ptiblizi chovani
pomalu ¢i regularné meénicich se funkei:

o Jestlize f € RV(o), potom In f(t)/ In ¢t — o pro t — oo. Odtud zfejmé plati
lim; 00 f(t) =0 je-li 0 <0, alimy,o0 f(t) = 00, je-li o0 > 0.

o Jestlize L € SV a ¢ > 0, potom t¢L(t) — oo, t 2L(t) — 0 pro t — oco.

o Necht f je kladnd, diferencovatelnd a plati lim; o tf/(¢t)/f(t) = 0. Potom f(t) =
— 1°L(t), kde L € N'SV.

o Jestlize f € RV(p), 0 > 0, potom existuje g € RV(1/p) tak, ze

flg@®)) ~g(f(t)) ~t prot— ooc.

Funkce g (kterd je ,asymptotickou inverzi“ funkce f) je urcena jednozna¢né az na
asymptotickou ekvivalenci. Jednou z moznosti pro funkci g je zobecnénd inverze

f(t) :=1inf{s € [a, 00): f(s) > t}.
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6. Integraly a derivace RV funkci, Karamatova integrac¢ni véta

Tzv. Karamatova integracni véeta, kterd popisuje chovani RV funkei vzhledem k inte-
graci, je velmi uziteCnym tvrzenim v mnoha oblastech. Dukaz pro spojité funkce podal
uz Karamata v r. 1930 [24], verzi pro méfitelné funkce odvodil de Haan v r. 1970 [17].
Pripomenme, ze Karamatova ptvodni definice spojité RV funkce byla zavedena pravé
prostfednictvim vztahu (5) pro o > —1, pri¢emz vSak byla ukézdna i souvislost s pod-
minkou (4).

Zacnéme jednoduchou uvahou, kde pripomeneme, jaky vliv ma integrovani na moc-
ninné funkce. Necht f(t) = t2. Potom

' _ @ = _
/Of(s)dsm, je-li o > —1, a/t f(s)dsf?, je-li o < —1.

Jeden ze smértu (tzv. direct half) Karamatovy integraéni véty 1ika, ze podobné se vuci
integrovani chovaji regularné meénici se funkce, ovsem rovnost je nahrazena asympto-
tickou ekvivalenci. Presnéji plati nésledujici tvrzeni.

Véta 3. Necht f € RV(o). Potom pro t — oo plati
f(®) tf(t)

t 00
tf(t
/ f(s) dSNm, je-li p > —1, a/t f(s)ds~ g je-lip<—1. (12)

Jisté stoji za zminku, Ze chovan{ uvedené v (12) nastédva pouze pro reguldrné ménici
se funkce, jak o tom hovoii opacny smér (tzv. converse half) Karamatovy integracéni
véty. Konkrétné plati, ze

pokud nastava jedna z relaci v (12), potom f € RV(p).

Déle si vSimnéme, ze vztahy v (12) mohou byt prepsiny pomoci pomalu ménici se
funkce L € SV do tvaru

t 1 e}
/ L(s)s% ds ~ —— L(t)te™! a / L(s)s® ds ~
a o t

L(¢)tett
+1 1 *)

—0—
pro t — oo, kde v prvnim pripadé predpokladdame p > —1 a ve druhém p < —1.
Odtud vidime, ze pomalu ménici se slozka se vzhledem k integraci chova podobné
jako konstanta. Tedy ji lze predradit pred integrél, spokojime-li se s asymptotickou
ekvivalenci misto rovnosti. P¥ipad ¢ = —1 je v jistém smyslu kriticky (pozdéji jej jesté
zminime i v souvislosti s de Haanovou teorif). Plati vSak alespoti vztahy

1 [t L(s) 1 [ L(s)
m/ﬂ . ds — oo, resp.m/t . ds — o0

pro t — oo, kde predpoklddame, Ze integral diverguje, resp. konverguje a L € SV.
V obou pripadech je prislusny integral novou SV funkci.

Podivejme se nyni, jak se RV funkce chovaji pii derivovani. Je-li f(t) = t2, potom
f'(t) = of (t)/t a otekdvame proto jakousi asymptotickou obdobu tohoto vztahu. Jak
je vsak zndmo, zachovani asymptotickych relaci pri derivovani je — na rozdil od inte-
grovani — velmi citlivé. Skutecné, napt. vime-li, ze f'(t) ~ ¢ pro t — oo, potom ziejmé
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f(t) ~ t2/2 pro t — oo. Naopak, mame-li vSak napt. f(t) = t2/2 + sin(t*) (a tedy
plati f(t) ~ t2/2 pro t — 00), potom f'(t) =t + 4t3 cos(t*) (a tedy zcela jisté neplati
f'(t) ~ t). Neprekvapi nas proto potreba dodateéné podminky. Plati napt. toto tvrzeni
zvané véta o monotonni hustote:

Véta 4. Necht f je absolutné spojitda a f'(t) je monoténni pro velkd t. Jestlize
f € RV(e), potom

7'y ~ o1 (13)

pro t — oo. Je-li navic p # 0, potom |f'| € RV(¢ — 1).

Praveé prezentované tvahy se blizce dotykaji i obsahu nasledujici kapitoly.
7. Integralni transformace RV funkci, tauberovské véty

Problematika tzv. tauberovskych vét byla vlastné hlavni Karamatovou motivaci pro
zavedeni a naslednou analyzu RV a SV funkci. V obecné roviné jde o — velmi zruba
feceno — vztahy mezi asymptotikou funkci a asymptotikou jejich integralnich trans-
formaci. Vysledky popisujici prechod od funkeci k transformacim se nazyvaji abelovské.
Vysledky tykajici se opa¢ného sméru pak nazyvame tauberovské; tento smér je typicky
mnohem obtiznéjsi a vyzaduje dodatecné podminky. Tauberovskou vétu lze v urcitych
situacich popsat téz jako tvrzeni, jez vyvozuje konvergenci rady na zakladé vlastnosti
funkce, kterou fada definuje. Pridejme jesté Hardyho charakteristiku: ,A tauberian
theorem may be defined as the corrected form of the false converse of an abelian theo-
rem. An abelian theorem asserts that, if a sequence or function behaves regularly, then
some average of it behaves reqularly.“ Této problematice, ktera méa puvod v Tauberove
préci z r. 1897, se vénuji celé monografie ¢i jejich podstatné ¢asti, zmirime napf. [3],
kapitoly 4, 5, [16] nebo [27], viz téz [20]. Tauberovské véty maji mnozstvi aplikaci
v ruznych oblastech. Za vsechny uvedme teorii ¢isel, kterd rozvoji tauberovské teorie
dala dulezity impuls, déle teorii pravdépodobnosti ¢i diferencidlni rovnice. Kratce se
o aplikacich v téchto oblastech zminime i nize.

Konkrétné Karamata podal velmi elegantni a struc¢ny dukaz tauberovské véty uva-
zované Hardym a Littlewoodem, kterou nasledné jesté zobecnil [23], [24]. Varianta
obsahujici SV funkce je vlastné nejobecnéjsi mozny tvar véty daného typu. Karama-
tiv dikaz zptsobil senzaci. R. Schmidt jej nazyval important discovery”, K. Knopp
hovotil o ,,surprising proof, N. Wiener a E. C. Titchmarsh jej oznacili jako , extremely
elegant®. Prvotni reakce samotného Hardyho znéla takto: I just received a letter from
a young man in Belgrade who claims he can prove Hardy—Littlewood theorem in just
two pages. This is simply impossible.“ V souvislosti s vétou 5 Seneta hovoril o ,the
most famous and very widely useful theorem in probability theory* a Bingham dokonce
o ,one of the major analytic results in the 20th century®.

Nez uvedeme Karamatovu tauberovskou vétu, provedme nékolik konkrétnéjsich po-
zorovani, kterd nas jesté o néco vice uvedou do problému. Pro funkci G: R — R (ktera
je nulové na intervalu (—oo, 0)) definujme jeji Laplaceovu—Stieltjesovu transformaci
vztahem

To(s) = /0 T e dG(a), (14)
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kde predpokladame, ze integral existuje. Pro ¢tenare neobezndmeného s teorii Stiel-
tjesova integralu poznamenejme, ze za urcitych predpokladit plati vztah s béznym
integrdlem (mdme na mysli integrdl Lebesguetv): f; f(z) dG(z) = f: f(2)G'(z) dx.
Vezméme nyni G takové, 7ze G(z) = 22 prox 2 0 a G(z) = 0 pro = < 0, kde o > 0.
Potom

Tals) o [ e et ds =7 [ e (s) dlsa) = 05 T(e) = 5 Lo+ 1),
0 0

kde I' je funkce gama. Tento vypocet naznacuje, ze chova-li se G jako mocninny zakon
(pro z — 00), pak také Laplaceova—Stieltjesova transformace se chova jako mocninny
zdkon (pro s — 0+4); jde o abelovsky smér. Poznamenejme déle, Ze je-li G(z) =
= [y g(t) dt a plati-li napi. g(x) ~ 22 'L(z) pro © — oo, kde ¢ > 0 a L € SV,
pak lze ukdzat, ze Tg(s) ~ CL(1/s)s 2 pro s — 0+, kde C je jistd kladna konstanta.
Tento vysledek plyne z Karamatovy integracéni véty (Véta 3), tedy z tvrzeni o ,inte-
graci asymptotickych relaci“; jde opét o abelovsky smér. Opacny smér — o ,derivaci
asymptotickych relaci® — je tauberovsky. Téchto pozorovani se evidentné tykaji i ivahy
z predchozi kapitoly. Nyni nésleduje slibend Karamatova tauberovska véta (ktera ob-
sahuje i abelovsky smér) pro obecny pifpad, viz napf. [3]. (Podobné plati i jeji verze
proz — 0+ a s — 00.)

Véta 5. Necht G je nezdpornd zprava spojita rostouci funkce takovd, ze G(x) = 0
pro x < 0. Jestlize L € SV a ¢ = 0, potom ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

G(z) ~ L(z)x® pro xz — oo,
Ta(s) ~T(o+1)L(1/s)s™ ¢ pros — 0+.

Tvrzeni véty je skutecné silné. Je-li chovani Laplaceovy—Stieltjesovy transformace
asymptoticky skdlové invariantni (pro s — 0+4), je chovani transformované funkce
asymptoticky skalové invariantn{ (pro x — o0). Z jiného uhlu pohledu véta fika, Ze
reguldrné ménici se (v nekoneénu) funkce jsou presné ty, které maji regularné meénici
se (v nule) Laplaceovu—Stieltjesovu transformaci. Jako dusledek neni obtizné odvodit
napr. tauberovskou vétu Karamatova typu pro mocninné rady. Nize zminime i jednu
z verzi pro distribu¢ni funkce.

8. Rychla variace a regularni ohranicenost

Vratme se nyni k podmince (4) z definice reguldrni variace. Pozadujeme v nf existenci
limity, kterd ma byt navic vlastni a rizna od nuly, coz znamend jisté omezeni Kara-
matovy teorie. Problémem, ktery odtud prirozené vyvstava, je analyza pripadu, kdy
limita je nulovd, ¢i nevlastni, piip. neexistuje.

vat de Haan [17]. NiZe uvedeny definiéni vztah uvazoval ovSem B. Andrds uz v r. 1957.
Rychlou variaci uvazoval dokonce i Karamata uz v r. 1932, avsak v odlisné formeé. Meé-
Fitelnd funkce f: [a, 0o) — (0, 00) se nazyva rychle ménici se (v nekonecnu) s indexem
o0, jestlize

lim ———= (15)
oo pro A > 1,

JXt) JO  pro0< A<,
MR
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piseme f € RPV(00). PovSimnéme, Ze hodnota limity v (15) je vliastné A2, kde o — oo.
Podobné se definuje rychld variace s indexem —oo (ozn. RPV(—oc)), v podmince
(15) se prohodi hodnoty limity 0 a co. Zatimco RV funkce se chovaly jako mocninné
funkce (az na faktor ménici se ,pomaleji“), chovan{ RPV funkei je blizké chovéni
exponencidl. Zejména plati, Ze exp t € RPV(c0) a exp(—t) € RPV(—o0). Podobné
jako pro RV funkce, i pro RPV funkce lze odvodit fadu vlastnosti. Zminme alespon
platnost analogie véty o stejnomérné konvergenci. Déale stoji za zminku nésledujici
vztah mezi RPV a SV funkcemi. Necht f je kladnd, lokdlné ohranic¢end a (globalné)
neohranicend funkce na [0, o). Jestlize f € SV, potom f< € RPV(c0), kde f je
zobecnénd inverze zavedend v kapitole o elementarnich vlastnostech RV funkei. Jestlize
f € RPV(x0), potom f< € SV.

Nyni se vénujme pripadu, kdy limita v (4) neexistuje. Aby bylo moZno prové-
dét alespon néjakou analyzu, je ziejmé, ze prestoze existence limity neni vyzadovéana,
tak vyraz f(At)/f(t) by se mél chovat jaksi ,umravnéné®. Avakumovié¢ v r. 1936 za-
vedl nasledujici prirozené a uzitecné zobecnéni regularni variace. Méritelna funkce
f:]a, ) = (0, 00) se nazyva reguldrné ohranicend, jestlize

w <7 f()‘t) (16)

0 < lim inf = lim sup ——= < ™

tmoe f(t) T s (D)

pro kazdé A = 1; piSeme f € RB. Poznamenejme, Ze vyraz reguldrni ohranicenost
se objevuje az v moderni literatufe, ptivodni oznaceni bylo O-regularné meénici se
funkce, prip. R-O trida. Podminku z definice lze ekvivalentné nahradit podminkou
lim sup,_, .. f(Mt)/f(t) < oo pro kazdé A > 0. PovSimnéme si ddle, Ze podminku (16)
lze zapsat také ve tvaru

fOxt) = f(t)

pro t — oo a pro kazdé A > 0, coZ je dalsi pfirozené zobecnéni (asymptoticky) skalové
invariance. Pfipomenme, ze zapis h(t) < k(t) pro t — oo znamend existenci kladnych
konstant My, My takovych, ze Mik(t) < h(t) < Myk(t) pro velkd t, kde funkee h, k
jsou kladné. Je zrejmé, ze kazda RV funkce je RB. Naopak existuje mnozstvi funkei,
které jsou RB, avsak nejsou RV, napr. 2 + sin t. Funkce exp t vSsak RB neni. Z raznych
vlastnosti RB funkci zde vyberme nésledujici. Opét plati analogie véty o stejnomérné
konvergenci, kde je-li f € RB, pak pro kazdé A > 1 vztah (16) plati stejnomérné
vzhledem k A € [1, A]. Déle lze ukdzat, ze f € RB, pravé kdyz existuje § € R tak, Ze
fat s971f(s) ds < t0 f(t) pro t — oo; integral f; miize byt zaménén za [

9. Dalsi pribuzné tridy

Existuje velké mnozstvi dalsich rtiznych trid, které jsou néjakym zptisobem propojeny
s reguldrni variaci v jejim SirSim pojeti. Zminme zde alespon nékteré elementy de
Haanovy teorie, ktera v jakémsi smyslu vylepsuje Karamatovu teorii. Tak jako lze
Karamatovu teorii charakterizovat jako studium relaci typu

S
tliglo NONE 9(A) € (0, 0) (17)
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pro vSechna A > 0 spolu s ¢etnymi dusledky, 1ze de Haanovu teorii charakterizovat
vztahem

lim P =00 oy e R (18)

t—oo w(t)
pro vSechna A > 0. Ve skutec¢nosti bylo studium téchto relaci iniciovino Bojani¢em
a Karamatou uz v r. 1963. V r. 1970 vsak doslo ke ,znovuobjeveni“ a zejména za-
pocalo systematické studium, iniciované predevsim de Haanovou dizertaci [17]. Pokud
polozime h = In f a k = In g, pak (17) nabyva tvaru lim; ,oo (h(At) — h(t)) = E(N).
Zobecnénim této relace ve smyslu zavedeni tzv. pomocné funkce w dostéavame (18).
Dulezitym kontextem, ve kterém relace (18) prirozené vznika, je ,kriticky piipad*
(tj. 0 = —1) v Karamatové integracni vété, viz kapitolu 6. Zde smér ,converse half*
neddva zadnou informaci a smér ,direct half“ #ikd pouze, ze je-li L € SV a h(t) :=
= f; L(s)/s ds, pak lim;_,o, h(t)/L(t) = co. Existuje vSak mnohem preciznéjsi popis
vztahu mezi h a L, kdy z véty o stejnomérné konvergenci plyne

h(\t) — h(t) A L(tuw) A du
L) :/1 L(hu d"H/l oA

pro t — oo. Jmenovatel w v (18) musi byt pi obecnych predpokladech vzat ze t¥idy
RV. Déle lze ukdzat, Ze je-li w € RV(¥), potom limita k(\), existuje-li konecnd, musi
byt tvaru k(A) = In A prod = 0 a k(\) = (\Y —1)/9 pro 9 # 0. Je-li 9 # 0, pak
nedostaneme nic nového (presnéji, obdrzime starou dobrou reguldrni variaci). Je-li
vsak ¢ = 0, pak obdrzime novou, velmi uzitecnou tridu, kterou oznac¢ujeme symbolem
IT = II(w) (hovofime téz o Il-variaci, ptip. o II-ménicich se funkcich). Uvazujeme-
-li funkce v absolutni hodnoté, pak trida II tvori vlastni podmnozinu t¥idy SV. Napr.
In® ¢ lng t4+o0(In®"'t), kde a > 0, B € R, nalezi do II, kdezto 2 In t +sin In t € SV \ II.
De Haanova teorie je tedy jednak primym zobecnénim Karamatovy teorie a také pro-
stredkem, ktery umoznuje ,zacelit mezery* v Karamatové vété; nékdy se hovoti o tzv.
teorii druhého rddu. De Haanova motivace vsak byla zejména pravdépodobnostni,
viz téz kapitolu 11. Z mnoha zajimavych vlastnosti funkci z tiidy II uvedme napt.
tyto. Plati rozsiteni véty o stejnomérné konvergenci. Déle, f € II, pravé kdyz existuje

L € SV tak, 7e

f(t) = L(¢) +/at @ ds.
Jeli f € I(w), pak t

wi) ~ 0= 7 [ 1) s

pro t — oo.

Zminme se jesté o dalsi dilezité de Haanové tride, totiz tiidé I'. Pro RV funkce
jejich (zobecnéné) inverze davaji opét RV funkce. Funkce ve tiidé I, kterou budeme
nize definovat preciznéji, lze chapat jako inverze neklesajicich neohrani¢enych funkci
z tiidy II. Dostaneme tak uzitecnou podmnozinu rychle ménicich se funkei. Jiny zpt-
sob ndhledu je zalozen na rozsiten{ definiéniho vztahu (4) ve smyslu existence kladné
funkce g a o € R tak, ze

g(t
lim M =\ (19)
t—o00 f(t)
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pro kazdé A € (0, co). Bez jmy na obecnosti lze vzit ¢ = 1 (tuto volbu lze totiz
realizovat trividlni zménou funkce g). Z praktickych duvodu jesté provedeme vhodnou
transformaci ve vztahu (19), coz pak vede na ndasledujici definici. Rekneme, Ze nekle-
sajici funkce f: R — (0, co) patif do t¥idy T, jestlize existuje (tzv. pomocna) funkce
v: R = (0, 00) takova, ze
t+ Aou(t

LS ),
pro kazdé X\ € R; piSeme f € I' = T'(v) (hovotime téz o I'-variaci, p¥ip. o T'-ménicich
se funkcich). Plati napt. ekvivalence f € I, pravé kdyz

i TO o Jo f()drds (20)

freo (fat f(s)ds )2

a rada dalsich zajimavych vlastnosti funkci z tFidy I'. Jisté stoji za zminku, ze je-li
limita v (20) ruznd od 1, pak dostdvame reguldrni variaci. Také si povSimnéme, Ze je-li
h(t) = f; [ f(7) dr ds, potom zlomek z (20) nabyva tvaru k' (t)h(t)/ (K (t))?, ¢ehoz
Ize vyuzit napr. pri studiu diferencidlnich rovnic.

Jak jiz bylo Teceno, existuje rada dalsich tfid a pojmu spadajicich do teorie re-
guldrni variace. Zdjemce odkazujeme zejména na monografii [3]. My zde nyni pro
zasazeni do Sirstho kontextu zminime dva typy funkci, které sice prfimo s reguldrni
variaci nesouviseji, avsak néjakym zptsobem se ji dotykaji.

V aplikacich se ¢asto objevuje pojem subexponencidlni funkce. Z definice, kterou
zde nebudeme podrobnéji uvadét, plyne, ze je-li f subexponencialni, potom pro kazdé
e > 0 plati limy_, o f(t)e*t = co. Lze ukazat, ze tiida RV funkci je vlastni podmnozi-
nou tfidy subexponencialnich funkei, pticemz vSak diky propracované teorii regularni
variace lze obecné RV funkce studovat opravdu dikladné (na rozdil od subexponen-
cidlnich funkei). Subexponencidlni funkce kratce zminime i v souvislosti s distribu¢nimi
funkcemi v kapitole 11.

Kapitolu zakonceme poznamkou o tzv. Hardyho poli. Vidéli jsme, ze RV funkce
(a rizné jejich modifikace) byly zavddény pomoci vlastnosti, které maji tyto funkce
spliiovat. Je mozno zvolit i jiny pristup, totiz ,vyrdbét® tfidy funkci z vhodné zvo-
lenych zakladnich funkei pomoci predepsanych operaci. Napriklad tzv. logaritmicko-
-exponencidlni funkce je definovana jako redlnd funkce na intervalu [a, 0o) vytvorend
pomoci koneéné kombinace obycejnych symbola 4+, —, -, /, ¢/ a funkcionalnich sym-
bolt In(-), exp(-) operujicich na proménné z a redlnych konstantach, viz [20]. Obec-
néji, tzv. Hardyho pole (dle Bourbakiho) je mnozina germi (jistych tiid ekvivalence)
redlnych funkei na [a, 00), kterd je uzaviend na derivovani a tvoi{ pole vzhledem
ke s¢itani a nasobeni. Volné feceno, Hardyho pole jsou jakymisi prirozenymi obory
asymptotické analyzy, kde vSechna pravidla plati bez vymezujicich podminek. Oci-
tujme v této souvislosti Hardyho: ,No function has yet presented itself in analysis the
laws of whose increase, in so far as they can be stated at all, cannot be stated, so to
stay, in logarithmico-exponential terms.* Toto jeho tvrzeni bylo v podstaté ovlivnéno
faktem, ze aritmetické funkce (s ¢asto velmi komplikovanou strukturou) vyskytujici se
v teorii ¢isel, od kterych ocekaval, ze daji vzniknout néjakym skuteéné novym zpu-
sobtm rustu, spliovaly vlastné logaritmicko-exponencidlni zakony ristu. To ovsem
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ukazuje na znac¢ny vyznam teorie, kterou se zabyva nas ¢lanek. Skutecné, pro jakou-
koliv logaritmicko-exponencidlni funkci f a jeji derivace (¢i jakykoliv prvek Hardyho
pole) dostavame (v okoli nekonecna) jejich spojitost a monotonii, pficemz existuje
(vlastni ¢ nevlastni) limita lim; o f(¢t). Na druhé strané — jak jsme mohli vidét
vyse — SV funkce mohou oscilovat, dokonce i ,nekonecné“. Napr. feseni nékterych
i veelku jednoduchych diferencidlnich rovnic se mohou chovat jako SV funkce a tedy
pak vykazuji onen ,skuteéné novy zpusob rustu“. Zduraznéme, ze tento zavér miuze
platit i za predpokladi, které v podstaté nesouvisi s regularni variaci; priklad takového
vysledku uvedeme pozdéji.

10. Regularni variace dalsich typua zobrazeni

Vsimnéme si, ze dosud jsme hovorili prakticky jen o redlnych funkcich jedné realné
proménné. Tato poznamka prirozené evokuje otazku, jestli 1ze pojem regularni variace
rozsitit i na jiné typy zobrazeni.

Takova rozsiteni skutecné existuji. Celkem bez problém si lze predstavit regularni
variaci pro funkce f: (0, 0o) — C. Napt. dulezitd véta o stejnomérné konvergenci plati
beze zmény, dokonce i nékteré jeji diikazy lze prevzit z realného pripadu pouze s drob-
nymi modifikacemi. Ziejmé téz lze uvazovat funkce komplexni proménné, zde hraje
dulezitou roli teorie analytickych funkci. Existuji rovnéz teorie s riznymi variantami
reguldrni variace funkci vice proménnych, ¢i pro vektorovy pripad. Regularni variace
se uvazuje napr. i pro zobrazeni f: G — H, kde G, H jsou topologické grupy. I v tomto
pripadé lze za docela rozumnych podminek obdrzet vétu o stejnomérné konvergenci
a tedy je mozno vybudovat netrivialni teorii regularni variace.

11. Regularni variace a teorie pravdépodobnosti

Zatimco Karamatova prace o tauberovskych vétach okamzité zajistila jeho proslulost
v matematickém svété, jeho clanky [24], [25] nezaznamenaly (patficny) vétsi ohlas.
Tak tomu bylo po témeér dalsich 30 let. Karamatovy prace, kde se systematicky véno-
val regularni variaci, byly skoro zapomenuty a teprve pozdéji si matematici uvédomili
vyznam jeho myslenek a jejich potencial pro aplikace v riznych odvétvich matema-
tiky.

Asi nejvyraznéjsi praci, kterd znovuobjevila pojem regularni variace a zaroven jej
ve velké mife vyuzila, je zndmé Fellerova kniha [13] z 60. let vénujici se teorii prav-
dépodobnosti. Moznosti regularni variace byly pak jesté vice patrné v de Haanové
dizertaci [17] z r. 1970. De Haanova préce byla jednim z vystupu tehdejsiho zvyseného
zdjmu holandské védy o teorii extrémnich hodnot. Tato priorita souvisela s prevenci
a snahou o lepsi porozumeéni pricinam tragédii, jako byly silné povodné v r. 1953 v Se-
vernim moti. De Haanovy tvahy vedly mj. k teorii, ktera jakymsi zptisobem vylepsuje
Karamatovu teorii, viz kapitolu 9. Teorie pravdépodobnosti dnes patii k oblastem, kde
je regularni variace vyuzivana nejvice. Kuriéznim faktem je, ze Karamata prakticky
nemeél znalosti z této oblasti.

Pro ilustraci zde uvedeme nékolik vybranych zakladnich vysledki. Pro mnohé
dalsi viz monografie [3], [13], [16], [17], [18], [35], [41]. Doporu¢ujeme téz prehledové
¢lanky [4], 5], [6], [7], [22].
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Zacneéme s teorii extrémnich hodnot. Pro £ > 0 uvazujme distribucni funkce

{0 pro x = 0,

Ky —
) exp{—2~¢} proz >0,

V() = exp{—(—2)"¢} prox <0,
¢ 1 pro x > 0,

A(z) = exp{e™™}

Fréchetova, resp. Weibullova, resp. Gumbelova rozdéleni. Tato rozdéleni jsou ve sku-
tecnosti specidlnimi piipady tzv. GEV (generalized extreme value) rozdéleni; jde o roz-
déleni typu I, resp. typu II, resp. typu III. Zminéné Weibullovo rozdéleni neni klasické,
nybrz tzv. extrémalni ¢ obrdcené (jak byva nékdy v literatuie oznacovano). Necht F
je distribu¢ni funkce, ozna¢éme F = 1 — F (tj. komplementarni distribuéni funkce ¢i
funkce preziti) a M,, ;== max{Xy, ..., X, }, kde X1, ..., X,, je ndhodny vybér z roz
déleni s distribucni funkci F'. Jestlize existuje centrujici posloupnost a, a normujici
posloupnost b,, > 0 tak, ze

P (M”T“” < x) S G) (n— ) (21)

pro néjakou distribuéni funkci G, pak rikame, ze F' nélezi do oboru pritazlivosti dis-
tribu¢ni funkce G, piseme F' € Dy(G). Konvergenci v (21) mame na mysli tzv. kon-
vergenci v distribuci, kterd znamena konvergenci v kazdém bodé = € R, kde limitni
distribu¢ni funkce je spojita. Plati nasledujici ekvivalence:

F € Dy (®¢), pravé kdyz F € RV(-£);
F € Dy (W), prave kdyz F(zy — 1/z) € RV(—£);
F e Dy(A), prave kdyz F ' eI,

kde x, :=sup{z: F(x) > 0} a Il je de Haanova tiida definovand v kapitole 9. Pro di-
kazy viz napf. [3]; uvedend tvrzeni pro jednotlivd rozdéleni jsou vSak spojena s rtznymi
autory a byla dokazana o dost diive.

Dalsim dilezitym objektem v teorii pravdépodobnosti je suma nezavislych stejné
rozdélenych nahodnych veli¢in S, := X7 + ...+ X,;; zminme v této souvislosti napf.
nahodnou prochézku. Opét se zajimejme o podminky nélezitosti do oboru pritazli-
vosti, ktery definujeme stejné jako (21), pouze misto M,, uvazujeme S,,, oznacme tento
rametrem je tzv. index « € (0, 2], viz napt. [3]. Nebudeme zde tyto pojmy upfestiovat,
pouze poznamenejme, ze pripad a = 2 koresponduje s Gaussovym rozdélenim ®. Plati
nasledujici ekvivalence:

x
F € Dg(®), pravé kdyz / t*dF(t) € SV;

F € Ds(G), pravé kdyz 1 — F(x) + F(—x) € RV(—a),
kde G je néjaky negaussovsky stabilni limitni zakon, pricemz ve druhém pripadé figu-

ruje jesté jista balanéni podminka, viz napt. [3, 35], kde lze nalézt i dikazy. Podobné
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jako u predchoziho vysledku, i zde je historie bohatsi. Napt. prvni ze vztaht byl odvo-
zen nezavisle prinejmensim tfemi ruznymi autory (Lévy, Feller, Khintchine). Uvazovali
jsme jednodimenzionalni pripad. Z hlediska aplikaci je velmi dilezity pripad vicedi-
menziondlni, ktery je pochopitelné komplikovanéjsi. I ten je z hlediska regularni variace
studovan.

Komplementarni distribuc¢ni funkce v negaussovském oboru pritazlivosti vykazuji
RV pokles, ktery je velmi pomaly ve srovnani s poklesem v gaussovském pripadé.
Tim se dostavame k pojmu tézky chvost, kde regularni variace hraje velmi vyznamnou
roli. Skutecné, reguldrné meénici se distribu¢ni funkce lze analyzovat mnohem snéze
a dukladnéji nez obecné distribu¢ni funkce s tézkym chvostem. Pripomenme téz mo-
tivaéni uvahu z kapitoly 1, Ze je neobvyklé, aby distribu¢ni funkce F' sledovaného
jevu pfesné spliiovala mocninny zikon a byla tedy $kdlové invariantni. Rikdme, ze
distribuéni funkce F mé tézky chvost, jestlize lim sup, ... F(t)e' = oo pro kazdé
> 0. V nékterych aplikacich je tento pojem potrebny i pro levy konec, zavede se
prakticky stejné. Pristupnou formou je téma distribu¢nich funkei s tézkym chvostem
diskutovéno v [35]. Na obrézku 3 ilustrujeme vybrané konkrétni distribuce ve vztahu
s obecnymi distribucemi z tiid diskutovanych v této kapitole. K tomu dodejme, ze jiz
drive zminénd tiida subexponencidlnich funkei (zde navic ve smyslu funkei preziti) je
nadmnozinou RY a podmnozinou 7CH.

TCH o Weibull o LogNormal

RV Fréchet
o Fréche
e Lévy ST
o Zipf e Student o Pareto
o Burr e Cauchy

Obr. 3. TCH =distribu¢ni funkce s tézkym chvostem, RV = distribu¢ni funkce s reguldrné
meénici se funkei preziti, SZ = distribucni funkce se skalové invariantni funkci preziti

Jiz zminéné tauberovské véty maji velky vyznam i v teorii pravdépodobnosti.
Uvedli jsme Karamatovu tauberovskou vétu (véta 5), kterd je sice velmi silnd, avsak
predpokladd nezédpornost indexu regularni variace a nelze ji tedy piimo aplikovat na
distribuce. Tento nedostatek lze napravit, jak ukazuje napft. nasledujici tvrzeni, je-
hoz dukaz vyuzivd pravé vétu 5, viz napt. [35]. Symbolem E[X] oznacujeme stiedni
hodnotu ndhodné velic¢iny X.

Véta 6. Necht X je nahodna proménna s distribucni funkci F', pricemz predpokla-
ddme E[X"] < oo pro kazdé n € N. Jestlize L € SV aa = n+ 3, kde 8 € (0, 1),
potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

x~“L(x) pro x — o0,

S (TF(S) - Z w Sk> ~ s*L(1/s) pro s — 0+,

k!
k=0

kde Laplaceova—Stieltjesova transformace T je definovdna v (14).
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Vétu lze interpretovat nasledujicim zptisobem. Mame-li Laplaceovu—Stieltjesovu
transformaci ndhodné proménné vyjadienu pomoci Taylorova rozvoje s pouzitim mo-
mentt, pak abelovsky smér #ikd, Ze za uvedené podminky pro distribuci (tedy zejména
|F| € RV(—a)) plati pro korekén{ ¢len o(s™), ze je fadu s*. Tauberovskd ¢ast pak po-
pisuje opacény smér.

12. Regularni variace a teorie cisel

Zac¢néme historickou poznamkou. Je dolozeno, ze Karamata byl zna¢né ovlivnén pra-
cemi E. Landaua a G. Pdlyi, kteri studovali monoténni pomalu ménici se funkce nazy-
vané langsam wachsende a langsam abnehmende. Ovsem celé toto jejich studium bylo
motivovano teorii ¢isel, kdezto Karamatovou motivaci pro ivahy o regularni variaci
byla problematika tauberovskych vét. V souvislosti s terminologii poznamenejme, Ze
puvodnim ndzvem pro regular variation byl termin reqular growth. Karamata se inspi-
roval Borelem, ktery pojem regular growth uzival nikoliv v Karamatové smyslu, ale
pri studiu integralnich funkei, viz [20].

Landautuv ¢lanek [29] z r. 1911 je jednou z nejranéjsich praci, kde se objevuje
reguldrni variace. Landau pri studiu problému z teorie ¢isel pracoval s monotéonnimi
funkcemi a ukdzal, ze je-li L kladnd monoténni funkce na intervalu (0, oo) spliujici
lims 00 L(At)/L(t) = 1 pro jedno A # 1, potom tento limitni vztah plati pro kazdé
A >0, tedy L je pomalu ménici se funkce (v moderni terminologii).

Pélya v ¢lanku [39] z r. 1917 ukdzal, Ze pro funkci f riemannovsky integrovatelnou

na [0, 1] a prvodcisla p plati
Inz !
RIS ) o [0
0

pa

pro x — oo. Déle odvodil obdobny vztah, kde prvocisla p jsou nahrazena posloup-
nostmi ¢, jejichz ¢itaci funkce spliiuje podminku qum 1 ~ z/L(x) pro x — oo, pri-
¢emz predpoklddal, ze funkce L je kladna a plati pro ni rovnost lim;_,  L(2t)/L(t) = 1.
Polytv dukaz je pozoruhodny ve smyslu vyuziti dumyslnych metod, které byly pozdéji
déle rozpracovany. Poznamenejme, ze odvodil — v moderni terminologii — abelovskou
vétu pro Mellinovu konvoluci Stieltjesova tvaru.

Uvedme nyni jiz pouze v ndznacich, jak regularné meénici se funkce nachazeji uplat-
néni v nékterych dalsich vysledcich teorie ¢isel. Zajimavou vétu dokéazal napr. Kohlbec-
ker v r. 1958 v ¢ldnku [26]. Odvodil velmi obecné a pfitom silné asymptotické vztahy
(v Tedi reguldrni variace) pro pocet rozkladu prirozeného ¢isla na soucet prirozenych
Cisel.

Dalsi vyznamna aplikace se tyka znamé véty o asymptotickém rozmisténi prvocisel
mezi prirozenymi Cisly, presnéji jde o vztah

n

E 1~1—pron—>oo,
nn

p=n

kde vyraz nalevo znamend pocet prvocisel, kterd neprevysuji ¢islo n. Je zndmo mnoho
dikazi této véty, které lze ve smyslu metod rozdélit zhruba do tfech kategorii, a to
1. uziti komplexni analyzy, 2. uziti wienerovské-tauberovské teorie a 3. uziti elemen-
tarnich metod (tedy metod nikoliv z prvnich dvou kategorif). Dtikaz, na ktery chceme
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upozornit v souvislosti s nasim tématem, je zalozen na jisté pokrocilé tauberovské vétée
pro rozdil funkei, kde se vyuziva ve velké mife pravé teorie reguldrni variace (autorem
je Delange [11]).

Jako posledni aplikaci z teorie Cisel, kde nachazeji uplatnéni reguldrné se meé-
nici funkce, zminme vysledky o asymptotickych formulich pro sumy multiplikativni
funkce g, kde g(mn) = g(m)g(n), m, n jsou nesoudélnd prirozend ¢isla. Tyto vysledky
jsou svazany zejména s matematikem de Bruijnem [10], viz téz [16].

13. Regularni variace a diferencialni rovnice

Regularni variace méa c¢etné aplikace i v kvalitativni teorii diferencialnich rovnic. Tato
skutecnost neni prekvapiva vzhledem prirozenému vyskytu objektu souvisejicich s re-
guldrni variaci u rovnic ¢i vzhledem k dostupnosti néstroju jako je tieba Karamatova
integralni véta. Aplikace 1ze nalézt nejen u diferencidlnich rovnic obycejnych, ale téz
funkciondlnich, parcialnich, stochastickych, ¢i volterrovskych.

Pri analyze diferencialnich rovnic se ¢asto objevuje potieba studovat limitni chovani
vyrazi jako napt. ty'(t) /y(t), y(t)y" (8)/(y' ()%, y(A) [y (2), y(t+h) —y(t), y(At) — y(t),
Ci obecnéji, asymptotické chovani jistych diferencidlnich, diferenc¢nich, funkcionélnich,
nebo integralnich operatorti. VSechny uvedené konkrétni vyrazy maji svym zpusobem
blizko k teorii regularni variace, ktera nabizi velmi efektivni nastroje pro jejich zkou-
méani. V této souvislosti je nutno zdiuraznit jeden fakt. Totiz ze v mnohych ¢lancich
vénujicich se problémum asymptotické analyzy diferencialnich rovnic a nezminujicich
reguldrni variaci (nebot si autofi patrné nebyli védomi existence takové teorie) lze cel-
kem casto objevit celkem tézkopadné postupy provadéné za znacéné omezujicich pred-
pokladi. Pritom se vsak ukazuje, ze zasazeni do ramce regularni variace by umoznilo
tyto problémy resit mnohem elegantnéji a za obecnéjsich podminek. Na druhé strané
se tFeba objevuji ¢ldnky odborniki na pravdépodobnost (ktefi jsou ¢asto experty prave
na reguldrni{ variaci) pokousejici se tu vice, tu méné ispésné i o analyzu diferencidlnich
rovnic.

Prvni seriézni vyuziti Karamatovy teorie v kvalitativni analyze diferencialnich rov-
nic se objevuje v ¢lanku [2] z r. 1947. Avakumovi¢ v tomto ¢lanku studuje nelinearn{
Thomasovu—Fermiho rovnici a odvozuje podminky, za kterych jsou vsechna kladna
feseni jdouci do nuly ve tridé RV.

Poté nastala celkem dlouhd odmlka a az v 70. letech se hned nékolik autort za-
calo zajimat o systematickou analyzu diferencidlnich rovnic v ramci reguldrni variace,
pri¢emz tento zdjem trva az dodnes. Mezi vSemi autory je potfeba zduraznit zejména
jméno V. Mari¢e. Mezi mnozstvim jinych praci je cenéna predevsim jeho monogra-
fie [30], kterd shrnuje vyvoj do r. 2000. O zachyceni pokroku v této oblasti po r. 2000
se pokousi text [42] z r. 2014. Shrnuti této problematiky v historickém svétle se vénuje
¢lanek [38] z r. 2018. Jako typické préce reprezentujici nékteré ruzné piistupy v analyze
diferencidlnich rovnic v rdmci reguldrni variace zminme [1], [12], [21], [32], [33], [40].

Reguldrni variace se miize objevovat primo u koeficientt ¢i nelinearit rovnic, u jejich
feseni, a také v asymptotickém popisu, at uz se jednd o formule pro feseni, ¢i napf.
formule pro rozlozeni nulovych boda. Dale je téz mnohdy skryta v dikazech, aniz by
tvrzeni byla formulovana v této Teci.
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Pro ilustraci zde struéné popisme nékteré vysledky odvozené pro dilezitou, a tedy
hojné studovanou linearni diferencialni rovnici

y" +p(t)y =0, (22)

kde p je spojitd funkce na intervalu [a, 00). (Profesor F. Neuman nazyval tuto rovnici
snejjednodussi z téch slozitych“.) Zajimejme se tieba o reguldrni variaci jejiho Feseni.
Dukaz véty lze najit napi. v [30].

Véta 7. Necht A € (—oo, 1/4) a 91, U2 jsou koteny rovnice 92 — 9 + A = 0. Rovnice
(22) ma fundamentdlni systém reseni y;(t) € RV(9;), i = 1, 2, pravé kdyz

lim ¢ / p(s) ds = A.
¢

t—00

Navic plati, ze kazdé netrividlni feseni vzaté v absolutni hodnoté patii do RV (1)
nebo RV(s3), pricemz reguldrni variace je zde vzdy normalizovana.

Stoji za povsimnuti, Ze podminka garantujici regularni variaci neobsahuje poza-
davek, aby samotny koeficient byl regularné ménici se; viz téz komentar k Hardyho
tridé v kapitole 9. Vyraz z této podminky je dobfe znam z oscila¢ni teorie. Pro hod-
noty limity vétsi nez 1/4 rovnice osciluje (nemé kladna feSeni a tim spiSe nemd tedy
RV fteSeni). Je-li A = 1/4, pak muZe rovnice oscilovat ¢i neoscilovat, pticemz v pri-
padé neoscilace jsou vSechna kladnd Teseni ve t¥idé RV (1), kde ¥ = ¢1 = Jo = 1/2.
Je-li A = —o0, pak rovnice (22) je sice neoscilatorickd, avSak neexistuji RV FeSeni.
Za (neprilis restriktivnich) dodateénych podminek lze v tomto piipadé prokdzat rych-
lou variaci reSeni, prip. jejich nalezitost do tfidy I'. Kromé mnoha jinych dusledku
a zobecnéni nasla véta 7 uplatnéni i pri studiu Friedmannovych kosmologickych rov-
nic, kde pritomnost pomalu ménici se komponenty v reSeni vysvétluje nékteré jevy ve
standardnim modelu vyvoje vesmiru, viz [34].

Casto se kvalitativni vysledky pro diferencidlni rovnice odvozuji za predpokladu,
ze koeficienty jsou mocninné funkce ¢i asymptoticky mocninné funkce. Ukazuje se,
Ze v mnoha pripadech je mozné tuto analyzu zobecnit ve smyslu regularni variace.
Takovéto zobecnéni méa velky vyznam mj. i z hlediska pokryti vétsi sire kvalitativné
riznych situaci, a to predevsim v kritickych (obtiznéjsich) pripadech. Demonstrujme
tento fakt opét na piikladu rovnice y” + p(t)y = 0, uvazujme nyni p < 0. Z obecné
teorie je znamo, ze divergence resp. konvergence integralu J := f:o t|p(t)| dt garantuje
existenci resp. neexistenci feSeni y s vlastnost{ lim;_, y(t) = 0. V této souvislosti se
nyni zajimejme o perturbace rovnice Eulerova typu. Nejprve vezméme |p(t)| ~ C/t?
pro t — oo, kde C > 0. Potom zfejmé J = oo a tedy existuje feseni jdouci do
nuly. Nyn{ uvazujme obecn&jsi (vétsi) perturbaci ve smyslu |p(t)] = L,(t)/t?, kde
L, € SV. Potom v zavislosti na vlastnostech perturbace L, 1ze uvazovat jak J = oo
(je-li napf. L, =In" ¢,y 2 —1) , tak i J < oo (je-li napt. L, =In" ¢, v < —1), a tedy
mame zahrnuty obé varianty, které mohou nastat. Tento fakt je velmi dulezity i pri
analyze struktury prostoru reseni komplikovanéjsich rovnic, kdy je prostor nenulovych
feseni rozlozen na rtzné asymptotické tiidy. Zasazeni do ramce regularni variace pak
casto staci k tomu, abychom pokryli vSechny mozné typy chovani, pricemz je navic
mozné dosdhnout docela jemnych vysledkii. Poznamenejme naptiklad, ze v pripadé
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vySe uvazované rovnice, kde |p(t)] = L,(t)/t?, L, € SV a limy_,0o Lp(t) = 0, lze
odvodit néasledujici asymptotické formule, viz [15, 42]. Jestlize J = oo, potom kazdé
kladné klesajici feseni y je pomalu ménici se a ma tvar

y(t) = exp { /atu +o(1))sp(s) ds} .

Jestlize J < oo, potom kazdé kladné klesajici feSeni y je pomalu ménici se a ma tvar

y(t) = y(c0) exp { | omse ds} |

kde y(o00) := lim; o0 y(t) € (0, 00). Dodejme, ze v obou pripadech jsou feseni v de
Haanove tideé II.

Neni potieba uvazovat pouze situace, kde koeficienty a/nebo feseni jsou RV. Diky
vhodnym transformacim je prostrednictvim regularni variace mozno zkoumat napr. ex-
ponencialni chovani, které je pripadné poruseno regularné ohrani¢enymi ¢leny. Anebo
je mozno pouzit teorie rychlé variace, ¢i propracované de Haanovy teorie. Zajimavé
moznosti se téz nabizeji pii zobecnéni mocninnych (ne)linearit na RV (ne)linearity.
Ukazuje se, ze v nékterych pripadech lze vysledovat nové typy chovani. V tomto smyslu
jsou zajimavé napi. vysledky pro skorolinedrné rovnici tvaru y” + p(t) f(y) = 0, kde
f € RV(1), viz [42]. Rovnice vykazujici sublinearitu ¢i superlinearitu lze takto studo-
vat i v ,,choulostivych pripadech® a navic dukladné.

Naznacené vyuziti regularni variace k zachyceni celkem Siroké skédly chovani se jesté
vice projevuje u tzv. zlomkovych diferencidlnich rovnic (celociselné diferencidlni ope-
ratory jsou nahrazeny zlomkovymi operdtory), kde prostor Feseni méa typicky mnohem
komplikovanéjsi strukturu nez u klasickych diferencidlnich rovnic. Existuje téz zlom-
kova verze Karamatovy integracni véty, kde dochazi v urcitych pripadech k zajimavym
efektiim nevyskytujicim se v celo¢iselném kalkulu. Analyza zlomkovych operdtoru s vy-
uzitim tauberovskych vét také vypada slibné. Tyto skutecnosti nds mohou naplnovat
optimismem, ze se jesté dockame silnych vysledka tykajicich se asymptotického popisu
zlomkovych rovnic za pomoci regularni variace.

V souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi v ramci Karamatovy a de Haanovy teorie
zmitime, Ze teorie reguldrni variace se uzivd napf. i pii studiu problému n téles [46], ¢
Ostwaldova zrdni (jde o jev vysledovany v jistych typech roztoki, ktery popisuje zmény
v nehomogennich strukturdch, napt. rist vétsich ¢dstic na tkor téch mensich), viz [37].
Rozsah a zaméreni naseho ¢lanku nedovoluji popsat detaily nezbytné k pochopeni.
Tedy pouze uvedme, zZe reguldrni variace se pri popisu téchto realnych jevi objevuje
velmi prirozenym zpusobem, dokonce v nékterych pripadech vyvstava jako nutnost.

14. Diskrétni regularni variace
V kapitole 9 jsme uvedli hned nékolik riznych rozsiteni reguldrni variace. Neuvazo-
vali jsme vsak jedno, které se vzhledem ke dlouhodobym snaham analyzy o hledani

diskrétnich protéjsku ke spojitym teoriim prirozené nabizi. Je jim rozsireni ve smyslu
regularné meénici se posloupnosti. Pritom Karamata tento pojem uvazoval jiz ve svém
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¢lanku z r. 1930. Prvotni definice reguldrné ménici se (kladné) posloupnosti y = {yz}
jim byla zavedena pro prostiednictvim vztahu

R 1
klggo kyy ;yﬂ o+ 1]
ktery m4 platit pro néjaké o € (—1, 0o). Neni ndhoda, ze tento vyraz je diskrétni obdo-
bou vyrazu z véty 3. V téze praci byla uvazovdna i podminka limg e ypae)/yx = 9(A)
([[] znamend celou ¢&st), v niz rozpozndme analogii relace (2). Tvrzeni o vzdjemném
vztahu mezi témito analogiemi vsak Karamata ponechal bez dikazu. V r. 1973 Ga-
lambos a Seneta v ¢lanku [14] zavedli nasledujici ¢isté sekvencidlni definici. Rekneme,
ze kladnd posloupnost y je regularné meénici se s indexem p, jestlize existuje kladna
posloupnost a takova, ze

Yk ~ Qi pro k — oo a limk<1ak1)—g, (23)
k—o00 (92

kde C je kladna konstanta; piSeme y € RVz(p). Jesté v témze roce vySel Bojani¢av
a Senetuv ¢lanek [9], kter{ teorii unifikovali a ukazali, ze definice zaloZend na vztahu
(23) je ekvivalentn{ definici zaloZené na podmince

lim YM
k—oo Yk

¢

pro kazdé A > 0. Déle odvodili diskrétni Karamatovu integra¢ni vétu a radu jinych
vlastnosti RV posloupnosti. Dilezitou roli pritom hrala tzv. véta o vnoreni dokdzana
v [9] i [14]: Jestlize y € RVz(p), potom pro funkci f (redlné proménné) definovanou
na [0, co) vztahem f(t) = y plati f € RV(g). (Opacnd implikace plati rovnéz.)
Tento vysledek umozinuje aplikovat spojitou teorii i v diskrétnim pripadé. Jakkoliv je
mozno takovym zptsobem odvodit mnozstvi vysledkt, tento pristup neni vSespasny.
Piimo v ¢lanku [9] je poznamendno a demonstrovano, ze: ,,...however, the develop-
ment of a discrete theory, analogous to the continuous one, is not generally close,
and sometimes far from a simple imitation of arguments for regularly varying func-
tions. .. “ Napr. ani diukaz diskrétni Karamatovy integrac¢ni véty nevyuziva véty o vno-
reni. Z mnoha vlastnosti R)Vz posloupnosti zminme pouze analogii véty o stejnomérné
konvergenci. Déle uvedme, ze posloupnost L € SVz := RVz(0) m4 reprezentace

k—1 w k—1 {p\
Ly = ¢y exp {Z 73} = Ok H (14—7.])

j=1 j=1

kde ¢k, pr konverguji k néjakym kladnym konstantam a )y, 12;@ konverguji k nule.
Konec¢né poznamenejme, ze je-li y € U,cp RVz(0), potom limy—oo yp+1/yx = 1,
pri¢emz opacény smér neplati. I pii popisu aplikaci (které jsou éetné), se omezme pouze
na konstatovani, ze teorie reguldrné meénicich se posloupnosti naléza vyuziti v teorii
pravdépodobnosti, teorii grafii, v diskrétnich transformacich, dale v teorii diferen¢nich
rovnic (resp. rekurentnich relaci), ¢i v teorii her.
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Téma diskrétni regularni variace se objevi i v dalsich kapitolach. Tuto kapitolu
uzavieme jednoduchym pozorovanim, které se pozdéji bude hodit. Neni obtizné ukézat,
ze vztah (23) 1ze (ekvivalentnim zpiisobem) prepsat do tvaru

kA«
Yk ~ a pro k — oo a lim b=y, (24)
k—oo O
kde A je bézny dopredny diferencéni operator definovany jako Aap = ari1 — k.

V piipadé posloupnosti splitujicich pfimo druhou podminku v (23) ¢i (24) hovorime
o normalizované reguldrni variaci; piSeme o € N'RVz(0).

15. Regularni variace na casovych skalach

Jednim z nasich cilt je dojit k obecnému konvergencénimu kritériu pro nekonecné rady.
Pro tento (ale nejen pro tento) ucel se nyni zastavme u reguldrni variace na tzv.
¢asovych skalach. Casovou $kdlou (ozn. T) méame na mysli libovolnou neprazdnou
podmnozinu redlné osy. Zakladni princip je jednoduchy. Misto funkci typu R — R
(zkoumanych v klasické analyze) uvazujeme funkce typu T — R. Pro takové funkce
pak zaviadime rozsifeni zékladnich objektu klasického kalkulu (jako je derivace, inte-
gral, diferencidlni rovnice atd.) takovym zptsobem, Ze se v pfipadé specidlnich voleb
skaly T redukuji zpét na tyto objekty. Pocatky kalkulu na casovych skédlach se da-
tuji ke konci 80. let minulého stoleti a jsou spojeny se jmény Hilger a Aulbach. Pro
zékladni informace doporuc¢ujeme monografii [8]. Je hned nékolik aspektu teorie ¢a-
sovych 8kal, které stoji za zminku: sjednoceni (diskrétni a spojité analyzy), rozsifent
kalkulu na nové situace, soubézna analyza modelu a rtznych jeho diskretizaci, od-
haleni ¢ lepsi porozuméni rozdilt ve smyslu spojity vs. diskrétni a konecné (docela
opomijeny) aspekt vyuziti teorie na néjaké skale v teorii na jiné skéle prostiednictvim
vhodné transformace. Prestoze budeme nize pracovat s ¢asové skalovymi rozsirenimi
derivace a integralu, vzhledem k povaze ¢lanku nepovazujeme za vhodné tyto objekty
zavadét se vSemi detaily. Radéji se podivejme, jakym zptisobem se redukuji v pripadé
specidlnich voleb T. Tzv. delta (¢i Hilgerova) derivace f* funkce f: T — R ma tyto
vlastnosti:
A =1f resp. f&=Af, resp. f> = D,f,

jeli T = R, resp. T = Z, resp. T = ¢ := {¢": k € Np}, ¢ > 1. Symbolem D,
znacime tzv. Jacksonovu derivaci zndmou z g-kalkulu, kterou v pfipadé mnoziny ¢

lze definovat jako D, f(t) = (f(qt) — f(t))/((¢ — 1)t). Tzv. delta integrdl f: f(t) At
funkce f: T — R ma tyto vlastnosti:

b b b b—1
[ 1o ai= [ s a wen [ soac=3 o).

b
. [ fO A= Y (- Df),

te[a,b)Ngho

je-li T = R, resp. T = Z, resp. T = ¢"°. Neobejdeme se vSak bez upfesnéni nasledujicich
dvou pojmil z kalkulu na ¢asovych skalach. Tzv. skokovy operdtor o, ktery — zhruba
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feceno — rika, jakého bezprostfedniho souseda napravo ma dany bod z T, se definuje
jako o(t) = inf{s € T: s > t}. Tzv. zrnitost p Casové skaly T popisuje ,diry“ v T
a definuje se vztahem u(t) = o(t) — t. Je zfejmé, ze o(t) =t a p(t) = 0, resp. o(t) =
=t+1apl) =1, resp. o(t) = gt a u(t) = (¢ — 1)t, je-li T = R, resp. T = Z, resp.
T = ¢"o.

Nésledujici definice je motivovana diskrétnim pfipadem (24), viz [45]. Necht p(t) =
= o(t) pro t — co. Rekneme, ze méfitelnd funkce f: T — (0, 00) je reguldrné ménici
se s indexem o, jestlize existuje kladnd (dostatecné hladkd) funkce a takova, ze

f(t) ~a(t) prot — oo a lim to® (t)

dm o T (25)

kde C je kladna konstanta; piSeme f € RVr(p). V pripadé funkei spliujicich piimo
druhou podminku v (25) hovofime o normalizované regularni variaci; piseme o €
€ NRVr(p). V rdmci teorie reguldrni variace na casovych skdldch byla odvozena fada
zékladnich tvrzeni, jako je napt. véta o vnofeni, ekvivalence definice (25) s piislusnou
Casoveé-skalovou modifikaci definice (4) ¢ integracni véta Karamatova typu.

Ctenaf patrné zaznamenal piftomnost podminky p(t) = o(t) prot — oo, kterd ik,
ze zrnitost nemuze byt prilis velka. Pro nezbytnost této podminky je vice duvodu. Asi
ten nejjednodussi je, ze pozadujeme platnost vztahu t¢ € RVr(p). Na druhou stranu
je prirozend otazka, jak je to s jinymi zrnitostmi. Ukazuje se, ze chceme-li vybudovat
teorii na zakladé uvedené defini¢ni podminky (pficemz jisté je mozno uvazovat i zcela
jiné postupy), pak je rozumné rozlisit tfi pripady. Prvnim pfipadem je jiz zminény
predpoklad u(t) = o(t) pro t — oo, ktery vede na teorii obdobnou jako ve vyse
diskutovaném spojitém ¢i diskrétnim piipadé. Druhym piipadem je podminka pu(t) =
= (¢ —1)t, ¢ > 1, coz je vlastné g-kalkulus (pfipadné lze uvazovat i u(t) ~ (¢ — 1)t pro
t — 00). Tteti pripad zahrnuje zbylé zrnitosti. A to zejména ty ,velké“, ¢i kombinace
velké s malou“. V tomto pripadé nelze prirozenym zptisobem obdrzet rozumnou teorii,
chceme-li vychédzet z uvedeného pristupu. Zastavme se jesté u druhého pripadu, tj.
podminky u(t) = (¢ — 1)t, ¢ > 1. Zde je potieba modifikovat definiéni vztah (25)
v nasledujicim smyslu:

f(t) ~a(t) prot —ocoa lim tDqo(t)

Pl a(t) = [Q]qv

kde [-]4 je tzv. g-¢islo definované vztahem [, = ((1)? —1)/(¢ — 1); piSeme f € RV,(0)
a hovorime o tzv. g-requldrni variaci. Tento pripad je velmi vyjimecny. Skutec¢né, diky
tomu, Ze defini¢ni obor ¢N° ma specifickou strukturu, kterd ,,vychazi vstiic* multipli-
kativnimu vyjadreni regularni variace, dochazi ke znacnému zjednoduseni. Vzdy je
zarucena normalizovanost. Predevsim vsak je podminka f € RV, (o) ekvivalentni pod-
mince lim; o, f(qt)/f(t) = ¢2, tedy Ustfedni vztah (4) z Karamatovy teorie vlastné
staci ovérit pro jedinou hodnotu parametru A = ¢. To mé za dusledek fadu zjedno-
dusujicich modifikaci tvrzeni Karamatovy teorie. Jak regularni variace s podminkou
u(t) = o(t) pro t — oo, tak i g-regulace nasla uplatnéni pti studiu dynamickych rovnic,
resp. g-diferenc¢nich rovnic.

Vratme se nyni k diskrétni reguldrni variaci ve smyslu definice (24). Uvazujme né-
sledujici zobecnéni, které bylo zavedeno v ¢lanku [43]. Necht £ oznacuje mnozinu po-
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sloupnosti 7, které jsou rostouci, neomezené a spliiuji vztah 7, ~ 7,1 pro k — co. Rek-
neme, ze kladnd posloupnost y je requldrné menici se s indexem o vzhledem k T € €,
jestlize existuje kladné posloupnost a takova, ze
« ap — 1
Yk ~ ap pro k — oo a limM:g, (26)
k—o0 Tk+1/7'k -1
piseme y € RV7(p). V ptipadé posloupnosti splnujicich pfimo druhou podminku v (26)
hovoffme o normalizované regularn{ variaci vzhledem k 7; pffeme a € NRVE (o).
Je zfejmé, ze vezmeme-li za 7 identitu, dostaneme zpét klasickou diskrétni regularni
variaci. Na druhé strané je UTGQ RVy; nadmnozinou tiidy RVz. Napr. je-li 7, =
_ . k—1 N 9
= Hlel(l +1Inj/j) aye = exp >5_ (0 In j)/j, pak 7 € Q, y € RV;(0), aviak
limg 00 Yor/yr = 00, a tedy y neni reguldrné ménici se. Pro tfidu RVy, 1ze odvodit
radu analogii tvrzeni z diskrétni Karamatovy teorie. Uvedme si napt. nasledujici verzi

Véta 8. Necht y € RV7;(0), 0 € R, kde T € Q. Potom plati:
e Jestlize o < —1, potom Z;’ik Y AT ~ Tyr/(—0 — 1) pro k — oo; rada je konver-
gentni.
e Jestlize p > —1, potom Zf;ll Y; AT ~ Tpyr/(0 + 1) pro k — oo; rada je diver-
gentni.

Je dilezité poznamenat, jak jsou analogie pro zobecnénou diskrétni variaci odvo-
zeny. Jsou zalozeny na odpovidajicich tvrzenich teorie regularni variace na casovych

skélach za podminky p(t) = o(t) pro ¢ — oo, a to prostfednictvim ndsledujiciho
vztahu. Necht 7 € Q a T = 7(N). Potom plati
y € W)RVE(0), pravé kdyz yor ' € (NM)RVr(o), (27)

kde 771 je inverze k 7. Poznamenejme, Ze podminka definujici mnozinu Q, tj. 74 ~ 7py1
pro k — oo, presné odpovidd podmince p(t) = o(t) pro t — oo.

Zobecnéna diskrétni reguldrni variace byla zavedena priméarné pro ucely vysetio-
vani asymptotiky diferen¢nich rovnic v riznych obecnych ¢i néjakym zptsobem kri-
tickych situacich. Vsimnéme si, jak zde poméha teorie obecnych casovych skal. Totiz
,heprijemna* situace v klasickém diferencnim pripadé je pretransformovana na jinou
casovou skalu, kde lze pohodlné vyuzit jiz existujicich vysledku. My zde vsak ukazeme
souvislost s jinym tématem nez s rovnicemi, diskutujeme ji v nésledujici kapitole.

16. Konvergencni testy pro nekonec¢né rady

Pozorny ¢tenar si moznd povsiml, Zze vyraz z definice diskrétni regularni variace

u
lim & ( bl 1)
k—o00 UL
je presné vyrazem znamym z Raabeho kritéria (které lze pouzit v pripadé, kdy selhdva
podilové kritérium). Lze tedy na diskrétni reguldrni variaci nahlizet i optikou konver-

gencnich kritérii nekonecnych rad. Diskrétni Karamatova véta nam (jako vedlejsi pro-
dukt) udévd podminku na konvergenci, resp. divergenci rady sestavené z posloupnosti
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u € N'RVz(p). Pro p > —1 fada konverguje, pro o < —1 fada konverguje. Karamatova
véta navic 1iké, jak lze ,asymptoticky zjednodusit“ rady splnujici Raabeho kritérium.
Reprezentacni véta zase rikd, jak vypadaji posloupnosti splnujici Raabeho kritérium.
Viz téz [19] pro diskuzi o variantdch Raabeho kritéria v kontextu reguldrni variace.

Existuji mnoha vylepseni Raabeho testu, ktera dokazou detekovat konvergenci rad
s kladnymi cleny v pripadé, kdy predchozi kritérium selhava. Napr. Bertrandovo kri-
térium ma tuto podobu

lim In k [1—13 (1— @)] . (28)

k— o0 Uk

Nejobecnéjsim testem v tomto smyslu je tzv. Kummerovo kritérium, viz napt. [50],
jehoz limitni verze vypada takto: Necht existuje kladna posloupnost {f;} takova, ze
limg o0 Br = 00, Yoy 1/Bk diverguje a limita

¥ := lim (Bk - UZ-H Bk+1) (29)
k

k—o00

existuje. Jestlize o > 0 [0 < 0], potom Tada >~ uj konverguje [diverguje]. V pripadé
o0 = 0 muze rada konvergovat i divergovat.

Nyni se vratme ke zobecnéné diskrétni regularni variaci z predchozi kapitoly.
Z véty 8 plyne nasledujici kritérium. Necht 7 € Q2 a

u/AT € NRVE(7). (30)

Jestlize v < —1 [y > —1], potom Fada Y, ; uj konverguje [diverguje].
Nésledujici véta (odvozend v [44]) ukazuje, Ze pravé uvedené tvrzeni neni nicim
jinym nez Kummerovym testem.

Véta 9. Necht u je kladna posloupnost.

e Necht u spliiuje Kummerovo kritérium (29). Potom w splituje podminku (30), kde
y=-V9-lan=[[_{1+1/8) €.

e Necht u splituje podminku (30), kde v = =9 — 1 a 7 € Q. Potom u spliuje Kum-
merovo kritérium (29), kde = 7/A7, limy_.o0 B =00 a Yy 1/Bk diverguje.

Diky vété 9 je vlastné nalezen novy diikaz nejobecnéjsiho kritéria, ktery vyuziva
teorie reguldrni variace a kalkulu na ¢asovych skalach (viz vétu 8 a vztah (27)). Jako
bonus — diky zasazeni do ramce regularni variace — dostavame z prislusné Karama-
tovy véty (véta 8) asymptotické formule pro fady spliujici Kummerovo kritérium.
7 prislusné reprezentacni véty zobecnéné diskrétni Karamatovy teorie lze pak obdrzet
tvar posloupnosti, které splnuji Kummerovo kritérium. Jesté poznamenejme, ze napf.
volbou 7, = Z?Zl 1/j v podmince (30) obdrzime Bertrandovo kritérium (28).

Na tuplny zavér popisme jesté jednu zajimavou souvislost. Teorii zobecnéné dis-
krétni regularni variace jsme vybudovali pro 7, kterd patii do mnoziny (2. Lze ji
viak bez obtizi vybudovat i pro 7. = ¢¥, ¢ > 1. V tomto piipadé skuteéné neplati
Tk+1 ~ Tk Pro k — oo. Nicméné, rozsitime-li definici (26) i pro tuto volbu, ukdze se,
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7e y € RV (0), kde 1 = ¢¥, vlastné znamend y o 7= € RV, (0), tedy dostdvdme se
ke g-reguldrni variaci. Pro tato 7 se podminka u/A7 € NRVE (=19 — 1) redukuje na

. Uk+1 _
lim + =q"

k—oo Uk

a dostavame tak nejjednodussiho bratricka vyse zminénych testi, tedy podilové krité-
rium.
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