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JAK FRANK WILCOXON POMOHL STATISTIKUM
OBJEVIT NEPARAMETRICKE TESTY II

PETR EMANOVSKY!

Uvod

Neparametrické testy predstavuji vyznamnou a Siroce pouzitel-
nou tfidu testt statistické vyznammosti. Tyto testy jsou uzitecné
zejména v situacich, kdy nezname rozdéleni pravdépodobnosti
zkoumané veli¢iny, nebo ma toto rozdéleni tvar, ktery neni vhodny
pro pouziti nékterého z béznych parametrickych testt. U zrodu ne-
parametrického testovani stal vyznamny americky statistik Frank
Wilcoxon (1892-1965). Ve svém ¢lanku Individual Comparisons
by Ranking Methods, ktery vysel v Casopisu Biometrics Bulletin
v roce 1945, popisuje dvé nové metody neparametrického testo-
véani, dnes zndmé jako dvouvybérovy Wilcoxoniv test (Wilcoxon
rank sum test) a parovy Wilcoxontiv test (Wilcoxon signed-rank
test) (Bradley, 1967). Hlavni myslenka Wilcoxonova neparamet-
rického testovani spociva v tom, Ze se netestuji pfimo pozorovana
data, ale jejich potadi v usporddaném souboru dat. Timto original-
nim pfistupem inspiroval Wilcoxon radu statistikt, ktefi pokra-
¢ovali v dalsim rozvijeni neparametrickych metod. Tento ¢lanek
obsahové navazuje na ¢lanek (Emanovsky, 2023), ktery popisuje
zivot a dilo Franka Wilcoxona s bliz§im zaméfenim na vznik a pod-
statu Wilcoxonova testu pro dva zdvislé vybéry (parovy test).
Nyni se zaméfime na druhy z testd, a sice na Wilcoxoniv test
pro dva nezavislé vybeéry.

1Clanek vznikl za podpory projektu Univerzity Palackého Olomouc ,,Al-
gebraické a geometrické struktury“ IGA PrF 2023 010.
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Wilcoxonuv test pro dva nezavislé vybéry

Wilcoxoniiv test pro dva nezavislé vybéry, nazyvany téz dvouvy-
bérovy test, prip. souctovy poradovy test pracuje podobné jako
parovy test s poradimi dat v usporadaném datovém souboru.

Postup pri presném Wilcoxonové dvouvybérovém testu je na-

sledujici:

1. Ze dvou nezavislych vybéri (s rozsahy ni, resp. na) vy-
tvofime jeden sdruzeny soubor o rozsahu n = ni-+nsy uspora-
dany vzestupné podle velikosti.

2. Kazdé hodnoté sdruzeného souboru prifadime poradi, pfi-
¢emz stejnym hodnotam prifadime prumérné poradi.

3. Uréime soucet poradi pro prvni vybér W; a soucet poradi
pro druhy vybér Ws. Snadno lze ukazat, ze W1 + Wy =1+
+24- =20

4. Nulovou hypotézou je zde tvrzeni, Ze mezi hodnotami obou
vzorkid neni statisticky vyznamny rozdil, a alternativni hy-
potéza naopak predpoklada, ze tento rozdil statisticky vy-
znamny je. Jedna se tedy o dvoustranny test. Jako testovaci
kritérium pouzijeme statistiku W = min(W;, Ws). MiZeme
samoziejmé uvazovat i jednostranny test, a sice levostranny
s alternativni hypotézou pfedpokladajici, Zze hodnoty prv-
niho vzorku jsou statisticky vyznamné mensi nez hodnoty
druhého vzorku, nebo pravostranny s alternativni hypoté-
zou, kde je tomu naopak. V prvnim pfipadé bereme za tes-
tové kritérium Wy, ve druhém Ws.

5. Pro malé hodnoty n jsou kritické hodnoty w(«,ny,ns) tzv.
pfesného testu tabelovany (napf. Hendl, 2004; Andél, 2007).
Je-li vypoctena hodnota W mensi nebo rovna tabulkové kri-
tické hodnoté w(a, ny,ng), zamitdme nulovou hypotézu na
hladiné vyznamnosti a.

Wilcoxon dokézal, ze pfi dostateéném rozsahu zkoumanych
vzorkd maji ndhodné veli¢iny Wy, Wy asymptoticky normaélni roz-
déleni se stfednimi hodnotami E; (W) = W, resp. Eo(W) =
= %‘H) a rozptylem D(W) = %;4—1) Pro praktické testo-
vani toho lze vyuzit jiz v pripadé, Ze oba vzorky obsahuji vice nez
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20 prvki. Pokud by napiiklad platilo W = min(W;, Wa) = Wy,
pak rozdéleni statistiky W se asymptoticky blizi normalnimu roz-
déleni se stfedni hodnotou E(W) = % a rozptylem D(W) =
= % Jako testové kritérium pro toto asymptotické tes-
W—E(W)

VD(W)
movanim statistiky W. Kritické hodnoty pak najdeme v tabulce

standardizovaného normélniho rozdéleni (Papica, 1992; Blatn4,
1996; Hendl, 2004). Ur¢itym zdokonalenim dvouvybérového Wil-
coxonova testu vznikl Manntv-Whitneyiv U-test (Mann & Whit-
ney, 1947). Tento test pracuje se statistikou U = min(Uy, Us), kde
Ui =ning + W — Wi aUy =ning + W — Ws. Pozna-
menejme, Ze v nékteré literatufe se pouzivda Mannav-Whitneytuv
U-test pod ndzvem Wilcoxontuv dvouvybérovy test (Blatna, 1996).

tovani pouzijeme testovou statistiku 7' = ziskanou nor-

Priklad. Dvé desetic¢lenné skupiny nahodné vybranych zaka 8. roc¢-
niku skoly dosédhly vysledk védomostniho testu z matematiky
uvedenych v tabulce 1. Maximalni pocet bodl v testu byl 100.
Zajima nas, jestli je rozdil ve vysledcich obou skupin statisticky
vyznamny.

Tab. 1: Vysledky test z matematiky dvou nezévislych skupin

i (zék) | z; (Skupinal) | k (z4k) | yr (Skupina 2)
1 82 11 63
2 69 12 42
3 63 13 54
4 42 14 37
5 58 15 54
6 94 16 91
7 96 17 94
8 58 18 42
9 76 19 71
10 88 20 82

Postup pri Wilcoxonové dvouvybérovém testu je nasledujici:

1. Ze dvou nezavislych vybért (s rozsahy ny = ng = 10) vy-
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tvofime jeden sdruzeny soubor o rozsahu n = ny + ny = 20
uspofddany vzestupné podle velikosti (tab. 2).
Tab. 2: Sdruzeny uspoiradany soubor vysledku testu
Usporadané | Usporadané Sdn}ier}é Sdmvliel,lé
zék | vysledky z; | vysledky yx Poradlo Poradlo
. . vysledkt vysledkt
(skupina 1) | (skupina 2) (skupina 1) | (skupina 2)
14 37 1
4 42 3
12 42 3
18 42 3
13 54 5,5
15 54 5,5
5 58 7,5
8 58 7,5
3 63 9,5
11 63 9,5
2 69 11
19 71 12
9 76 13
1 82 14,5
20 82 14,5
10 88 16
16 91 17
6 94 18,5
17 94 18,5
7 96 20
Wy, =120,5 | Wy =895

1. Kazdé hodnoté sdruzeného souboru pfifadime poradi, pri-
¢emz stejnym hodnotdm pfifadime primérné poradi (4. a 5.
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sloupec tabulky 2). Napiiklad zaci 13 a 15 dosahli stejného

vysledku (54 bodt) a jsou v celkovém vzestupném potadi

na 5.-6. misté. Kazdému z nich je tedy pfifazeno priimeérné
5+6

poradi 23= = 5,5.

2. Urc¢ime soucet potadi pro prvni vybér W; = 120,5 a soucet
poradi pro druhy vybér Wy = 89.5. Vidime, Ze opravdu plati
Wi + Wy = 210 = 2C0H),

3. Hodnota testovaciho kritéria je v tomto piipadé W =
= min(W7, Wy) = 89,5. Vzhledem k tomu, Ze je tato hod-
nota vétsi nez kriticka tabulkova hodnota pro Wilcoxontuv
dvoustranny test pro dva nezavislé vybéry w(0,05,10,10) =
= 78 (Hendl, 2004), nezamitdme nulovou hypotézu na hladi-
né vyznamnosti 5 %. Vzhledem k tomu, Ze w(0,01,10,10) =
= 71, nezamitli bychom nulovou hypotézu ani na hladiné
vyznamnosti 1 %.

Wilcoxonovy vypocty

Wilcoxonovy vypocty spocivaji v urcovani tzv. kritickych hodnot
testového kritéria W a jim odpovidajicich pravdépodobnostnich
hladin. Jejich porovnani s pozorovanou hodnotou nam pak umozni
rozhodnout o zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy na zvolené
hladiné vyznamnosti. Zkusme naznacit alesponn zakladni tvahy
smérujici k tomuto cili.

Predpokladejme, ze W = W7 a pro jednoduchost uvazujme
vS8echna poradi usporadanych dat navzajem ruzna a dale, ze n; =
= ng. Ozna¢me Fy (w/n) poéet vSech moznosti, kterymi lze vy-
brat z mnoziny {1, 2, ...,n} takovou n;-prvkovou podmnozinu, ze
soucet vSech cisel této podmnoziny je pravé w. Nejmensi moznou
hodnotou w je zfejmé 14+24---4+ny = W a nejveétsi moznou
hodnotou w je (nq + 1) + (ng +2) + -+ 2ny = w =
= % Napriklad pro n; = ny = 3 (n = 6) mame celkem 20
moznych vzestupnych potradi (pocet kombinaci t¥eti t¥idy z Sesti
prvki). Pfitom nejmensi moznou hodnotou w je @ = 6 a nej-

vétst moznou hodnotou w je 233 — 15 Potom Fyy (6/6) = 1,
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nebot méme prévé jedno vzestupné poradi (1, 2, 3), pro néz w = 6.
Podobné Fyy (7/6) = 1 (potadi (1, 2, 4)), Fiw(8/6) = 2 (pofadi
(1, 2, 5), (1, 3, 4)), Fur(9/6) = 3 (pofadi (1, 2, 6), (1, 3, 5)
a (2,3,4)), Fw(10/6) = 3 (pofadi (1, 3, 6), (1, 4, 5) a (2, 3, 5)),
Fur(11/6) = 3 (poradi (1, 4, 6), (2,3, 6) a (2, 4, 5)), Fi (12/6) = 3
(pofadi (1, 5, 6), (2, 4, 6) a (3, 4, 5)), Fw(13/6) = 2 (poradi
(2,5,6) a (3,4, 6)), Fur(14/6) = 1 (poradi (3, 5, 6)) a Fiy(15/6) =
=1 (pofadi (4, 5, 6)). Statistika W m4 tedy na mnoziné hodnot
{6,7,8,.. 15} (tZV kritickych hodnot) rozdéleni pravdépodob-
nosti {%, %, 2 s S, & 2, 5, 55} Pokud by nds napf. za-
jimala pravdépodobnost P(W < 7) toho, Ze pozorovani hodnota
statistiky W bude mensi nebo rovna 7 (tzv. pravdepodobnostni
hladina pro w = 7), vypoéteme P(W < 7) = 55 + o = 0,10
(Carine et al., 2010).

Kazdé kritické hodnoté w lze tedy prifadit pravdépodobnostni
hladinu P(W < w) (tab. 3). Pokud bychom uvazovali i pfipady,
kdy mohou byt nékterd poradi stejna, vypocet by byl ponékud
k tabulce nekterych Vybranych kritikych hodnot a jim prisluse-
jicich pravdépodobnostnich hladin (tab. 4). Vétsinou nas budou
zajimat kritické hodnoty odpovidajici konvenc¢ni hladiné vyznam-
nosti 0,05, pfipadné 0,01. Tim dostaneme tabulku kritickych hod-
not, kterou pouzivame pii rozhodovani o zamitnuti ¢i nezamitnuti
nulové hypotézy na pfislusné hladiné vyznamnosti (tab. 5). V na-
Sem piikladu jsme pouzili kritickou hodnotu w(0,05, 10, 10) = 78,
kterou lze pfecist v tabulce 5. Znamena to, ze pfi ny = ngy = 10
je pravdépodobnost P(W < 78) < 0,05, pfi¢emz 78 je nejvétsi
ze vSech kritickych hodnot, které tuto nerovnost spliiuji, neboli
hodnota 78 je nejvétsi hodnota, kterd nas jesté opraviiuje zamit-
nout nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,05. Pro kazdou
vétsi hodnotu je jiz pfislusnéd pravdépodobnostni hladina (a tedy
riziko chyby 1. druhu) vétsi nez 0,05. To vede k nezamitnuti nu-
lové hypotézy na hladiné vyznamnosti 0,05. Podobné pro hladinu
vyznamnosti 0,01 mame kritickou hodnotu w(0,01,10,10) = 73,
coz je nejvétsi hodnota ze vsech kritickych hodnot w, pro néz je
pravdépodobnost P(W < w) < 0,01. Poznamenejme, Ze uvedené
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Tab. 3: Kritické hodnoty a pravdépodobnostni hladiny pro
ny =ng = 3

Soucet Fy (w/6)
Pofadi poradi w |Pocet potradi Pravdépodobnostni
(kritické se hladiny P(W1 < w)
hodnoty) | souétem w
(1,2, 3) 6 1 75 = 0,05
(1,2, 4) 7 1 > + 25 = 0,10
(17 27 5) 1 1 2
(1, 3, 4) 8 2 55+ 35+ 35 = 0,20
(1, 2, 6)
1, 14 2 3 _
(1, 3, 5) 9 3 50+ 35 T35+ 35 =035
(2, 3, 4)
(1,3, 6) 1 1 2 3 3 _
(1,4,5) | 10 3 220 T2 T 20w -
(2, 3,5) -
(17 4’ 6) 1 '
2%+ 2+ 3+ %0+t
(2, 4, 5) 11 3 s 201 2065
(2, 3, 6) 08
(1,5, 6) 1 1 2
(2 4 6) 12 3 20 T %3+ %3"' 20 T 20 T
T + 55 + 55 = 0,80
(3, 4, 5) 20 T 20
1 1 2 3 3
8)7 ia 2; 13 9 20 +3% +3?0 +22*0 +0§0+
» % T30 T3t =Y
1 1 2 3 3
56t 355 tss T30+t 35+
(37 5, 6) 14 1 203 203 20, " 29 ' 20
+355+t 35t 3535 =095
1,1 .2 3,33
555535 t35 a0 TagT
4 1 1 20 720720720 " 20 " 20
(4,5, 6) i +%+%+%+;=Lm

kritické hodnoty pfiblizné souhlasi s hodnotami v ptivodni Wilco-
xonové tabulce. Na poslednim fadku tabulky 5 lze precist, Ze pro
ny, = ng = 10 odpovida kritické hodnoté 79 pravdépodobnostni
hladina 0,052. Podobné pro kritickou hodnotu 72 méme pravdé-
podobnostni hladinu 0,011 5.
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Tab. 4: Wilcoxonova tabulka kritickych hodnot
a pravdépodobnostnich hladin (Wilxocon, 1945)
TABLE I
For Determining the Significance of Differences

in Unpaired Experiments
No. of replicates Smaller rank  Probability

total for this total
or less
5 16 .016
5 18 .055
6 23 .0087
6 24 015
6 26 041
7 33 .0105
7 34 .017
7 36 038
8 44 0104
8 46 021
8 49 .050
9 57 0104
9 59 .019
9 63 .050
10 72 0115
10 74 0185
10 79 .052

Wilcoxon (1945) a Wilcoxon et al. (1963) pozdéji sestavili roz-
sahlejsi tabulky kritickych hodnot a pravdépodobnostnich hladin.
Rozsifené tabulky vytvofil McCornack (1965). Je tfeba si uvédo-
mit, ze tabulky vznikaly v dobé, kdy sice jiz existovaly pocitace,
ale nebyly zdaleka tak vykonné jako ty dnesni.

Zavér

Wilcoxonovy originalni vysledky ve statistice a zejména jeho nej-
vyznamnéjsi ¢lanek z roku 1945 pfedstavuji nesporné obohaceni
statistickych metod. Objev Wilcoxonovych test prinesl novou §i-
roce pouzitelnou alternativu jednovybérového a dvouvybérového
studentova t-testu. O originalité a aplikovatelnosti tohoto pfistupu
ve statistice sv€d¢i mimo jiné citovanost ¢lanku (Wilcoxon, 1945).
Uvadi se, ze od roku 1946 do roku 2015 byl pocet citaci tohoto
¢lanku 4229 (Borja & Stander, 2016). Wilcoxoniv ¢lanek pted-
stavuje vyznamny impuls k dal$imu rozvoji a béZznému pouzivani
neparametrickych metod ve statistice. Tyto metody se uplatnuji
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Tab. 5: Dnesni podoba tabulky kritickjch hodnot Wilcoxonova
dvouvybérového testu (Hendl, 2004)

nla[s]a]s]e[7][a[o]w[1n]12][a[1a[18]16]7 18]
NOEEOEEERRRREEEEEEEE
on|-|=-]-]=-|<|-f6|6|6]7|7|7|6[6f8s|sHoIEE
005| - |10 11| 1213 [ 1a| 14|16 16|17 |18 |19 |20 |21 |21 [22 (232
*loor| < | - | =[]0 ]1]12]12]13]|13|ra|15|15|16]|16]17]1s|
s |08/ 1516 17 18 (20 [ 2122|2024 |26 |27 2620|3032 |33 38
001| - | - [ 15|16 [ 16|17 |18 |10 |20 |21 |22 |22|23 |24|25 28|27 |28
6 005|22 | 23 (24 | 26 |27 |29 |31 (32|34 |35 |37 |38 |40 |42 |43 |45 | 48 | 48 |
001| - |21 |22 |23 |24 | 25|26 |27 |28 |30 |31 |32|33 |34 36|37 |38 |39
7 005| 29 | 31 | 33 | 34 | 36 |38 |40 | 42 | 44 (46 | 48 | 50 [ 52 | 54 | 56 | 58 lo.g
001 - |28 (29 |31 |32|34 (35|37 |38 |40 |41 |43 |44 |46 | 47 | 49 | 50 | 52 |
g 005/ 38 |40 | 42[ 4446|4951 53|55 58|60 6265677072772
001| — | 37 |38 |40 |42 |43 | 45|47 | 49 | 51 | 53 | 54 | 56 | 58 | 60 | 62 | 64 | 66
9 005| 47 | 49 | 52 | 55 | 57 (60 |62 |65 |68 |71 |73 | 76 | 79 | 82 | 84 | 87 | 90 ‘
001| 45| 46 | 48 | 50 | 52 | 54 | 56 | 58 | 61 | 63 | 65 | 67 | 69 | 72 | 74 | 76 | 78 | 81
10 005 58 | 60 | 63 | 66 | 69 | 72 | 75 | 78 | 81 | 84 | 88 | 91 | 94 | 97 | 100 | 103 | 107 | 110
001| 55|57 |59 |61 |64 |66 |68 |71 |73|76 |79 |81 |84 |86 89|92 97
1 005|69 |72 | 75|79 | 82 |8 |89 | 92 | 96 | 99 | 103|106 [ 110 | 113 [ 117 | 121 128 |
001|66 |68 |71 |73 |76 |79 |82 |84 |87 |9 |93|96 |99 |102|105|108
12 0,05| 82 |85 |89 |92 | 96 | 100|104 | 107 [ 111 | 115 | 119 | 123 | 127
10,01| 79 | 81 |84 | 87 | 90 | 93 | 96 | 99 |102| 105|109 | 112 | 115
10,05/ 95 | 99 [ 103|107 | 111 [ 115|119 | 124 | 128 | 132 | 136 | 141 | 145
" 0,01 92 | 94 | 98 | 101|104 | 108 | 111 | 115|118 | 122 | 125 | 129 [ 133 |
0,05 | 110 | 114 | 118
0,01 | 106 | 109 | 112
005 | 125
001|122
';&/u
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mimo jiné rovnéz v sociologickém, psychologickém a pedagogic-
kém vyzkumu, kde se Casto setkdvame se statickymi znaky, na
které nelze aplikovat parametrické testy.
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Abstract

One of the frequently used nonparametric tests of statistical signi-
ficance are Wilcoxon tests. The author of the mathematical model
on which these tests are based is the American statistician Frank
Wilcoxon (1892-1965). The article describes the essence and origin
of these tests, especially Wilcoxon rank sum test, in mathematical
and historical context.
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