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MATEMATIKA

Valcové sloupy tesané z hranolu

Martina gkorpilovd, MFF UK Praha

Na zacatku tficatych let 18. stoleti se v italské vesnici Ala neda-
leko znamého jezera Lago di Garda narodil Giovanni Francesco Malfatti
(26. zari 1731-9. fijen 1807; téz nazyvany Gian Francesco Malfatti ¢i
Gianfrancesco Malfatti). Pozdgji se stal vyraznou osobnosti italské mate-
matické komunity. Byl napiiklad jednim ze zakladateli Societa Italiana
delle Scienze a od roku 1771 byl profesorem na univerzité ve Ferrafe.
V tomto stfedovékém, na severovychodé Itélie lezicim mésté, jehoz his-
torické centrum pati{ mezi svétové bohatstvi UNESCO a jehoz univerzita
byla zaloZena jiz v roce 1391, také kratce po svych sedmdesétych Sestych
narozeninich zemfel.

Ctyfi roky pred svou smrti, tj. v roce 1803, predlozil v [4] nasledujici
geometricky problém (odborné se zabyval i pravdépodobnosti, mecha-
nikou & algebrou). Premyslel, jak z kolmého trojbokého hranolu, ktery
je naptiklad z mramoru, vytesat t¥i vilcové sloupy takovym zptisobem,
aby odpad byl co nejmensi. Vyska sloupt je pfitom stejna jako vyska
hranolu, tj. osy sloupti jsou rovnobézné s bo¢nimi hranami hranolu.
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Obr. 1

Je ziejmé, Ze na obr. [I] je znazornéna situace, v niz je odpad zbytecné
objemny. Pozadavek na minimélni odpad je ekvivalentni s pozadavkem
na maximélni soucet objemu valci. Vzhledem k tomu, ze vyska vélcu je
pevné dand, je soucet objemil valcl zavisly pouze na jejich kruhovych
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podstavéch. Cely problém se tedy redukuje na planimetrickou tlohu: Jak
pro dany trojuhelnik nalézt tii kruhy, které ndleZeji trojuhelniku, nepie-
kryjvaji se a soudet jejich obsahii je co nejuétsi? Giovanni Francesco Mal-
fatti se domnival, Ze feSeni této otazky, kterou dnes nazyvame Malfattiho
problém & Malfattiho mramorovy problém, je nasledujici: sestrojime tii
kruhy, z nichz se kazdy dotyka zbyvajicich dvou a soucasné se dotyka
dvou stran daného trojuhelniku (obr. . Trojice kruhti téchto vlastnosti
je oznacovana jako tzv. Malfattiho kruhy.

Obr. 2

Upozornéme, 7ze Malfattiho problémem se nékdy rozumi také nale-
zeni postupu, jak kruhy, které navrhl Malfatti, sestrojit. Konstrukci Mal-
fattiho kruht predstavil roku 1826 Svycarsky matematik Jakob Steiner
(1796-1863) v praci [5] a trvalo nékolik desitek let, nez se ji podafilo plné
odtvodnit.

Co kdybychom v8ak kruhové podstavy valct nalezli jingm zptisobem?
Sestrojme nejprve kruh jediny, a to takovy, ktery néalezi trojihelniku
a mé co nejvétsi obsah (obr. [3).

Do Mo

Obr. 3

Jedna se samoziejmé o kruh, jehoz hrani¢ni kruznici je kruznice ve-
psana trojihelniku. Déle sestrojme druhy kruh, ktery také nélezi troj-
thelniku, nepiekryva se s prvnim kruhem a méa opét co nejvétsi obsah.
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A nakonec sestrojme t¥eti kruh néalezici trojuhelniku s co moZné nejvét-
§im obsahem, ktery se nepiekryva s zadnym ze dvou dosud zkonstruo-
vanych trojihelnikii.

Tento proces, pfi némz postupné vybirame v jistém slova smyslu nej-
lepsi prvek (zde kruh s nejvétsim obsahem), se nazyva hladovy algorit-
mus.

Je zcela prirozené se ptat, zda kruhy sestrojené hladovym algoritmem
nepokryvaji vétsi plochu daného trojuhelniku nez Malfattiho kruhy, tj.
zda Malfattiho pfistup je skute¢né feSsenim Malfattiho problému.

Narysujme obé trojice kruht pro tyz trojuhelnik. Za¢néme rovnora-
mennym trojihelnikem, jehoz zékladna je vzhledem k jeho ramentm
relativng kratka (obr. [4)).

—— @f ——o0@®

Obr. 4

Na prvni pohled je zfejmé, ze v tomto piipadé je hladovy algoritmus
vyhodngjsi. (Pro uvedeny trojihelnik pokryvaji Malfattiho kruhy pii-
blizné 36 % jeho plochy, zatimco kruhy sestrojené hladovym algoritmem
takika 55 % jeho plochy.)

Zvétseme nyni pomér délky zakladny ku délce ramena rovnoramen-
ného trojihelniku tak, aby tento pomér byl stale mensi nez 1. Pokud
uvazujeme napiiklad trojuhelnik na obr. [5] je odpoveéd stale zfejma na
prvni pohled. I zde vitézi hladovy algoritmus! (Malfattiho kruhy pokry-
vaji priblizné 55 % plochy trojihelniku, v pripadé hladového algoritmu
takika 70 %.)

R B

Obr. 5

7Zda se, Ze ¢im vétsi je pomér délky zakladny ku délce ramena rovno-
ramenného trojihelniku, pfi¢emz délka zakladny je stale mensi nez délka
ramena, tim se obsah plochy trojuhelniku pokryté Malfattiho kruhy pfi-
blizuje obsahu plochy pokryté kruhy, které jsou sestrojené hladovym
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algoritmem. Jak to tedy dopadne pro rovnostranny trojihelnik, tj. pro
pripad, v némz je uvaZzovany pomér roven 17 Zvitézi nyni kone¢né Mal-
fattiho kruhy, nebo ne? Nebo snad skonéi ,,souboj* plichtou?

Podivame-li se na pfislusné obrézky pro rovnostranny trojuhelnik,
maélokdo si troufne se stoprocentni jistotou tvrdit, ktery postup je vy-
hodngjsi (obr. @ V tomto pifipadé je nutné soucty obsahii obou trojic
kruhti vypocitat a poté porovnat.

Obr. 6

K rozhodnuti o vitézi mohou prispét nékteré z tloh, které vypodcitate,
budete-li Fesit niZze uvedené sudoku. Konkrétné se jednéa o tlohy g) a p).
Pokud chcete uréit i to, kolik procent plochy trojahelniku kazda z trojic
kruht pokryva, vyuZijte navic piiklad b). K vysledkim uloh g), p) a
b) vas pfitom postupné navadi FeSeni v&tSiny dalsich aloh, které sudoku
zahrnuje. Vypocitate-li i zbyvajici pfiklady, mizete ho doplnit celé.

Jste-li pfilis netrpélivi a cheete-li znat feSeni Malfattiho problému
ihned (nebo zkratka jen nejste piiznivcem FeSeni sudoku), tlohy pie-
skoc¢te a pokraCujte v Getbé na strané

Sudoku

Reste nésledujici sudoku, znate-li hodnoty pouze v jedenacti polic-
kach a hodnoty v nékterych dalsich polickach je nutné urc¢it nasledujicim
zpusobem.

V jednotlivych ulohach dopliite do véty ¢i souvéti jednu ze tif nabize-
nych moznosti tak, aby vysledné tvrzeni bylo pravdivym vyrokem. Poté
se podivejte, jaké prirozené ¢islo n, 1 < n < 9, je napsano v ramecku
u Vami vybrané moznosti. Toto &islo vepiste do prislusného policka su-
doku (hodnota v poli¢ku oznafeném pismenem a je rovna Cislu, které je
v ramecku u spravné odpovédi v tloze a apod.).
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Souéasti sudoku jsou t¥i obrazky. U kazdé tlohy je uvedeno ¢islo ob-
razku, k némuz se vypocet vztahuje. Trojihelniky ABC na obr.[7|a[8]jsou
rovnostranné a délka jejich stran je rovna jednotce. Na obr. [7] a [9] jsou
Malfattiho kruhy, na obr. [§|jsou kruhy sestrojené hladovym algoritmem.

Pri feSeni pouzivejte pouze psaci potieby a papir. Nepouzivejte tedy —
kromé kalkulacky apod. — ani pravitko.

Pod zadanim posledni tlohy je uvedeno nékolik ndpovéd pro piipad,
ze byste si s nékterou tlohou neporadili.

Jste-li ucitelem matematiky a chcete-li dat sudoku lustit svym stu-
dentim, je moZné si pro vyuku vhodné upravené sudoku (s odstrané-
nym strankovanim; s ¢islovani obrazkt od 1 apod.) stahnout na webové
strance [6].

9 8

a) (obr.[7). Délka libovolné vysky rovnostranného trojthelniku ABC je
1 V3 V3
5 o] %, V3,
2 2 4
b) (obr. [7). Obsah rovnostranné¢ho trojahelniku ABC je
V3 V3 1
T 5 T

c) (obr. [7). Je-li rovnostranny trojahelnik ABC' umistén v souradni-
covém systému tak, ze A[0, 0], B[1, 0] a y-ova soufadnice bodu C je
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kladna, potom ma tézisté trojiuhelniku ABC soufadnice

L w e e

c

A B
Obr. 7

d) (obr. [7). Je-li rovnostranny trojihelnik ABC umistén v soufadni-
covém systému tak, ze A[0, 0], B[1, 0] a y-ova soufadnice bodu C je
kladna, potom z-ova soufadnice stifedu Oy kruhu M; je

3-3 2-v2 3+ V3
4 ’ @ 3 ’ @ 4 :
e) (obr. [7). Polomér kruhu M; je
V2-3 V3 -2 V3 -1
4 ’ 4 ’ 4 :
f) (obr.[7). Obsah kruhu M je
PUEV 2 L)
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) (obr.[7). Soucet obsahi kruhtt My, Ma, Ms je
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h) (obr. [§). Je-li rovnostranny trojthelnik ABC umistén v soufadni-
covém systému tak, ze A[0, 0], B[l, 0] a y-ova soufadnice bodu C je
kladna, potom z-ova soufadnice stfedu O} kruhu K je

1 2
! 2

[9]

Obr. 8
i) (obr. [§). Polomér kruhu K; je

V3 V2
o 3
) (obr. [8). Obsah kruhu K je
™ ™
2_77 Ea
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k) (obr. [§). Je-li trojthelnik A’B’C’ obrazem rovnostranného trojthel-
niku ABC ve stfedové soumérnosti se stfedem O} a jsou-li body D', E’
priiseciky tsecky B’'C’ po fadé se stranami AC, AB trojuhelniku ABC,
potom je trojthelnik AE’ D’ obrazem trojuhelniku ABC' ve stejnolehlosti
se stfedem A a koeficientem

1 1
1, > [6] 3
1) (obr.[8). Je-li rovnostranny trojihelnik ABC umistén v souradnicovém

systému tak, ze A[0, 0], B[1, 0] a y-ova soufadnice bodu C' je kladna,
potom z-ova soufadnice stfedu O} kruhu Ks je

e ; 7
m) (obr. [§). Polomér kruhu K je
V3 V2 V2
%, 2 o 2
n) (obr.[§). Vzdalenost |0} 04| stiedit Of, O4 kruhtt K1, K> je
3v3 2v/3 2V/3
5 5 R
0) (obr. [§). Obsah kruhu K> je
4 s s
77 5 108"
p) (obr. . Souéet obsaha kruht Ky, Ko, K3 je
227 117 117
s T s

q) (obr. E[) Oznac¢ime-li rq, resp. ro polomér kruhu M, resp. My a dale
oznacime-li C, resp. Cy bod dotyku kruhu My, resp. Ms a strany AB
trojuhelniku ABC, potom délka |C;Cs| tsecky C1C5 je

\VT1Tr2, 2\/7”17”'2, 3\/7”’1 “+ 9.
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Obr. 9

Napovédy

Na bod Oy na obr.[7 lze nahlizet jako na stved kruZnice vepsané troj-
thelniku ASapC, kde Sap znaci stred strany AB trojuhelniku ABC.

Koeficient stejnolehlosti z ilohy k) lze vyuzit k TeSent jingch piikladi.

Vzddlenost bodii Cy, Cy na obr.[9 je rovna délce odvésny POy trojihel-
niku PO201, kde P znact patu kolmice vedené bodem Oo na tsecku O1C1.

ResSeni sudoku

Spravné fedeni tilohy g) je hodnota u symbolu [§]. Soudet obsahi Mal-
fattiho kruhi sestrojenych pro rovnostranny trojuhelnik, jehoz strana ma
délku rovnou jednotce, je totiz 3w - 2_8‘/5, coz je priblizné rovno 0,31567.

Spravné Feseni tlohy p) je uvedeno u symbolu [6], tj. soucet obsaht
t¥i kruhi sestrojenych hladovym algoritmem je pro tentyz rovnostranny
trojthelnik roven %. Priblizna hodnota tohoto ¢isla je 0,31998.

Souéet obsahii kruht sestrojenych hladovym algoritmem je tedy v po-
rovnani se sou¢tem obsaht Malfattiho kruht vétsi i pro rovnostranny
trojahelnik! (Pokud spravné vysledky uloh g) a p) podélime obsahem

rovnostranného trojihelniku, tj. spravnym vysledkem piikladu b), kte-

rym je hodnota \/Tg u symbolu [4], zjistime, Ze Malfattiho kruhy pokryvaji

pfiblizné 72,9 % plochy trojuhelniku, zatimco u kruhi postupné naleze-
nych hladovym algoritmem je to zhruba 73,9 %.)

Ke skute¢nosti, ze pro rovnostranny trojtuhelnik je vyhodnéjsi hla-
dovy algoritmus, dospéli autofi v praci [3] z roku 1930. O t¥icet sedm
let pozdé&ji bylo v ¢lanku [2] dokazéano, Ze hladovy algoritmus je vyhod-
néjsi nez Malfattiho pristup pro libovolny trojihelnik. Dvacet sedm let
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poté, tedy v roce 1994, se podarilo v textu [7] ovéfit, Ze pii hledani tro-
jice kruhil s maximalnim souc¢tem obsaht je pro libovolny trojthelnik
vzdy ze vSech metod nejvyhodngjsi hladovy algoritmus. (Vice o historii
Malfattiho problému viz ¢lanek [I].)

cl L8l ojl6 ||| S ]I
b d o

91 v |1 gl1c|SlelL]e6
6 |S|lelv|iryL])18]9]|C¢T
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