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MATEMATIKA

Reseni extremalnich tloh podle Fermata

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

Uvod

Hledani extrému funkei patii k zakladnim dlohdm matematiky s mno-
ha praktickymi aplikacemi. Tykaji se moznosti nalezeni nejvétsi nebo
nejmensi hodnoty veli¢iny, kterd se méni podle néjakého zédkona. Mize
se jednat o nejkratsi cestu, nalezeni nejuspornéjsiho tvaru nadoby, zave-
deni nejvyhodnéjsiho vyrobniho postupu ¢ zajisténi nejvétsitho mozného
zisku. Podobné otazky se objevuji v celé fadé oborti, jako je napf. fyzika,
ekonomie, technika nebo pfirodni védy.

Soucasny piistup k urc¢ovani maximéalnich a minimalnich hodnot (tedy
extrému funkci) vychazi z vlastnosti tzv. diferencovatelnych funkci, je-
jichz graf 1ze nakreslit jako ,hladkou* plynulou kiivku bez ostrych zlomi.
Myslenku se pokusime pfFiblizit bez formalni definice pojmu derivace,
ktery moderni matematika bé&zné k urcovani extrému vyuziva.

Derivaci si miazeme piedstavit jako okamzitou rychlost zmény. V praxi
to miize vypadat napiiklad tak, ze u drahy, kterou urazi auto, predsta-
vuje derivace drahy jeho aktualni rychlost. Pti sledovani hladiny feky bé-
hem jarniho tanf ukazuje derivace, jak rychle hladina stoupa nebo klesa.
A pokud sledujeme vysku rostliny béhem riistu, derivace nam prozradi,
jak rychle v daném okamziku rostlina prirtstéa.

Predstavme si nyni, Ze vezmeme dva blizké body grafu funkce a spo-
jime je pFimkou, kterd je se¢nou grafu funkce (obr. 1). Priimérnou zménu
v urditém dseku (napf. primérnou rychlost mezi body A a B) znézor-
nuje sklon usecky, ktera tyto dva body spojuje. ZapiSeme-li rovnici této
pfimky ve tvaru

Yy = kl’ + q,

pak ¢islo k (smérnice se¢ny) udava primérnou rychlost.

Predstavme si dale, ze budeme bod B postupné piiblizovat k bodu A.
Pfi priblizovani se sklon seény postupné méni, az se v ur¢ité chvili ustali
na jisté hodnoté. Pifimku, ktera se v dané chvili dotyki grafu funkce
pravé v jednom bodé, oznac¢ujeme jako te¢nu grafu funkce. Sklon te¢ny
(smérnice tefny) v bodé A udava okamzZitou zménu (napi. okamZitou
rychlost auta), tedy derivaci.
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Obr. 1: Graf funkce y = sinx + 0,3z (plna ¢ara), te¢na grafu funkce v bodé A
(teckovana ¢ara) a se¢na vedend body A a B (¢arkovana cara)

Lokalni maxima a minima (intuitivné vrcholky a udoli grafu funkce)
se mohou vyskytnout jen tam, kde je te¢na vodorovné, tedy rovnobézna
s osou z a mé smérnici (derivaci) nulovou. To je nutnad podminka pro
existenci extrému. Nesmime v8ak zapomenout, Ze sama o sobé& nestaci.
Napiiklad u funkce y = 22 je derivace v bodé 2 = 0 také nulova, ale graf
tam zadny vrchol ani tdoli netvofi, zde jde pouze o tzv. inflexni bo

Extremalni ulohy svoji podstatou spadaji do oblasti kalkulu (dife-
rencialni a integralni pocet). Zminéna oblast matematiky, jejiz pocatky
se datuji do 17. stoleti a poji se jmény Isaaca Newtona (1642-1727) a
Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646-1716), ovSem neni obvykle zafa-
zovand do vyuky stfedoskolské matematiky. Faktem na druhou stranu
zustava, ze podobné tlohy zajimaly matematiky jiz v obdobich pred
nastupem kalkulu. Metody, které pritom pouzivali, svou naro¢nosti ne-
vybocuji z ramce stfedoskolské matematiky a mohou tak byt zajimavou
ukazkou zplisobii uvazovani a postupt, které posléze vedly k objevu kal-
kulu.

Ke znamym postavim na tomto poli ur¢ité patii Johannes Kepler
(1571-1630), ktery se zabyval vypoctem objemu téles ve svém dile Nova
stereometria doliorum vinariorum (1615). V této knize Tesil prakticky
problém odhadovani objemt vinnych sudi riznych tvart a vyvinul me-
tody, které kalkulu predchazely.

DiInflexni bod (té% bod inflexe nebo bod obratu) je misto na grafu funkce, kde se
méni zakfiveni kiivky — tedy prechod z ,vydutého“ (konvexniho) tvaru do ,vypou-
klého“ (konkavniho) nebo naopak.
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Zminme v kréatkosti zpusob, jakym Kepler uvazoval. T€lesa si pred-
stavoval jako slozen& z velkého mnozstvi malych, jednoduchych casti
(naptiklad valcovych vrstev). Tim pfedjimal ideu aproximace objemu in-
tegraci. Objem odhadoval jako soucet objemu téchto jednoduchych ¢asti.
Napiiklad vinny sud mohl byt modelovan jako rotace urcité kiivky, coz
vyzadovalo vypocet objemu rota¢niho télesa. Pro vypocet objemu sudt
Kepler experimentoval s méfenim jejich vysky a §itky v rtiznych bodech.
Srovnéval je s objemy znamych geometrickych téles, jako jsou koule,
véalce nebo kuzele. Pfi zkouméni tvaru sudu zjistil, Ze sud méa nejveétsi
objem, pokud jeho $itka v nejuzsim bodé odpovida urcitému poméru
k jeho vysce, coz lze povazovat za rany piiklad extreméalni tlohy.

Hlavni ¢ast ¢lanku se vénuje predvedeni postupu hledéni extrému po-
chézejiciho z pera dalsiho velikdna matematiky, kterym byl francouzsky
matematik Pierre de Fermat (mezi 1601 a 1607-1665). Po vysvétleni
Fermatovy metody budeme fesit nékolik tloh, které charakterem odpo-
vidaji nékterym problémiim feSenym matematiky v daném obdobi (napf.
v souvislosti s tzv. Keplerovymi trojuhelniky). Sou¢asné neopomeneme
rovnéz ponechat nékteré dlohy pro ¢tenare k pripadnému procviceni.

1. Extrémy podle Fermata

Nasledujici piiklad lze vyfesit vyhradné pouzitim stfedoskolské ma-
tematiky. Nam vSak soucasné poslouzi jako modelovy piiklad pro pfed-
staveni Fermatovy metody.

Piiklad 1. Jakou nejvétsi plochu pravoihelnikového tvaru je mozné
oplotit pletivem o délce 180 m?

Resent. Vyjdeme z obecného obdélniku a prozkoumame vztah mezi ob-
sahem takového obrazce a rozméry jeho stran. Pro obvod o obdélniku
plati o = 2a+2b. Po dosazeni zndmé délky pletiva vyjadiime délku jedné
strany

b=90—a,
a dosadime do vzorce pro vypocet obsahu obdélniku
S =ab=a(90 — a) = 90a — a*. (1)

Ziskali jsme kvadratickou funkci, ktera nabyva maximalni hodnoty ve
vrcholu paraboly. Polohu vrcholu muzeme uréit nap¥. doplnénim kvad-
ratického dvoj¢lenu na ¢tverec

S =90a — a* = —(a* — 90a + 2025) + 2025 = —(a — 45)? + 2025.
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Optimalnim tvarem pro oploceni je vzhledem k zadani tlohy Ctverec
s délkou strany 45 m, maximalni mozna velikost oplocené plochy ¢ini
2025 m?. Pro tplnost dodejme, Ze funkce ma vzhledem k zadani rovnéz
dvé minima (S = 0), pro a =0 a a = 90.

Studenti se znalost{ zdkladi kalkulu by pravdépodobné vypocitali de-
rivaci funkce popisujici obsah obdélnik

S =90 — 2a,
a polozili tuto derivaci rovnu nule, tj.
90 — 24 =0 = a =45.

Divod proé¢ tak ¢ini, byl zminén jiz v ttvodni ¢asti ¢lanku. V extrémnich
hodnotach (minimum ¢ maximum) je te¢na ke grafu funkce rovnobé&zna
s osou z, tj. jeji smérnice m& hodnotu 0.

Fermat sam pojem derivace funkce neznal, uvédomil si vSak, Ze ex-
trémy maji jistou zvlastni vlastnost. Pokud uvazoval napf. maximum,
pak mu bylo zfejmé, Ze rovnobézky s osou x nachézejici se pod maxi-
mem protnou graf funkce ve dvou bodech. Naopak rovnobézka s osou x
lezici nad maximéalni hodnotou neprotne graf funkce viibec (obr. 2).
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Obr. 2: Fermatova metoda uréeni maxima funkce

Z uvedené uvahy pro Fermata vyplynula celkem intuitivni strategie
hledani extrému. Nechme rovnobézku nachéazejici se pod maximem po-
zvolna stoupat. Dva ptivodni prise¢iky se budou postupné vzajemné
pribliZovat, az v misté maxima splynou v jeden bod.

2)Pouzity symbol S’ oznacuje derivaci funkce obsahu obdélniku S.
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Pfedpokladejme, Ze pro danou rovnobézku nachézejici se pod maxi-
mem se prusec¢iky objevi ve dvou riznych bodech a = a; a a = as.
Plocha rovnobézniku v téchto dvou bodech musi byt stejné, tj.

90a; — ai = 90ay — a3.

Upravou rovnosti dostavame

a dale
90((11 — ag) = (a1 — 0,2)(&1 + ag).

Nyni vydélime obé strany posledni rovnosti vyrazem a; — ag
90 = a1 + as,

coz je vzhledem k predpokladu a; # as korektni. Fermat déle predpo-
kladal, ze posledni rovnice plati, kdyz se pfiblizujeme k maximu. Podle
Fermatovy pfedstavy, kterou popsal v dile Methodus ad disquirendam
maximam et minimam z roku 1636, se a; a ag stavaji v maximu tak tro-
chu rovnymi, ale ne skute¢né rovnymi. Pii jeho dosazeni se pak a1 ~ as,
tj.

2a1 =90 — aq = 45.

Zjevny rozpor mezi puvodnim predpokladem, Ze a; # as a naslednym
poloZzenim a; =~ ao Fermat ospravedlnil pouzitim ponékud mlhavého
konceptu ,,priblizné rovnosti“

Kontroverze, tykajici se nejasného pojeti infinitezimalnich (nekone¢né
malych) veli¢in, se ovSem netykaly pouze Fermatovy metody vypoctu ex-
trémi. RovnéZz Newtonovo zachazen{ s infinitezimélami nelze v modernim
smyslu povaZovat za korektni. Ve svych tvahéch zachazel s infinitezimal-
nimi veli¢inami neformalné, podle pot¥eby bud byly ,nekoneéné malé®,
nebo zcela ,mizely”“. Pfesto jeho pfistup vedl k mimofadnym objevim a
polozil zaklady kalkulu.

Pottebné presnosti a korektnosti bylo dosazeno zavedenim konceptu
limity funkce, ktery se ovSem v matematice objevil az v 1. poloviné

3)Vice o uvedeném Fermatové konceptu viz napf¥. https://en.wikipedia.org/wiki/
Adequality.
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19. stoleti jako dusledek snahy presné popsat chovani funkce v situacich,
kde bézné algebraické vypocty nestaci nebo nemaji smysl

Fermat vétsinou fesil konkrétni geometrické a fyzikalni problémy jako
je nejkratsi doba, nejvétsi plocha, maximum soucinu apod. Zde se celkem
prirozené ocekavi, ze feSeni skuteéné predstavuje nejveétsi nebo nejmensi
moznou hodnotu. Po nalezeni kandidata extrémni hodnoty Fermat kon-
troloval, ze pro hodnoty o néco mensi ¢i vétsi je funkéni hodnota mensi
(u maxima) ¢i véts{ (u minima).

Dalsi priklad odkazuje na problémy resené J. Keplerem.

Priklad 2. Jaky zvolit pomér mezi vyskou v a polomérem 7 valce tak,
aby mél valec pro dany povrch S nejvétsi objem V7

Resent. Pro objem V a povrch S valce plati
V =7y, S =2mr(r +v).
Pokud chceme maximalizovat objem valce, pak ze vzorce pro povrch
vyjadiime vysku
S —2mr?
27y
a dosadime do vzorce pro objem valce

v = 5

95 — 2mr? _Sr— 23
2rr h 2 '

V =uxr

Predpokladejme, Ze pro danou rovnobézku nachéazejici se pod maxi-
mem se pruseciky grafu funkce objevi ve dvou riznych bodech r = r; a
r = r9. Objem valce v téchto dvou bodech musi byt stejny, tj.

Sry —2mr{  Sro — 27
2 2 '
Upravou rovnosti dostavame
Sry —2nrs = Sry — 2773,

a dale
S(r1 —re) — 27r(7"i1)’ — 7‘;’) =0.

YVyznamnym zplsobem se o zavedeni pojmu limity funkce zaslouzili Bernard
Bolzano (1781-1848), Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) a Karl T. W. Weierstrass
(1815-1897).
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Nyni vydélime obé strany posledni rovnosti vyrazem r; —ro a dostavame
S —2n(r} +rirg +73) =0.
Pouzitim principu ,,pfiblizné rovnosti r1 =~ ro pak dale plati
S = 677,
Porovnanim se vzorcem pro povrch valce dostdvame

671 = 271 (11 + v),

2’[”1 = V.

Valec o daném povrchu mé nejvétsi objem, pokud jeho vyska je dvojné-
sobkem poloméru.

Ctenaf si muze pouziti Fermatovy metody vyzkouset na nasledujicim
problému, jehoZ feSeni nalezne v piiloze A.

Problém 1. Jaky zvolit pomér mezi vyskou vélce v a jeho polomérem 7y
tak, aby mél valec vepsany kouli o daném objemu Vi nejvétsi objem Vi, 7

2. Extremalni tlohy a Keplerovy trojahelniky
Kepleriv trojzlhelm’ je kazdy pravouhly trojuhelnik, pro jehoz délky
stran plati pomér
L:Ve: o,

kde ¢ je tzv. zlaty ez

Poznamka. Zlaty fez oznacuje pomér, kdy se tsecka déli do dvou &asti tako-
vym zpusobem, ze pomér délky celé tisecky vici délce jeji vétsi ¢asti se rovné
poméru délky vetsi ¢asti k délce té mensi. Ciselnou hodnotu zlatého Fezu zis-
kame z FeSeni rovnice

rT+y

xz oy

kde z, y (z > y) jsou ¢asti usecky o délce z 4+ y. Pokud dale polozime y = 1,
pak po zjednoduseni dostavame rovnici z° — x — 1 = 0, pro jejiz koFeny plati
212 = (1£+/5)/2. Zlatym Fezem (ozn. ¢) je kladny kofen ¢ = (14 V/5)/2.

5) Johannes Kepler se o trojihelnicich v roce 1597 zmifiuje v dopise svému uéiteli
Michaelu Mistlinovi (1550-1631). Priifez Velké pyramidy v Gize je podle Keplera
tvoren rovnoramennym trojihelnikem sloZzenym ze dvou pravouhlych trojuhelnika,
jejichz strany jsou v poméru 1 : /¢ : . Existuji oviem i starsi zminky o téchto
trojahelnicich, nap¥. v knize Liber mensurationum perského matematika Aba Bakr al-
-Karajiho (953-1029) nebo knize Practica geometrice italského matematika Leonarda
Pisanského zvaného Fibonacci (okolo 1170 —okolo 1240) [4].

14 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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7 vlastnosti téchto trojuhelnikii zminme, ze pokud vezmeme dvé ko-
pie Keplerova trojihelniku a pfilozime je k sobé druhou nejdelsi stranou
(obr. 3, vlevo), pak vysledny rovnoramenny trojihelnik ma nejvétsi po-
lomér vepsané kruZnice ze vSech rovnoramennych trojihelniki s danou
délkou ramen

B

D

Obr. 3: Dva Keplerovy trojuhelniky s délkami stran v poméru a : b : ¢ =
= 1:./p : ¢ piilozené druhou nejdelsi stranou a vepsana kruznice o polo-
méru p = a/+/2¢ + 1 (vlevo). Kepleruv trojuhelnik v Keplerové trojuhelniku
(vpravo)

Zajimavé tvrzeni vychézejici z nasledujici konstrukce dokazal Jun
v ¢lanku [3]. Konstrukee piedpoklada, Ze postupné obejdeme Kepleriv
trojuhelnik proti sméru hodinovych rucicek a na kazdou stranu umistime
bod, ktery stranu rozdéli v poméru zlatého fezu. Tyto body nésledné spo-
jime tseckou s odpovidajicim protilehlym vrcholem. Plati, Ze trojihelnik
tvofeny priiseciky téchto tsedek je rovnéZ keplerovsky (obr. 3, vpravo).

Keplerovy trojuhelniky jsme popsali jako pravouhlé trojihelniky, je-
jichz délky stran splhuji vysSe uvedeny pomér zaloZeny na hodnoté zla-
tého Fezu. V ¢lanku se dale zaméfime na trojihelniky (nikoliv nutné
pravouhlé), jejichz délky stran tvoi{ po sobé jdouci &leny geometrické
posloupnosti.

6)Pro polomér kruznice vepsané trojihelniku s obsahem S a stranami délek a, b, ¢
plati p = S/s, kde s = (a +b+c¢)/2.
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Konstruovatelny trojuhelnik, jehoz délky stran a, ag, ag® tvoii geome-
trickou posloupnost, musi spliiovat trojihelnfkovou nerovnost, tj. délky
stran musi splilovat soustavu nerovnic

aq+aq2 > a,
a+aq2 > aq,
a—+aq > aq2,

kde TeSenim soustavy je interval

<\/5—1 1+\/5>
q€ :

)

popi. ¢ € (1/¢,¥).

Priklad 3. Najdéte kvocient ¢, pro ktery ma kruznice opsané trojtuhel-
niku se stranami o délkich tvoricich geometrickou posloupnost minimalni
polomér.

Pro polomér kruznice opsané trojuhelniku s obsahem S a stranami
o délkach a, aq, aq? plat

a3q3

45 "
Pro stanoveni obsahu trojihelniku je vzhledem k zadani tlohy nejvhod-
néjsi Heroniiv vzorec

T =

o [1+tg+¢?1+q+¢? 1+q+¢? l+q+¢
S=a 2 g 1 A A

a dale po zjednoduseni

2
a
S = Z\/fq8 +2¢5 +¢* +2¢% — 1.
Jestlize bez Gjmy na obecnosti polozime a = 1, pak pro polomér kruznice
opsané trojuhelniku plati

q3

r= :
V= +2¢5 +¢* +2¢2 — 1

(2)

7)Pro polomér kruznice opsané trojihelniku s obsahem S a stranami délek a, b, ¢
plati r = (abc)/(45).

16 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Pouzitim Geogebry (obr. 3) se mtizeme piesvédéit, ze funkce uréena rov-
nici mé v intervalu ¢ € (1/¢, ¢) minimum. Pokud nyni pouZijeme
Fermatovu metodu, pak rovnobézka s osou x protne graf funkce v bo-
dech ¢ =q1 a g =q2 (1 # ¢2), kde r(q1) = r(g2), jestlize

3 3
q1 _ q2
V-2t 23 -1 /@S +265+qk+24 -1

7(q)

0.8
0.6
0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 18 @

Obr. 4: Graf funkee r(q) = q:?’/\/fq8 +2¢5+¢*+2¢>2—1prog>0
Po zjednoduseni dostavame
4195 — dYd> + didz — 4195 + 20795 — 24795 — (4 —45) =0,

a dale

a0795(qF — ¢3) + a1da(a — a3) + 24743 (aF — ¢3)(ai + a43)—

— (41 — ¢3) (a1 +didg3 +a3) = 0.
Vzhledem k piedpokladu, 7e q; # go rovnici zkratime vyrazem ¢7 — ¢3
0005 + didz + 24745 (45 + 43) — (a1 + aia3 + qz) = 0,

a pouzitim principu ,,pfiblizné rovnosti®, tj. q; ~ gq2, dale dostavame

4t (qf + qi +4qi —3) = 0.

Roc¢nik 101 (2026), cislo 1 17
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Hledané feseni musi naleZet intervalu (1/¢p, @), zaméfime se déle na rov-
nici
g7 +qi + 447 =3 =0. (3)

Pokud rovnici upravime do tvaru

¢i +2q1 +1—qi +4¢7 —4 =0,
pak dale zfejmé plati

(¢f +1)? = (¢ —2)* =0,

nebo také

(af —af +3)(af +qi — 1) =0.

Rovnici vyhovuje kofen

ktery je FeSenim rovnice ¢f + ¢7 — 1 = 0. KruZnice opsana trojtihel-
niku, jehoz strany maji délky tvoiici ¢leny geometrické posloupnosti, ma
nejmensi polomér, jestlize kvocient geometrické posloupnosti méa hod-

notu g = +/1/¢.

Regenf néasledujiciho problému ¢tenar nalezne v piiloze B.

Problém 2. Pro jakou hodnotu kvocientu ¢ méa trojuhelnik, jehoz délky
stran tvori geometrickou posloupnost, maximalni obsah S?

V poslednim problému se vratime na zacdtek ¢lanku, kde jsme zmi-
nili Keplerovy trojuhelniky (obr. 1, vlevo). ReSeni problému je uvedeno
v pfiloze C.

Problém 3. Ukazte, ze pokud vezmeme dvé kopie Keplerova trojuhel-
niku a pfilozime je k sobé druhou nejdelsi stranou, pak vysledny rov-
noramenny trojuhelnik ma nejveétsi polomér vepsané kruznice ze vSech
rovnoramennych trojihelnikt s danou délkou ramen.
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Zaveér

V ¢lanku jsme se pokusili ukazat, ze kalkulus jako dilezitad oblast
matematické analyzy, nevznikl tak fikajic ve vzduchoprazdnu. I. Newton
a G. W. Leibniz jako jeho objevitelé navazali jak na praci fady svych
predchidct, tak na préaci nékterych soucasnik.

V predchozich ¢astech byli v této souvislosti zminéni jen néktefi,
J. Kepler a zejména P. Fermat. Z fady vyznamnych matematiki uve-
deme jesté dalsi dva, ktefi byli Fermatovi soucasnici a rovnéz pomohli
vytvorit pfiznivé podminky a Zivnou pudu pro objev kalkulu.

Prvnim z nich bude francouzsky filosof a matematik René Descartes
(1596-1650). Descartesovo jméno si obvykle pfipominame v souvislosti
s kartézskou soustavou. Byva povazovan za zakladatele analytické geo-
metrie, kteréd spojila algebru a geometrii pomoci kartézskych soutradnic.
To umoznilo algebraicky popis kfivek, coz je nutny zaklad pro zavedeni
derivaci a integrali.

Ttalského jezuitu a matematika Bonaventuru Cavalieriho (1598-1647)
spojujeme s tzv. Cavalieriho principem. Princip je zaloZen na predstave,
ze geometrické objekty (plochy a objemy) se skladaji z nekoneéné mnoha
nekonecné malych ¢asti. Plochy jsou slozeny z nekoneéné mnoha neko-
nec¢né tenkych usecek, objemy tvori nekoneéné mnoho nekoneéné tenkych
ploch. Podle tohoto principu maji dvé télesa stejny objem, maji-li stejné
velké podstavy i vysky a soucasné fezy téchto téles rovnobézné s pod-
stavami a vedené ve stejné vzdalenosti od podstav maji stejné obsahy.

Podékovani. Autor dékuje neznamému recenzentovi za peclivé pire¢teni
a cenné pripominky k obsahu ¢lanku.
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Priloha A
Pro polomér rx koule o objemu Vi, délku vysky v a objem Vi, vepsaného
valce plati (obr. 4)

13V
rK = 3_47r’ v =2 rf(—r%,, szm"%/v.

Obr. 5: Valec vepsany kouli

Dosazenim do vzorce pro objem valce dostavame

Vv = 27r1"%/“ \3/ (%)2 —rd,

kde objem vepsaného valce pro dany objem koule zavisi pouze na po-
loméru podstavy vélce. Pouzitim Fermatovy metody Vi (r1) = Vi (r2)

(r1 # 72) je

27r H (3VK) —r1—27rr2\/\/ BZI;K

a dale po umocnéni, zjednoduseni, kraceni vyrazem 77 — r3 a zavedeni

" <2 y (%)2 - 37%) =0,

VK = WT%\/B.

IS D)

kde
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Porovnanim se vzorcem pro objem koule dostavame

—
K =T 9

Vyska v vepsaného valce pak musi byt

3
022\/7"%(—7“%/:2\/57‘%—7’%:7“1\/5.

Valec vepsany kouli o daném objemu mé nejvétsi objem, kdyz v/ry =

V2.

Piiloha B
Pouzitim Geogebry (obr. 5) se miZzeme presvédéit, Ze funkce

S(q) =vV—a®+2¢5 +¢* +2¢2 — 1

mé pro ¢ € (1/¢, ) maximum.

S(q)

3

25

0.5
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Obr. 6: Graf funkce S(q) = \/qu +2¢5+¢*+2¢2—1prog>0

Pouzitim Fermatovy metody S(q1) = S(gz2), kde ¢1 # go, plati

\/—q§+2q§°’+qi‘+2q%—1=\/—q§+2q§+q§+2q§—1.
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Po zjednoduseni a zkraceni vyrazem ¢? — ¢3 dostavame
—df — a5 — didz — dids + 201 + 245 + 2475 + i + a5 +2=0,

a dale pro ¢; =~ ¢
2¢0 —3¢i —q¢; —1=0.

Reenfm rovnice, které nalezi intervalu (1/¢, o), je (napt. Wolfram Al-
pha)

3+ /108 — 3v/921 + /108 + 3921 .
¢ = : = 1,3789.

Trojihelnik, jehoz strany maji délky tvofici ¢leny geometrické posloup-
nosti, mé nejvétsi obsah, jestlize kvocient geometrické posloupnosti ma
hodnotu ¢ = 1,3789.

Piiloha C
Pro polomér vepsané kruznice plati (obr. 1, vlevo)

S avet—a?
P=5 = c+a

Pouzitim Fermatovy metody p(ay) = p(az), kde a1 # as, plati

aj\/c2 —a? as\/c*—a3

c+ay c+ as

Po umocnéni a zjednoduSeni dostavame
ai(c? — ai)(c +az)* = a3(c* - a3)(c + a1)?,

dale
aj(c—ar)(c+az) = aj(c — az)(c+ ar),

a po dalsim zjednoduseni a vyuziti principu ,,pfiblizné rovnosti a; ~ as
& —ajc—al =0,

kde
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