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MATEMATICKE ORISKY

Soucet prvocisel

Dnesni dloha je pfevzata ze Skolniho kola soutéze Pangea 2026 pro
9. ro¢nik. Autorem tloh pro 9. ro¢nik je Ing. Jan Matousek, uéitel ma-
tematiky na Keplerové gymnéaziu.

Mozn4 nékteti z vas vi, ze prvoc¢isel mensich nez 100 je 25. Vite ale,
kolik je v8ech prvocisel mensich nez 10007 Nebojte, nemusite je pocitat,
prozradime, Ze je jich 168. Budeme po vas ovSem chtit, abyste vyfesili
nésledujici alohu.

Uloha
7 uvedengch mozZnosti vyberte spravny soucet 168 prvocisel mensich
neZ 1000. Odpoved zdivodnéte.

a) 14865 b) 54382 ) 76127 d) 81994 ¢) 126668

Uloha z minulého &sla znéla:

Predstavte si, Ze mdte velmi kvalitni pisek a na pudé karton ve tvaru
Ctverce o stran€ délky 1 metr. Svému nejlepsimu kamarddovi chcete ddt
k Vanocim swij kvalitni pisek. A protoZe je to nejlepsi kamardd, chcete
karton posklddat tak, aby vznikla krabice (bez vika) co nejvétsiho objemu.
Ohgbdte karton tak, Ze uprostied zistane ¢tverec o strané délky a, pricemz
boky budou mit vysku b, viz obrdzek. Jaké budou délky a, b tak, aby objem
krabice byl co nejuétsi?
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Resent podle José Marciala Ndjarese Romera Ulohu budeme Fesit dvéma
ruznymi zpusoby. Nejdi{ve b&Zznym zpiisobem pomoci derivaci a pak po-
moc{ nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem (AG ne-
rovnost) bez derivace.

Podle zadani vime, 7ze a + 2b = 1, a dale vime, Ze v naSem piipadé
objem uré¢ime jako V = a?b. Vyjadiime a = 1 — 2b a po dosazeni do
vztahu pro vypocet objemu dostaneme

V = (1 —2b)%. (1)

Proménnéa b evidentné spliiuje nerovnosti 0 < b < 1/2. Navic pro piipady
b=0ab=0,5je objem nasi krabice nulovy.

Pii hledani maximalniho objemu budeme vychazet ze vzorce (1) a
budeme uvazovat funkci

fl)=(1~-22)% (2)

na intervalu (0; 0,5). Proménnou b jsme pfeznacili na x, jak byva u funkeci
zvykem.

Regent pomoci derivaci. Funkci (2) upravime:
flx) = (1 —22) % = (1 — 4o + 4a*)x = 42 — 42® + 2. (3)

Derivaci této funkce je f/(z) = 1222 — 8z + 1, jeji nulovou hodnotu
dostaneme vy¥esenim kvadratické rovnice 1222 — 82 + 1 = 0. Kofeny
této rovnice jsou z1 = 1/2 a o = 1/6.

Funkce (3) je spojita na celém uzavieném intervalu. V krajnich bo-
dech je jeji hodnota nulova a ve vSech ostatnich bodech je kladné. Proto
nabyva svého maxima na intervalu (0;0,5) v bodé z = 1/6. Tedy maxi-
malni objem nasi krabice je 2/27 m?® a nabyva se pro b = 1/6 m.

Resent pomoci AG nerovnosti. Toto feSeni predvedl doc. Petr Vodstréil
ve své prednasce ,Jak Fesit extremalni ulohy bez derivaci* na konferenci
Matematika pro zivot v roce 2025. Zaznam piednasky je dostupny na
https://www.youtube.com/watch?v=xrm6rnem_7I&1ist=PLd0y7E74TN
FZMq1nZyBsGiKm61UifagiI&index=9. Nejprve si pripomenme definici
aritmetického praméru A a geometrického priméru G a AG nerovnost.
Pfitom se omezime na piipad pro tfi kladné realné hodnoty a, b, c:

A:%b“, G = abe.
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Véta (AG nerovnost): Plati G < A, pFicemZ rovnost nastane, praveé kdyz
a=b=c

Vysvétleme tvrzeni o nabyvani rovnosti. Pokud a = b = ¢, pak je
ziejmé, ze A = G = a.

Pokud A = G, ukdzeme, ze musi platit « = b = ¢. Pfedpokladejme
bez Gjmy na obecnosti, Ze a je nejvétsi z hodnot, ¢ nejmensi, tj. a > c.
Pak ¢ < A < a. Oznaéme ' = a+c— A, V' = b, ¢ = A. Jsou to
opét kladné hodnoty a jejich aritmeticky primér je také roven A, tedy
aritmetickému priméru ¢&isel a, b, ¢. Tudiz podle AG nerovnosti musi
byt jejich geometricky prumér mensi nebo roven A. Ale plati nasledujici
vztahy

(atc—A)A—ac=(A—-c)(a—A) >0, (a+c— A)bA > abe,

proto

a +b+d
Va'ved = ¥/(a+c— AbA > Vabc = A = %
To je ale ve sporu s AG nerovnosti, proto z rovnosti A = G, plyne rovnost
a=b=c
Nyni se pokusime o Casteény prepis FeSeni doc. Vodstréila. Mame
funkci f(x) = (1—2x)2x a chceme najit jeji maximalni hodnotu. Abychom
vyuzili AG nerovnost co nejsikovnéji, tuto funkci vynasobime ¢tyimi.
Pouze konstatujme, Ze pokud nase funkce nabyva svého maxima v néja-
kém bodé naseho intervalu, v tom samém bodé nabyva svého maxima i
funkce, ktera je ¢tyinasobek ptuvodni funkce. Tedy

g(x) =4f(x) = (1 — 2z)(1 — 2z)4x.

Z AG nerovnosti dostaneme

1-20+1—20+4
Y —20)(1 — 2004z < m+3 ztaz _

Wl o

Odtud je jasny duvod, pro¢ jsme nasi funkci vynasobili ¢tyimi. Bylo to
proto, aby prava strana vysla konstantni.
Rovnost nastane, pravé kdyz se vSechny t¥i hodnoty rovnaji, tedy

1
1—2x:4x:>x:6.
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