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FYZIKA

Primérna rychlost nerovnomérného pohybu

Pavel Pokorny, VSCHT Praha

Abstrakt. Ukazeme nékteré prekvapivé vztahy pro primeérnou rychlost, je-
-li pohyb brzdén silou amérnou n-té mocniné rychlosti. Vyresime pohybovou
rovnici a spo¢teme prameérnou rychlost. Na zédvér zminime, které fyzikalni déje
lze popsat uréitym exponentem n.

Zacénéme uryvkem tohoto primitivniho rozhovoru:
— Co to je prumérné rychlost?
— No pfece celkova draha L délena celkovym ¢asem T’

L

V=7
— A jak se spocita, kdyz je poCatecni rychlost v; a koncova rych-

lost vy?
— No prece
5 — v + vz
2

— Opravdu?!

Pojdme se na tuto otédzku podivat podrobnéji. Uvazujme pohyb t&-
lesa, které je brzdéno (napf. odporem prostiedi, ve kterém se pohybuje)
silou F' tmérnou n-té mocniné rychlosti v. Protoze

dv
dt’

F=ma=m
lze takovy pohyb popsat diferencialni rovnici

dv

— =kv", 1
o @
kde k je konstanta. O brzdéni pak hovorime, kdyz je k < 0. Ale pro nase
uvahy tato podminka neni dilezita. Nebudeme ani predpokladat celo-
¢iselnou hodnotu exponentu n. Pak ale musime pfedpokladat kladnou
rychlost v > 0. Rovnici vyTe$ime separaci proménnych

v "dv=kdt
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/v_"dvz/kdt (12)

1—-n

=kt +ec.

1—n

Ozna¢me v, pocateéni rychlost v ¢ase t = 0 a va koncovou rychlost v ¢ase
t="1T. Pak

g
T 1-n
a 1
1—n —n
v
=kt+ 2
-n 1—n
Pripravime si jesté vztah
1—n 1—n
) U1
= =kT + ——.
1—n 1—n

Nyni miZzeme vyjadrit rychlost v jako funkci ¢asu ¢
1
v = ((1 —n)kt + 0%7") 1=

a integraci od t = 0 do t = T dostaneme celkovou drahu

T T L
L= / vdt = / (1 —n)kt +v; 7)™ dt.
0 0

Tento integral vypada slozité, ale vlastné je to jen integral mocninné
funkce, podobné jako integral . Po drobnych tdpravach s vyuzitim
odvozenych vztahti dostaneme

_ 1 2—n 2—n
L=ra—m )

a prumérna rychlost je pak po tpravé

2—n 2—n
L 1-nwvy"—uv

T _ 1-n 1-n"
T 2 n ’U2 — 1}1

(B)

v =

To je hlavni vysledek naSeho usili. Podivejme se na jeho nékteré zvlastni
piipady.
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Pripad n =0
Pro n =0, tedy kdyZ je zrychleni (kladné nebo zaporné) nezavislé na
rychlosti, dostavame

1vi—v? v+

5= - . @

2112—’()1 2

Za, tohoto predpokladu mél tedy naivni diskutujici z avodu pravdu, ze
prumérna rychlost je aritmeticky prumér pocateéni a koncové rychlosti.
Takto se pohybuje naptf. hmotny bod v homogennim gravitacnim poli
(vrh svisly) nebo nabita ¢astice v homogennim elektrickém poli, p¥i za-
nedbéani odporu prostiedi.

Pripad n =1

Pro n = 1 nelze tuto hodnotu n pfimo dosadit do vztahu , ale uva-
Zenim limity a pouZitim I'Hospitalova pravidla (viz dodatek) dostaneme
zajimavy a uzite¢ny vztah. Konkrétné pro n = 1, kdyz odpor prostiedi
je pfimo tmérny prvni mocniné rychlosti, dostaneme

V2 — V1

vy )
hrlv1

()

v =

kde In je pfirozeny logaritmus. Takovy pohyb nastava napf. pfi poma-
lém pohybu malého télesa prostfedim, napt. vzduchem nebo vodou. Pii
pomalém pohybu je obtékani télesa laminarni a netvoii se viry.

Stejné matematické vztahy ale popisuji jesté jiny fyzikalné odlisny déj,
a to prenos tepla z teplého proudiciho media, napft. teplé vody, sténou,
napf. trubkou. Pak je prenos tepla pfimo tmérny prvni mocniné rozdilu
teplot media a okoli. Potom je primérné teplota dédna opét vztahem
, kde misto pocatecni rychlosti dosadime pocatecni teplotu a misto
konecéné rychlosti dosadime kone¢nou teplotu.

Milovniky aritmetického primeéru snad potésime poznamkou, Ze pro
blizké hodnoty v1 a vy se vztah blizi vztahu .

Pripad n =2
Ani v tomto ptipadé nelze hodnotu n = 2 dosadit pFimo do vztahu .
Pomoci limity a pouzitim I’'Hospitalova pravidla (viz dodatek) dostaneme

In &
V2

V=371 ()
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Tento pripad nastava, kdyz se téleso pohybuje v prostiedi v&tsi rychlosti,
kdy obtékani jiz neni laminarni, ale turbulentni a tvoii se viry. Tento
piipad je v b&Zném Zivoté nejcastejsi (pohyb cyklisty nebo motorového
vozidla, zejména proti vétru).

Pripad n > 2

V klasické aerodynamice je v? nejéastéjsi a nejvyssi bézna mocnina.
Vy$8i mocniny vSsak mohou nastat, nap¥. pfi rychlostech blizkych nebo
vys8ich, nez je rychlost zvuku. Déle pfi pohybu v granulédrnim prostiedi,
napt. pisek, snih nebo v husté suspenzi. Také pii pohybu v plazmatu.
Nebo v piipadé nelinedrniho tfeni v technickych systémech, napt. mag-
netickd brzda, aktivni tlumice.

Dodatek

Zde si ukdzeme, jak odvodime vztahy a @ ze vztahu .

Hodnotu n = 1 nemiZeme piimo dosadit, protoze bychom dostali
neuréity vyraz typu ,nula lomeno nulou“. Ale miZeme spoéitat limitu
pro n se blizi k jedné pomoci I’Hospitalova pravidla.

L’Hospitalovo pravidlo je uzite¢ny nastroj, jak spocitat Sirokou ti¥idu
jinak obtiznych limit. My se zde soustfedime na specialni piipad, kdy
spoCitame limitu zlomku jako podil derivaci

lim f(x) _ f' (o)

a=wo g(x)  g'(x0)

Abychom ukazali platnost tohoto vztahu, budeme predpokladat f(xg) =
=0, g(xg) = 0 a existenci derivaci

(o) = Jim LT 0) g%),
§'(w0) = lim 9(x) — g(xo)

T—Xxo Tr — X

a nenulovost jmenovatele ¢'(xg) # 0. Véta o 'Hospitalové pravidle je
obecngjsi, nam bude stacit tento omezeny piipad. A za t&chto predpo-
klad muzeme psét

f(z)—f(zo)
o fl@) o f(x) = flzo) . o=z [ (x0)
lim —= = lim —————~ = lim = .
z—z0 g x) T—1T0 g(gj) — g(gjo) rozy 9(®)—g(x0) 9’(-730)
r—Xo
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V naSem piipadé nebude proménnou z, ale n. Dale budeme potiebovat
pravidlo pro derivaci exponencialni funkce s obecnym zékladem

(a®) = a” Ina.

Limitu vyrazu (3)) pro n se blizi k jedné spo¢teme takto:

_ . 1—-n v§7”—037"
v = lim = T =
n—=12—mnyps " —p;r "
2 1
1—-n I'H

=(vg —vp) lim ——
n—1 ’U% n_ v% n

I (vg —v1) lim -1 =
n—1 —v;_” In v —l—v%_"lnvl
- -1 - Vo — U1
= (02— Ul)flnvg +Ilnv; lnz—f

A podobné odvodime vztah (6)) ze vztahu (3). Limitu vyrazu (3) pro n
se blizi ke dvéma spocteme takto:

I i - S v
v = lim p— =
n—2 2 —n U2 Ul
1 . Ug_n - U%_" I'H
=3 T lim =
— = n—2 2—n
V2 V1
— — v
ra -1 . —v2 " Inwy + v " Inwyy In 7L
= 1m =
1 Y —1 1 _ 1
V2 U1

dvé hodnoty, které nelze pfimo dosadit do vztahu .
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