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MATEMATIKA

Technika a ndhoda: pravdépodobnostni tlohy
pro studenty stfednich skol

Jan Fiala, Tomds Roskovec, Viadimira Petrdskovd

Pedagogickd fakulta, Jihoceskd univerzita, Ceské Budéjovice

Abstrakt. Prispévek se vénuje feSeni tiloh z pravdépodobnosti, které tema-
ticky vychazeji z oblasti techniky. Na vybranych pfikladech z technické praxe

ukazujeme, jak 1ze tyto problémy efektivné fesit pomoci pravdépodobnostnich
metod. Clanek pfipomina vyznam paralelniho a sériového zapojeni souc¢éastek
jako uzite¢ného modelu ve vyuce pravdépodobnosti. Rozmanitost predloze-
nych dloh dokladé, Ze technicky zamérené piiklady predstavuji silny motivaéni
prvek ve vyuce pravdépodobnosti na stfednich i vysokych skolach.

Uvod

Motivaci tohoto textu je potfeba zpfesnit matematické modely tam,
kde deterministické modely nestaci, v tomto prispévku v oborech tech-
niky i fyziky. Deterministické jevy jsou takové, které nepodléhaji nahodé
a jsou predurceny k pevnému vysledku, naopak nahodilé ¢i stochastické
jevy jsou takové, které mohou pii opakovanich pfinést rtzné vysledky
a popisujeme je pravdépodobnostmi vysledki, které mohou nastat.

Pravdépodobnostni tivahy hraly po celou dobu modernich dé&jin ve vy-
voji fyzikalnich teorii vZdy vyznamnou roli. Pfedev§im je potieba zminit
objev principu neurcitosti a kvantovou teorii. Zavedeni nedeterminis-
tickych modelu se setkalo s velkym odporem, samotny Albert Einstein
(1879-1955), teoreticky fyzik a nositel Nobelovy ceny za fyziku z roku
1921, nesouhlasil s tim, aby byla kvantova teorie zaloZena na ndhodnosti,
tedy na hypotéze, ze se véci déji nahodile. Ostie se vymezil vaci uziti
nahody na popis pohybu ¢astic hmoty. VystiZzny a celosvétové znamy je
napiiklad jeho vyrok, podle kterého odmité vérit, ze Btih hraje v kostky
s vesmirem [g].

Obdobnaé situace nastava v technickych oblastech, ve kterych se obecné
usiluje o popis deterministickych procest, ale praxe ukazuje, Ze to neni
zcela dosazitelné. Typické tivahy a tlohy se tykaji spolehlivosti, tedy vy-
poctu pravdépodobnosti, Ze stroj nebo proces neselze a vyrobi produkt,
pifipadné nedojde k poruse. Tyto vypocty jsou klicové pro odhady poctu
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vadnych vyrobki stejné jako pro odhad rizik poruchy technického zafi-
zeni. Disciplina, ktera se podobnymi problémy zabyvé, se nazyva teorie
spolehlivosti. Andél [T, s. 130-134] blize vysvétluje, jak pomoci sériové-
paralelniho usporadani jednotlivych soucasti stroje zvysit jeho celkovou
spolehlivost.

Cilem dalsiho textu je ukazat nékteréa vyuziti teorie pravdépodobnosti
pfi FeSeni technickych problémii a motivovat ke zvySeni atraktivity prav-
dépodobnosti jako aplikované matematické discipliny. Kapitoly tloh jsou
fazeny dle naro¢nosti.

1. Zakladni pojmy z pravdépodobnosti

7z teorie pravdépodobnosti. Ctenéfi znali pojmt mohou kapitolu preskocit
a prejit ke kapitole 2] Podrobngjsi predstaveni zakladnich pojmi z prav-
dépodobnosti je provedeno napiiklad v publikaci Ptockého a Tlustého [7]
¢i Litschmannové [4].

Uvazujme mnozinu ) = {wy, . ..,ws} v8ech moznych vysledki ndhod-
ného pokusu a tzv. rozdéleni pravdépodobnosti p jako redlnou funkci,
ktera kazdému prvku w; € ) piifazuje pravé jedno nezaporné ¢islo p(w;)
tak, Ze p(wi) + ... + p(ws) = 1. Index s oznacuje pocet moznych vy-
sledkd, které mohou nastat. Dvojici (€2, p) nazyvame diskrétni pravdé-
podobnostni prostor

Libovolnou podmnozinu mnoziny €2 pravdépodobnostniho prostoru
(©,p) nazyvame nahodny jev. MnoZina vSech podmnoZin mnoziny €
se nazyva mnozina nahodnych jevi v uvedeném pravdépodobnostnim
prostoru. Dva nahodné jevy A a B nazyvame disjunktni (neslucitelné),
jestlize AN B = 0.

Necht A je libovolny jev v pravdépodobnostnim prostoru (€2, p). Prav-
dépodobnosti jevu A nazveme ¢islo P(A):

0, kdyZ A =0,
P(A) = q p(w), kdyz A = {w},
p(ws,) + ...+ p(wj,), kdyz A = {w;,,...,wj, }.

Tento vztah vyjadiuje, ze pravdépodobnost jevu zahrnujictho urcité
vysledky je soucet pravdépodobnosti téchto vysledki. Protoze nemtize

DVzhledem k jednoduchosti ¥esenych tloh postaci koneény diskrétni pravdépodob-
nostni prostor, s konenym mnozstvim vysledku s.
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nastat pripad, kdy nastane zaroven vice z téchto vysledkti — neexistuje
prekryv téchto pravdépodobnosti a pii nastoupeni jevu nastane pravé
jeden z vysledkii. Proto plati aditivita.
Pro vypocet pravdépodobnosti sjednoceni dvou libovolnych jevi A,
B plati
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Jsou-li jevy A, B disjunktni (neslucitelné, tj. jejich prinikem je prazdna
mnozZina), pak

P(AUB) = P(A) + P(B).

Pro jev A definujeme tzv. doplitkovy jev A, pro ktery plati AU A = Q,
AN A =10, ktery oznacuje piipad, kdy nenastane jev A, plati

P(A) =1 — P(A).

Intuitivni pristup ke klasickému pravdépodobnostnimu prostoru je
pravdépodobnost jako podil tspésnych pokusi z celkového pocétu po-
kust. Timto zptisobem ji budeme poéitat, nebude-li uvedeno jinak, pro-
toze uvazujeme, ze vsechny vysledky pokusu jsou shodné pravdépodobné.

Napiiklad pokud |2] = 13 a |A| = 3, pak pravdépodobnost P(A4) = 13—3

1.1. Stochasticka nezavislost jevi

Jsou-li A a B dva jevy prostoru (2,p) a P(B) > 0, nazyvame podil

P},’?EJ)B) podminénou pravdépodobnosti jevu A za podminky, Ze nastal

jev B, a oznatujeme ji P(A|B).
Pro jev A, P(A) >0, a jev B, P(B) > 0, plati

P(ANB) = P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A|B).

Pokud P(AN B) = P(A) - P(B), pak dvojici jevi A, B nazyvame (sto-
chasticky) nezavislé jevy. To je ekvivalentni tomu, Ze zda nastal jev A,
nemé vliv na to, zda nastal jev B, tedy P(B|A) = P(B).

Nezéavislost pro vétsi pocet jevii nez dvojici zavedeme nasledovné. Jevy

Ay, As, ..., Ax nazveme stochasticky nezavislé jevy, pokud pro libovol-
nou mnozinu (vybér) {By, B, ..., B;} C {A1, As, ..., Ay} plati

P(ByNByN...NB;)=P(By)-P(By)-...-P(B;).

2)Znageni | X | = z fik4, Ze podet prvki mnoziny X je ¢islo z. Po¢tu prvki mnoziny
také fikAme mohutnost mnoziny.

Roc¢nik 101 (2026), ¢islo 2 3



MATEMATIKA

Pov&imnéme si, ze nezavislost mnoziny jevi implikuje, Ze libovolna dvo-
jice jevll v mnoziné je nezéavisla. Plati také, Ze pokud jsou jevy nezavislé,
jsou nezavislé i doplitkové jevy k nim. Nezévislost jevi je rovnéz symet-
ricky vztah.

Nézev nezavislost koresponduje s intuitivni predstavou: nezavislé jevy
na sobé nezavisi v tom smyslu, Ze nelze z jednoho predikovat druhy,
napiiklad vysledek hodu kostkou nesouvisi s pocasim.

2. Pravdépodobnostni tilohy kmenového uciva inspirované tech-
nickou praxi

Uloha 1. Stroj vyrobi 1000 stejnych soucastek za hodinu. Z nich 40
m4 vyrobni vadu, ale jen 20 % soudastek s vadou je dale nepouzitelnych.
Kontrolor ndhodné vybere a) jeden, b) ¢tyfi ze série vyrobki. S jakou
pravdépodobnosti je tato nahodné vybrana soucéstka, resp. jsou vSechny
CtyT soucastky dale nepouzitelné? ([2] s. 118])

Reseni. Oznaéime A jev ,nahodné vybrana soucastka je nepouzitelna‘
a jev B ,nahodné vybrané ¢tyfi souCastky jsou nepouzitelné“. Pocet dale
nepouzitelnych dopo¢teme dopocéteme jako 20 % z 40, tj. 8. Pak

8
a) P(A) = (1(010)0) = WESOO = 0,008,
b) P(B) = () 70 =1,69-107°.

(1000) T 41417124750

U této ulohy lze uvazovat i otdzku na pocet nepouzitelnych vyrobku
mensi nez pocet kontrolovanych, pak se narocnost ulohy zvysuje a vyza-
duje kombinatorické avahy.

2.1. Technicka zapojeni soucastek
Jiz na zéakladni gkole se zaci v rdmci vyuky fyziky seznamuji s raznymi
druhy zapojeni elektronickych soucéstek v elektrickém obvodu.

L5
X Y
S

Obr. 1: Paralelni zapojeni soucastek S1 a Sa
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Tzv. paralelni zapojeni je zapojeni elektrotechnickych soucéstek v elek-
trickém obvodu ,,pod sebou, nebo také ,vedle sebe* (obr. . V paralel-
nim zapojeni se nachazeji tzv. uzly, tj. mista, v nichz se pfivodni vodic¢
rozdéluje do tzv. vétvi, aby se za soucastkami umisténymi na jednotli-
vych vétvich tyto opét spojily v jeden vodic.

Pripomenime nékteré fyzikalni skute¢nosti platné pro paralelni zapo-
jeni. Elektricky proud prochéazejici jednotlivymi vétvemi muze byt rizny
a zavisi na odporu soucastek ve vétvich. Z Ohmova zdkona plyne, Ze
I, = R%, kde I; je elektricky proud v i-té vétvi a R; je odpor soucéstky
na i-té vétvi. Celkovy elektricky proud I (méfeny napiiklad mezi X a
sousednim uzlem rozdélujicim vétve) se rovna souétu prouda v jednotli-
vych vétvich obvodu. Neni bez zajimavosti, Ze paralelnim obvodem mtze
protékat proud vy3sich hodnot nez u sériového zapojeni (viz nize). Elek-
trické napéti U je mezi dvéma uzly v paralelnim zapojeni stejné pro
vSechny vétve. Pfevracend hodnota vysledného elektrického odporu R je
rovna sou¢tu prevracenych hodnot odport R, Rs, ..., R, jednotlivych
soucastek:

u_ U U U
R R R TRy
111 1

Tzv. sériové zapojeni soucastek je jejich zapojeni v elektrickém obvodu
tzv. ,za sebou‘, tzn. mezi kazdymi dvéma piimo sousedicimi sériové za-
pojenymi soucastkami vede jediny vodi¢ (obr. . Preruseni sériového
obvodu v kterémkoli misté ma za nésledek preruseni celého obvodu. Sé-
riové zapojeni se vyuZziva napf. v pojistkach, jisti¢ich a spotiebicich, kde
problém v ¢asti musi vyfadit cely pristroj.

i

Obr. 2: Sériové zapojeni soucastek S1 a S2

Studenti na sériovém obvodu zkoumaji vlastnosti fady fyzikalnich veli-
¢in, jako napf. elektricky proud se mezi jednotlivé souc¢astky nerozdéluje,
naopak je ve vSech mistech sériového obvodu stejny. Naopak elektrické
napéti je mezi svorkami jednotlivych soucastek rizné a zavisi na odporu
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kazdé ze soucastek. Z Ohmova zdkona plyne, ze U; = R; - I, kde U; je
napéti na i-té soucastce, R; je elektricky odpor i-té soucastky a I je
elektricky proud v obvodu. Celkové elektrické napéti U se rovna souétu
napéti na jednotlivych soucéstkich, tudiz celkovy elektricky odpor R
v sériovém obvodu se rovna souc¢tu odpori jednotlivych soucastek:

R=Ri+...+R,.

2.2. Paralelni a sériové zapojeni z pohledu matematiky

Na vyse uvedena zapojeni soucastek lze nahlizet také z pohledu uziva-
tele ¢i spotTebitele, ktery se zajiméa o spolehlivost (nebo naopak porucho-
vost) takového zapojeni. Otazky typu , Které zafizeni je spolehlivéjsi — to,
které obsahuje sériové, nebo to, které obsahuje paralelni zapojeni svych
soucasti?* apod. fesi matematickd pravdépodobnost, konkrétné pravdé-
podobnost nezavislych jevii, se kterou by se méli studenti seznamovat jiz
na stfednich 8kolach v ramci vyuky matematiky Do vysokogkolskych
kurzt pravdépodobnosti a statistiky v8ak ¢asto vstupuji studenti s velmi
riznym porozumeénim.

Princip paralelniho a sériového zapojeni je analogicky piipadu odporii.
Pokud zapojujeme soucéastky do série, pravdépodobnost neprichodnosti
roste, podobné jako narustd odpor, naopak paralelni zapojeni snizuje
Sanci na neprichodnost, podobné jako snizuje odpor. Tato intuice je pfi-
rozené a aplikuje se napiiklad v dopravé ¢i chirurgii, kde pojem ,,bypass®
oznacuje pridanou objizdku ¢ alternativni cestu, jejimz zafazenim zvy-
§fme priichodnost systému ¢i snizime riziko ucpéni a nepriichodnosti sys-
tému. Tento efekt lze pozorovat naptiklad pri feSent tloh [2 a[d

Zaroven lze pozorovat analogii s vyrokovou logikou, kdy zapojeni do
série odpovida konjunkci (aby fungoval systém, musi fungovat veskeré
sou¢astky) a paralelni zapojeni odpovida disjunkci (aby fungoval systém,
musi fungovat alespoil néktera jeho sou¢ast). Toto propojeni lze vyuZit
k vizualizaci Booleovy algebry pomoci elektrickych obvodii, nikoli nutné
ve spojitosti s pravdépodobnosti, viz napt. [6, s. 88-103].

2.3. Technicka zapojeni v pravdépodobnostnich tilohach

Uloha 2. Uvazujme dvé paralelné zapojené soucastky S; a So (obr. .
Jaka je pravdépodobnost, ze ,zafizeni slozené z paralelné zapojenych

3)Zafazeni ugiva o pravdépodobnosti neni jednotné a do velké miry zavisi na roz-
hodnuti a zkuSenosti ucitele.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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soucastek S7 a So bude funkéni“, jestlize pravdépodobnost poruchy sou-
¢astky S7 je 0,01 a pravdépodobnost poruchy soucastky Ss je 07025

Resent. Zafizeni bude jako celek funkéni, jestlize bude funkéni aspon
jedna ze soucastek S, So, tj. z mista X do mista Y potece proud, coz
se stane tehdy, kdyz proud potece jen vétvi se soucastkou Si, nebo jen
vétvi se soucastkou Sz, nebo obéma vétvemi najednou.

Ozna¢me A; jev ,soucastka S; je funkéni, tj. proud potece vétvi se
souCastkou S1“, a As jev ,souastka Sy je funkéni, tj. proud potece
vétvi se soucastkou Sy, oznafme A sjednoceni téchto jevi, tedy kdykoli
proud potece alespon jednou z vétvi. Funkénost souc¢astek na sobé nijak
nezévisi, tj. jevy A; a Ay povazujme za ndhodné jevy na sobé nezavislé.
Pak P(Al ﬂAg) = P(Al)P(AQ), pfléemi P(Al) = 0,99, P(AQ) = 0,975
Pravdépodobnost jevu A spocteme z pravdépodobnosti jevi A; a As:

P(A) = P(A1 U Ay) = P(Ay) + P(Ay) — P(A1 N Ap) =
= P(A)) + P(Ay) — P(A;) - P(Ay) =
= 0,99 + 0,975 — 0,99 - 0,975 = 0,999 75.

Proud potece zafizenim s pravdépodobnosti 0,999 75, neboli poruchovost
zafizeni je P(A) = 1 — P(A) = 0,000 25.

Alternativnim feSenim je uvédomit si, Ze neprichodnost odpovida si-
tuaci, kdy selzou obé& soucastky. Pro tuto avahu je podstatné, Ze pfi
nezavislosti jevii A; a Ay jsou nezéavislé i jevy k nim doplitkové. Spoci-
tame A = A; N Ay, coz zjednodusi vypocet na

P(A)=1-PA)=1-(P(A1NAz)) =1~ (1-P(A1))- (1 - P(A2)).

Uloha 3. Uvazujme dvé sériové zapojené soucastky S; a So (obr. .
Jaka je pravdépodobnost, ze ,zafizeni slozené ze sériové zapojenych sou-
Castek S7 a Sy bude funkéni“ (jev A), jestlize pravdépodobnost poruchy
soucastky Sp je 0,01 a pravdépodobnost poruchy soucastky So je 0,025.

Regeni. Zaiizeni bude funkéni, jestlize z mista X do mista Y potece
proud, coz se stane tehdy, kdyz proud potece pies soucastku S; a sou-
Casné pres souCastku Sy, tedy kdyz funguji bezporuchové obé soucastky
S1 1.5 najednou. Oznaéme A; ndhodny jev ,soucéastka S; je funkéni® a
As nahodny jev ,soucastka Sy je funkéni“. Pak P(A;) =1-0,01 = 0,99

Y Neni-li v zadani uvedeno jinak, vzdy uvazujeme, %e funkénost soucastek (resp.
vyskyt poruchy) jsou navzajem nezavislé jevy.

Roc¢nik 101 (2026), ¢islo 2 7
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a P(A2) = 1-0,025 = 0,975. Protoze se jedna o dva navzajem nezavislé
jevy, pravdépodobnost jevu A, tedy Ze obé soucastky funguji, je soucin
P(A) = P(Ay)-P(As) = 0,965 25, tj. zafizeni je spolehlivé asi na 96,5 %,
neboli poruchovost zafizeni je 3,475 %.

Uloha 4. Uvazujme t#i paralelné zapojené soucastky Sy, Sz a Sz (obr. [3).
Jaka je pravdépodobnost, Ze ,zafizeni slozené z paralelné zapojenych
soucastek Sp, S a S3 bude funkéni“ (jev A), jestlize pravdépodobnost
poruchy soucastky Sy je 0,01, pravdépodobnost poruchy soucastky Sa je
0,025 a pravdépodobnost poruchy soucastky S3 je 0,03.

=] [¢] [=]

Obr. 3: Paralelni zapojeni tii souc¢astek Si, Sz a S3

Resent. V této tloze mame moinost postupovat jako v fﬂoze ale pfimy
vypocet vede k uvaze A = A; U Ay U Ajz, kde A; oznacuje jev, kdy

soucéstka S; neselze, tedy je funkéni. Vhodnéjsi je uvazovat dopliikové
jevy a pocitat ze vztahu A = Ay N Ay N A3. Zafizeni tedy bude funkéni
s pravdépodobnosti

P(A)=1-PA)=1-(1-P(A)) (1 -P(A2))- (1 - P(43)) =

=1-(0,01-0,075-0,03) =0,999977 5.

Pracnéjsi, ale zajimavou alternativou feSeni je vyuzit modifikaci prin-
cipu inkluze a exkluze (viz napf. [0 s. 99-105]). Stru¢né piipomenme, Ze
pro tfi jevy plati

|A1 U Aa U Az| = [Aq]| + [A2| + [A3] -
— A1 N Ag| — |Aa N Ag| — |A1 N As| + |A1 N Ay N Asl.

Toto pravidlo muzeme vyslovit a dokazat s pravdépodobnosti jevu misto
mohutnosti mnoziny ve formé:

P(A1UA2UA3) :P(A1)+P(A2)+P(A3) —
— P(A1NAs) — P(A3N A3) — P(A1 N A3) + P(A1 N As N Ag).

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Pravdépodobnosti pruniki jevi pak dopocteme jako souciny diky nezé-
vislosti jevi.

Uloha 5. Uvazujme t¥i sériové zapojené soucastky Sy, So a Sz (obr. 4)).
Jaka je pravdépodobnost, Ze ,,zafizeni sloZené ze sériové zapojenych sou-
Castek Sp, So a S3 bude funkéni® (jev A), jestlize pravdépodobnost po-
ruchy souc¢astky S; je 0,01, pravdépodobnost poruchy soucéstky Ss je
0,025 a pravdépodobnost poruchy soucéastky Ss je 0,03.

[ S, [ | S, | [ S; [
Obr. 4: Sériové zapojeni soucastek Si, Sz a S3

Resent. ZaFizeni bude funkéni, jestlize mezi misty X a Y budou v sério-
vém zapojeni funkéni vSechny tii soucastky. Oznacme A; (resp. A, A3)
nahodné jevy ,soucastka Sy (resp. So, S3) je funkéni®. Pravdépodobnost
jevu A je pravdépodobnosti pruniku jeva A;, Ay a Asz. Jevy Ap, As a
Aj jsou nezavislé, proto

P(A) = P(A1) - P(As) - P(A3) = 0,99 - 0,975 - 0,97 = 0,936.

Zafrizeni bude funkéni s pravdépodobnosti pfiblizné 0,936, poruchovost
zalizeni je pfiblizné 0,064.

Uloha 6. Kazdé ze dvou sériové zapojenych cerpadel (podobné jako na
obr. [2)) pracuje nezavisle na druhém bez zavad s pravdépodobnosti 0,95.
Jaky tdaj smi vyrobce uvést na etiketu o pravdépodobnosti bezproblé-
mového chodu celé soustavy ¢erpadel? (|2, s. 127])

Resent. Zafizent pracuje bez problému, pokud obé ¢erpadla funguji, tedy
s pravdépodobnosti P = 0,952 = 0,902 5.

Uloha 7. Pumpa se skladéa z Sesti na sob& navzajem nezavislych sou-
¢asti, z nichz kazda prestane pracovat s pravdépodobnosti 0,05. Kdyz
prestane pracovat aspoil jedna soucéast, vypadne pumpa z provozu. Jak
velké je pravdépodobnost, Ze ,ztstane pumpa stat® (jev A)7? ([2, s. 136])
Resent. Postupujeme tvahou jako v tloze |5} Sériové zapojeni vyplyva ze
zadéani dlohy, Ze pro funkénost celého zarizeni musi byt funkéni vSechny
jeho soucasti. Ozna¢me nahodny jev A; ,,i-ta souc¢ast pumpy je funkéni®,
pak P(A;) = 0,95. Hledan4 pravdépodobnost jevu A je

P(A)=1—P(A))-P(As)-... - P(Ag) =1 —0,95° = 0,2649.
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Pumpa ziistane stat s pravdépodobnosti piiblizné 0,265, zatimco bude
funkéni s pravdépodobnosti pfiblizné 0,735.

Uloha 8. Kazdy ze spinaci A, B, C ve schématu na obr. |5 je zapnuty
nebo vypnuty nezavisle na ostatnich s pravdépodobnosti 0,5. Proud pro-
chéazi obvodem, jestlize prochazi aspon jednou vétvi schématu. S jakou
pravdépodobnosti prochézi proud z X do Y7

e
X /‘ Y

C

Obr. 5: Schéma zapojeni spinac¢i

Resent. Pro jednoduchost oznaéme sepnuti spinace A jevem A, analo-
gicky sepnuti B a C jevy B a C, jevem D pak ozna¢me prichodnost
obvodu. Resme nejprve, zda je horni vétev prichozi, tedy nastane A
a zaroven B,

P(ANB) = P(A)- P(B)=0,5-0,5=0,25.

Dolni vétvi poteée proud s P(C) = 0,5. Jednodussi je spoéitat pravde-
podobnost neprichodnosti obvodu, tedy neprichodnosti obou vétvi

P(D)=P(ANB)-P(C)=(1-025)-(1—05) = 0,375,

proto P(D) =1 — 0,375 = 0,625. Alternativné muZzeme P (D) spocitat
piimo ze vzorce pro sjednoceni jevi, kterymi je prichodnost jednotlivych
vétvi:

P(D)=P(ANB)UC)=PANB)+P(C)—P(ANBNC) =
=0,25+0,5— 0,125 = 0,625.
Z X do Y prochézi proud s pravdépodobnosti 0,625.

Uloha 9. Kazda ¢ast Cy, Cy, C5 a C, pFistroje ve schématu na obr. |§|
mé nezavisle na ostatnich riaznou pravdépodobnost poruchy: ¢ast C; 0,1,
¢ast Cs 0,15, ¢ast C5 0,18 a ¢ast Cy 0,12. S jakou pravdépodobnosti
zafizeni nefunguje?

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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C1 Cs
X | Y
Cs Cy I]

Obr. 6: Schéma zapojeni

Resent. Kazda z vétvi funguje jen tehdy, kdyz spravné funguji sou¢asné
obé jeji ¢asti (C1 a Co, resp. Cs a Cy). Pristroj funguje, pokud funguje
aspoii jedna z jeho paralelné zapojenych vétvi. Oznatme A; (resp. As)
nahodny jev, Ze ,funguje vétev s ¢astmi Cy a Cy“, a jev As, Ze ,funguje
vétev s ¢astmi C3 a Cy“. Pak

P(A;)=(1-0,1)-(1-0,15)=0,9-0,85 = 0,765.
Podobné pro druhou vétev
P(A3)=(1-0,18)-(1-0,12) =0,82- 0,88 = 0,721 6.

Pak P(A;) = 0,235 a P(Ay) = 0,2784. Cely pristroj nefunguje (jev C),
pokud selzou obé vétve: P(C) = 0,235-0,278 4 = 0,065 4. Piistroj nefun-
guje s pravdépodobnosti pfiblizné 0, 065.

Pii vypoétu v8ak muZeme postupovat také takto: Ozna¢me Nj jev
,hepracuje ¢ast C1“, podobné jevy Ny, N3, Ny pro ¢asti po fadé Cy, Cs,
Cy; déle ozna¢me A; nefunkénost horni vétve, A, nefunkénost spodni
vétve a C nefunkénost celého piistroje. P(Ny) = 0,1, P(N2) = 0,15,
P(N3) =0,18, P(Ny) = 0,12, dle pravidla pro pravdépodobnost sjedno-
ceni nastane selhani vétvi s pravdépodobnosti

P(A;) = P(N; U N3) = P(Ny) + P(N3) — P(N; N No) =
=0,1+0,15— 0,015 = 0,235,

— 0,18 + 0,12 — 0,0216 = 0,2784.

Stroj nepracuje, jestlize nepracuji obé vétve zaroven, tedy
P(C) = P(A; N Ay) = P(A) - P(A3) = 0,235 - 0,2784 = 0, 065 424.
Hledana pravdépodobnost je P(C) = 0,065.
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3. Ulohy rozsifujiciho uéiva z technické praxe
Nyni prejdéme k pravdépodobnostnim tloham, které vyzaduji hlubsi
znalosti ¢i avahy.

Uloha 10. Vyrobni linka zpracovava dohromady dva polotovary: prvni
polotovar dodéva pfistroj A a druhy polotovar jeden ze dvou pfistroju B.
Linka se zastavi, pokud néktery z polotovarii nebude dodan (pokud ale-
spoi jeden z piistroji B funguje, druhy polotovar je k dispozici). Pravdé-
podobnost zastaveni A je 0,001, pravdépodobnost zastaveni celé linky je
0,005. Spocitejte pravdépodobnost zastaveni pristroje B za predpokladu,
Ze oba pfistroje B maji shodnou pravdépodobnost zastaveni a tyto jevy
i zastaveni piistroje A jsou nezavislé.

Resent. Nejprve si uvédomime, Ze k celkovému zastaveni (jev C' s prav-
dépodobnosti P(C) = 0,005), je tieba zastaveni bud A (jev A s pravdé-
podobnosti P(A) = 0,001) nebo obou pfistroji B (jev X s pravdépodob-
nosti P(X) = P(B)?, kde P(B) je hledana pravdépodobnost zastaveni
pristroje B). Tedy C' = AU X, a proto

P(C)=P(A)+P(X)—P(ANX)=P(A)+ P(X)—P(A)- P(X).
Po dosazeni dostaneme:
0,005 = 0,001 + P(B)* — (0,001 - P(B)?).
Z toho plyne P(B) = 0,0633.

Mizeme vyuzit také alternativni postup vypocétu pomoci doplitkového
jevu

P(C)= P(AUX) = P(4) - P(X),
tedy
1—0,005 = (1—0,001) - (1 — P(B)?),

odtud shodné dostavame P(B) = 0,063.

Uloha 11. Hlavni zdroj elektfiny vypadne béhem smény s pravdépo-
dobnosti 0,005. Nouzovy zdroj elektiiny se nepodaii spustit s pravdépo-
dobnosti 0,02, ale Ize pfipravit vice takovych zdroji. Kolik nouzovych
zdroji ma byt pripraveno, aby pravdépodobnost vypadku vSech zdroju
byla niz&i nez 10~%? Parametr k je pfirozené &islo, v zavislosti na kterém
pocitame (povazujme vypadky zdroji za nezavislé jevy).
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Resend. Pii FeSeni tlohy je vhodné si uvédomit, ze pfidanim vice ndhrad-
nich zdroja se celkova pravdépodobnost selhani vSech zdroji najednou
snizuje, proto pro parametr k spoc¢itame, kolik zdroja je zapotiebi bez
ohledu na neceloéiselnost vysledku, a pouzijeme horni celou ¢ast. Systém
selze (jev S), pokud vypadne nejen hlavni zdroj, ale zéroveii x nahrad-
nich zdroji, tedy P(S) = 0,005 - 0,02%, odtud 10~ > 0,005 - 0,027,

—k — log(0,005)
log(0,02)

Pocet potifebnych ndhradnich zdroja je pak horni cela ¢ast z x, pokud
vyjde nezéporn4, jinak 0 (p¥i nizkych narocich sta¢i hlavni zdroj).

Uloha 12. Vyrobek je vadny s pravdépodobnosti 0,02. Kontrolni tym
prochézi viechny vyrobky a bezvadny produkt uzna za vadny s pravdé-
podobnosti 0,05, vadny produkt uzna za bezvadny s pravdépodobnosti
0,02. Jaky je podil vadnych vyrobkt mezi uznanymi za bezvadné pii
praci jedné kontroly? Jaky je tento podil pfi praci dvou nezévisle fun-
gujicich kontrol, jestlize k vyfazeni sta¢i nesouhlas jedné kontroly? Jaky
je podil, pokud prvni kontrola projde vSe, ale druha kontrola prochazi
pouze vyrobky vyhodnocené prvnim tymem jako vadné a uznéva do pro-
deje ty, které povazuje za bezvadné?

Resend. Tuto tlohu lze Fesit pomoci takzvané Bayesovy véty (vize napr.
[4]), ale my ji budeme Fesit avahou. Oznafme P; pravdépodobnost vy-
roby vadného vyrobku a P, pravdépodobnost oznaceni bezvadného za
vadny a P3 oznadeni vadného za bezvadny. Z davky vyrobki (napiiklad
o @ kusech, toto ¢islo nebude hrat roli) oznacime po kontrolach Gasti:
pocet bezvadnych za bezvadné oznacené ()1 a pocet vadnych povazova-
nych za bezvadné @)2. Pravdépodobnost, Zze vadny vyrobek bude mezi
oznacenymi za bezvadné je pomér P = Q2/(Q1 + Q2).

Zbyvajici ¢ast FeSeni zavisi na systému a poc¢tu kontrol, nejprve uva-
zujme jedinou kontrolu. Bezvadné vyrobky oznacené za bezvadné jsou
v poctu Q1 = Q- (1 — Py)- (1 — Py), prvni nasobeni znamené, %e nejsou
vadné, druhé, ze prosly kontrolou. Naopak vadné, uznané za bezvadné
jsou v poétu Q2 = Q- P; - P3, kde prvni nasobeni znamena, Ze jsou vadné,
nasobeni P3 pak chybu kontroly. Q se ve zlomku zkrati, tedy evidentné
pravdépodobnost nezavisi na velikosti vyrobni davky. Po dosazeni za Q1
a Qo dostavame

Q2

P:Q1+Q2
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Pfi dvou kontrolach se pii vypocétu poc¢tu kusti musi obé kontroly
shodnout, proto se ¢lenem vyjadifujicim nézor kontroly nasobi dvakrat,
tedy

=Q 1-P) 1-PR) 1-PR),
analogicky
Q2=Q PP Ps.

Hledané pravdépodobnost je tedy
Q Q-P-P3-P3
Qi+Q: Q- (1-P)-(1-P)-(1-P)+Q-P-P3-P3

Po zkraceni @), dosazeni hodnot za Py, Py, P3 a zaokrouhleni dostavame
P = 0,000009 05.

P =

nesluéitelnych jevii, bud prvni kontrola bezvadny vyrobek schvali a druha
ho jiz nekontroluje, nebo prvni kontrola vyrobek vytadi, ale druha ho
schvali, tedy

Qi=Q -1-P)-(1-P+ P (1-P)).

Naopak Qo vychazi ze dvou nesluditelnych jevi: bud prvni kontrola
oznadi vadny vyrobek za bezvadny, nebo prvni kontrola vadny vyrobek
vyfadi, ale druhé jej povazuje za bezvadny a zvrati jeho vyrazeni, tedy

Q2=Q P (P3+(1—Ps)-Ps).
Po dosazeni dostéavame

Q-P-(Ps+(1—Ps)-Ps)

PTQ U P T RT0-P) P TQ P (B (B By

a po vycisleni a zaokrouhleni P = 0,000 81.

V feSeni si v§imnéme, Ze teti strategie pFinasi vyrazné vétsi chybu, ale
firma ji miZe preferovat, protoze objem prace druhé kontroly se oproti
druhé varianté fadové snizi a protoze nepocitame pocet vyfazenych bez-
vadnych vyrobki, ktery je v prvnim a zejména druhém piipadé vyssi.
Jinymi slovy, pfi snizovani podilu zmetk, jako napfiklad v druhé strate-
gii, provedeme obrovské mnozZstvi kontrol a bude vyfazeno mnoho bez-
vadnych vyrobki, coz samoziejmé piinasi vyrobci dodateéné naklady.
Tyto aspekty 1ze pridat do prikladu, pokud bychom chtéli uvést problém
ekonomicky a nikoli technicky.

14 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Uloha 13. Starsi viiz je tieba opravit. Mechanik muize provést opravu
originalnimi dily a sniZzit riziko poruchy v nasledujicim obdobi na 0,005
za 17000 K¢, nebo repasovanymi dily snizi riziko poruchy na 0,02 za
2000 Ke¢. Pii jaké skodé vzniklé piipadnou poruchou se vyplati ktera
oprava (uvazujeme, Ze v piipadé poruchy vznikne shodna skoda nezavisle
na dilech)?

Reseni. Celkové néklady jsou v obou pifpadech naklady na opravu se-
¢tené s oekavanymi Skodami pfipadné poruchy, coz je $koda nésobena
pravdépodobnosti poruchy. Ocekédvané naklady pii drazsi opravé jsou
tedy

C1 = 17000 + 0,005 - z,

kde z jsou Skody. Obdobné pro levnéjsi opravu
Cs =2000 + 0,02 - .
Ovérujeme, kdy se vyplati drazsi oprava, tedy

Cl < CQ,
17000 + 0,005 - < 2000 + 0,02 - x,
1000000 < z.

Pokud by porucha zpiisobila Skodu pfes 1 milion korun, vyplati se nyni
drazsi oprava. Pokud by byla hrozici 8koda nizsi, vyplati se levnéjsi
oprava. Nutno dodat, ze finan¢ni rozvahu opravar obvykle pocitat ne-
bude, ale zptisob opravy bude zvazovat podle aktualni ceny vozu.

Uloha 14. Dodavatel chysta vyrobu, pii které garantuje pravdépodob-
nost zmetki mensi nez 0,02. Bohuzel se ukaze, ze linka je poskozena a
vyrabi 0,05 vadnych vyrobkt. Dodavatel ma moznost nechat vyrobky
zkontrolovat (uvaZujme, Ze kontrola ur¢i vadnost spolehlivé), ale kont-
rola je nakladna. Jak velkou ¢ast vyrobené sady méa nechat zkontrolovat,
aby doséhl cilového vyskytu do 0,02 zmetka? Kolik by musel zkontrolo-
vat, pokud by kontrola misto naprosté spolehlivosti délala chybu u 0,005
kontrolovanych vyrobka?

Resend. Musime snizit podil zmetkt mezi vyrobky pod 0,02. Velikost cel-
kové dodavky ozna¢me @, podobné jako v tloze [12] by tato neméla hrat
roli. Ozna¢me P; nezndmou pravdépodobnost, Ze vyrobek byl zkontrolo-
van, P, = 0,05 pravdépodobnost, ze nezkontrolovany vyrobek je zmetek.
Zmetki ztistavsich po kontrole je Q- Py-(1— P ), pocet vyrobkd nasobime
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pravdépodobnosti, Ze jde o zmetek, a dale pravdépodobnosti, Ze nebyl
kontrolovan. Pocet celkovych vyrobkia je z @ snizen o pocet zmetkd,
které byly kontrolovany @ - P; - Py, tedy feSime

Q-P-(1-P)

0,02 > ,
Q-Q -~ -P

dopocitame

30
P — = 122.
1> 19 0,6

Je tedy tieba zkontrolovat pies 61,2 % vyrobki z celkové varky.

Pokud uvazujeme chybovost kontroly, neodhalenych zmetki je navic
Q - Py - P; - 0,006 — vadnych, zkontrolovanych, ale nevytazenych diky
chybé kontroly. Celkovy pocet nevyfazenych vyrobki bude zvysen o tyto
pridané zmetky, ale snizen o chybné vyrazené zkontrolované bezvadné
vyrobky, kterych je Q- (1 — P) - P; - 0,005, tedy FeSime

Q-P-(1—P)+Q-Py-P-0,005

0,02 > )
Q—-Q-P,-PL+Q-P,-P-0,005—Q (1—F)-P;-0,005
dopocitame
125
P>—= .
1> 131 0,679 3

Je tedy tieba zkontrolovat pies 67,93 % vyrobka.

3.1. Uplna pravdépodobnost a Bayesova véta

Posledni tlohy vyuzivaji vétu o tplné pravdépodobnosti a Bayesovu
vétu.

Véta o uplné pravdépodobnosti fika: Méjme systém jevi A1, As, ..., Ay
spliwugict A; N Aj =0 pro vSechna i,j € {1,2,...,n}, i # j. Pokud B =
= UL, (BN A;), pak plati P(B) = ", P(B|A;) - P(4;). Idea véty je
v rozdéleni jevu B na situace, kdy musel nastat pravé jeden z jeva A;.
Toto aplikujme v nasledujici dloze.

Uloha 15. Dva stroje vyrabi ty# vyrobek. Prvni stroj vyrobi 60 % a
druhy 40 % celkové produkce. Pravdépodobnost vyrobeni zmetku u obou
stroju je po fadé 0,05 a 0,03. Jaki je pravdépodobnost, Ze ,nédhodné
vybrany vyrobek z produkce je zmetek® (jev A)? (|3], s. 64—65])
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Reseni. Necht A, (resp. As) je jev ,nahodné vybrany vyrobek pochazi
z prvniho (resp. druhého) stroje“. Pii nalezeni poskozeného vyrobku
vime, Ze tento vyrobek musel vyrobit néktery z pristroja, ale zadny vy-
robek nepochézi o obou najednou, coz spliiuje podminky véty o tplné
pravdépodobnosti. Pak P(4;) = 0,4, P(As) = 0,6, P(A|4;) = 0,05,
P(A]As) = 0,03. Z véty o tplné pravdépodobnosti dostavame

P(A) = P(A1) - P(A|A;) + P(43) - P(A]Ay) =
=0,6-0,0540,4-0,03 = 0,042.
Bayesova véta ¢i Bayesuv vzorec je dusledek véty pro uplnou pravdé-

podobnost: Méjme systém jevi Ay, As, ..., A, splitujici A;NA; =0 pro
vSechna i,j € {1,2,...,n},i # j. Pokud B =J!_, (BN A;), pak plati

_ P(BJAj) - P(Ay)
PO = S p(BiAy - PG4

Vétu budeme aplikovat v nasledujicim piikladu.

Uloha 16. V dilné pracuje deset strojii, kazdy za sménu vyrobi stejny
pocet vyrobkil. P&t stroji ve skupiné A vyrobi 95 % vyrobkt v pozado-
vané kvalité, skupina B t¥{ stroji 80 % kvalitnich vyrobkt a skupina C
dvou starsich stroja jen 75 % vyrobki. Ze vSech vyrobki ulozenych ve
skladu jsme ndhodné vybrali jeden vyrobek, ktery mél pozadovanou kva-
litu. Jaka je pravdépodobnost, ze ho vyrobil néktery ze stroju ve sku-
piné A?

Regeni. Oznacime A nahodny jev, ze ,,vybrany vyrobek vyrobil néktery
ze stroju ve skupiné A“, B ndhodny jev ,,vybrany vyrobek vyrobil stroj
ze skupiny B*, C' ndhodny jev ,vybrany vyrobek vyrobil stroj ze sku-
piny C*“ a N ndhodny jev ,,vybrany vyrobek je poZzadované kvality“. Pak

P(A) = fo = 0,5, P(N]A) = 0,95, P(B) = 3 = 0,3, P(N|B) = 0.8,
P(C) = {5 =02a P(N|C) = 0,75. Dile dosazenim do Bayesova vzorce
vypocitame:
P(A) - P(N|A)+ P(B)-P(N|B)+ P(C)- P(N|C)
0,5-0,95

= = 0,549.
0,5-0,95+0,3-08+0,2-0,75
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Zaveér

Prispévek na piikladu uciva pravdépodobnosti poukazal na mezipred-
métové vztahy mezi matematikou a fyzikou a nabidl feSeni tloh obsa-
hové zaméFenych na technickou praxi. Ulohy mohou uéitelé matematiky
a fyziky vyuzit ve své vyuce nebo je se zaky Fesit v hodinach zajmové
matematiky.
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