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MATEMATIKA

Parabola jako most mezi priiméry a funkcemi

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

V matematice neni nijak neobvyklé, Ze se zdanlivé odlisné oblasti jako
geometrie, algebra ¢i teorie ¢isel ¢asto prekvapivé prolinaji. Jednim z pii-
kladid je moznost konstruovat parabolu pomoci prostredkt, které maji
svij ptvod v aritmetice, konkrétné ve studiu priméri. Tento piistup
otevira prostor k hlubs§imu porozuméni nejen vlastnostem paraboly, ale
i 8ir8im souvislostem mezi pythagorejskymi prameéry, kvadratickym prua-
mérem a geometrickou konstrukei krivek.

Parabola, jedna ze t¥i klasickych kuzelosecek, je geometrickym ttva-
rem, ktery na sebe od starovéku poutd pozornost matematiki i védct
mnoha dalsich obort. Jeji piibéh se zacind psat ve starovékém Recku,
v dobé&, kdy se geometrie rozvijela spiSe jako teoreticka véda, nez jako na-
stroj pro feSeni praktickych problému. Pravé tehdy, ve 3. stoleti pt. n. 1.,
systematicky studoval kuzelosecky Fecky matematik Apollonios z Pergy
(asi 240 p. n.l-asi 190 p. n. 1.). Ve svém osmisvazkovém dile Konika
— Pojednani o kuZeloseckdch nejenze definoval pojem paraboly, ale spo-
le¢né s elipsou a hyperbolou je odlisil pomoci Fezil rota¢niho kuzele rtizné
orientovanou rovinou Apolléniovo dilo pfedstavovalo vrchol fecké ge-
ometrie a ovlivnilo matematiku po nasledujicich témér dvacet stoleti
[T, 4.

I kdyz byly paraboly ptvodné popsiny geometricky, jejich skuteény
vyznam se zacal projevovat az s pfichodem analytické geometrie, kterou
v 17. stoleti rozvinul René Descartes (1596-1650). Ten pievedl studium
geometrickych ttvari do podoby algebraickych rovnic, ¢imz umoznil
presné vyjadieni paraboly pomoci rovnice druhého stupné. Tento pristup
otevtel cestu k dalsimu hlubokému propojeni mezi geometrii a algebrou.

Mezitim vSak parabola sehrala kli¢ovou roli i ve fyzice. Galileo Ga-
lilei (1564-1642), otec moderni mechaniky, v 17. stoleti experimentalné
prokazal, Ze draha télesa vrzeného Sikmo v gravitaénim poli Zemé (bez
odporu vzduchu) méa tvar paraboly. Timto zptisobem se geometrie pa-
raboly poprvé prfimo propojila s realnym svétem a zacala se uplatiiovat
v popisu pohybu.

D Zachovalo se pouze 7 dild, 4 dily v feckém originalu, 3 v arabskych prekladech.
Osmy dil je povazovan za ztraceny.
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V nasledujicich staletich se parabola stala béznym néstrojem v celé
fadé matematickych disciplin, kde se uplatiiuje ve stereometrii, linearni
algebte, komplexnich ¢islech i matematickém modelovani.

Urcité predstavy odpovidajici aritmetickému ¢ geometrickému pri-
méru se objevily jiz v Mezopotamii a starovékém Egypté. Mezopotamci
pfi obchodovani nebo astronomii pouzivali prostfedni hodnoty, které
odpovidaji aritmetickému nebo geometrickému primeéru. Egyptané pii
praktickych vypoétech (napf. pii odhadech ploch poli nebo objemi sy-
pek) nahrazovali nepravidelné tvary jednodussimi (obdélniky, lichobéz-
niky) a pouzivali pfiblizné hodnoty rozméri, coz casto odpovida vyuziti
prumérnych hodnot délek nebo prafezi.

Pythagoras (asi 570 p¥. n. L—asi 510 pf. n. l.) a jeho nasledovnici
(pythagorejci) ve starém Recku byli prvni, kdo priméry pojmenovali a
systematizovali. Priméry tvorily dilezity prvek v ramci jejich uceni o ¢is-
lech a harmonii. Ve snaze vyjadfit rovnovahu a proporci definovali t¥i
zékladni typy primérti mezi dvéma kladnymi &isly: aritmeticky, geomet-
ricky a harmonicky. Tyto praméry byly nejen matematickym nastrojem,
ale i vyrazem pythagorejské viry v uspofadany a ¢Ciselné vyjadritelny
vesmir [2], 3] [5].

Pro potieby ¢lanku nyni pfipomenme formulaci aritmetického (A),
geometrického (G) a dale jesté kvadratického (Q) pruméru kladnych re-
alnych ¢isel a, b, které definujeme nasledujicim zpusobe

a+b

a? + b2
2’ ’

2

A(a,b) = G(a,b) = Vab, Q(a,b) =

Na obr. 1 (vlevo) si miZzeme vSimnout, ze G < A < Q.

2)Pro harmonicky prumeér plati

2 2ab
H(a,b) = —— = .
(a.0) Lyl aqto

Recky matematik Eudoxos z Knidu (asi 408 pf. n. l.—asi 355 pf. n. 1.) doplnil
zakladni typy praméra o tzv. kontraharmonicky primér, pro ktery plati
a? + b2

C(a,b) = P

Snadno lze ukazat, ze

H(a,b) +C(a,b) = a +b.
Kvadraticky pramér je také oznacovan jako ,RMS* (root mean square) a je b&zné
vyuzivan v elektrotechnice pro vypocet efektivni hodnoty stfidavého napéti.
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Obr. 1: Konstrukce aritmetického (A), geometrického (G) a kvadratického (Q)
priméru kladnych redlnych &isel a, b (vlevo). Stopa, kterou opisuje bod H jako
prusec¢ik kvadratického (Q) primeéru a priméru kruznice DG (vpravo).

V dalsi ¢asti ¢lanku budeme uvazovat kruznici s primérem o délce
a + b (obr. 1, vlevo), ve které provedeme konstrukei aritmetického (A),
geometrického (G) a kvadratického (Q) praméru. Zaméfime se na rovnici
a vlastnosti kiivky, kterou ziskdme sledovanim stopy bodu H (prisecik
kvadratického priméru a priaméru kruznice DG) v piipadé, Ze budeme
pohybovat bodem C' podél priméru kruznice (obr. 1, vpravo).

Odvozeni rovnice kfivky

Pii odvozeni rovnice kiivky, kterou jsme ziskali vySe uvedenou kon-
strukci, budeme vychézet z obr. 2, kde kruZnice ¢ je urena rovnici

2 4 y? = A%
Pokud déle zavedeme parametr ¢ = |OC|, pak pfimka OD ma rovnici
A
Y= A— ?LE, (1)

a piimka EC rovnici

VE—E

=—7. 2
y ; ()
Parametr ¢ odstranime tak, Ze z rovnice piimky vyjadiime
. Az ,
A-y
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a dosadime do rovnice

2 2
y= Az xZi('A —$)
i 2A
y
E
e D

H
A a o ¢ b s %
t
G _/

Obr. 2: Urceni rovnice kiivky, t = |OC|

Postupnymi dpravami jsme ziskali rovnici kfivky, kterd odpovida pa-
rabole (obr. 3). Ctenaf se muZe snadno presvédcit, Ze ohnisko vsech
takovych parabol lezi v po¢atku soustavy souradnic.

Zavér

Parabola je béZnou soucasti stiedoskolské vyuky, kde predstavuje je-
den ze zakladnich typu kvadratické funkce. Jeji grafické znazornéni je
vychozim bodem pro porozuméni pojmum jako je vrchol, osa soumér-
nosti, diskriminant ¢i priseciky s osami soustavy soufadnic. Kromé toho
slouzi jako brana do svéta aplikované matematiky, jelikoz parabola je
dilezita nejen teoreticky, ale i prakticky.

Ve fyzice a technice se parabola vyuziva napfiklad v navrhu para-
bolickych zrcadel pro sbér svételnych ¢ zvukovych paprskii (v telesko-
pech, reflektorech, mikrofonech), v balistice k popisu trajektorii stiel,
ve stavebnictvi jako tvar obloukt u nékterych typti mosti nebo kleneb.
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— 4=1
A=2

— 4=3

T T T T 4 T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X
s i . s 142 2
Obr. 3: Kiivky reprezentujici funkci uréenou rovnici y = 57 (A" — 2%) pro

A=1,23

V astronomii se parabola objevuje ve vypocétech drah nékterych kosmic-
kych téles a ve statistice i informatice je vyuzivana pfi aproximacich a
optimalizacich.

Parabola tak pfredstavuje dokonaly piiklad matematického objektu,
ktery propojuje starovékou geometrii, renesané¢ni fyziku, moderni vypo-
Gty a technickou praxi. Jeji tvar je nejen esteticky pisobivy, ale zaroven
matematicky bohaty a funkéné uzitecny.
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