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MATEMATIKA

Implicitni funkce v roviné

David Cichra

Abstrakt. Zabyvame se rovnicemi tvaru F(z,y) = 0, které v roviné popi-
suji k¥ivky. Takova rovnice nemusi uréovat hodnotu y jednoznaé¢né jako funkci
proménné x. UkadZeme vSak, Ze v okoli vhodné zvoleného bodu miize lokalné
vzniknout funkce y = f(x). Na pfikladu kruZnice vysvétlime rozdil mezi glo-
bélnim a lokdlnim pohledem, zavedeme pojem implicitni funkce a formulujeme
vétu o jeji existenci. Text je urfen predevsim stfedoskolskym studentim se za-
jmem o rozsifujici matematiku a predpokladé znalost funkci jedné proménné,
limit, spojitosti a zakladnich pravidel pro derivovani.

1. Explicitni a implicitni zadani vztahu v roviné

Vyjdeme ze zndmého explicitniho zadani funkce a postupné prejdeme
k rovnicim v roviné. U nich nas nebude zajimat jen kiivka jako celek,
ale také jeji chovani v okoli konkrétniho bodu. Ukaze se, ze tataz kiivka
miiZe v okoli jednoho bodu ur¢ovat proménnou y jednoznacéné jako funkci
proménné x, zatimco v okoli jiného bodu nikoli. Pravé v takové lokalni
situaci budeme mluvit o implicitni funkei. Struktura tvodni ¢asti je in-
spirovana textem [I].

Funkci jedné redlné proménné na mnoziné D C R rozumime piedpis
f: D — R, ktery kazdému = € D pfifazuje pravé jedno realné ¢islo f(x).
Casto takovou funkci zapisujeme jako

y = f(z). (1)

Toto zadani nazyvame explicitni, protoZe proménna y je ptimo vyjadiena
pomoci proménné x. Napf. rovnice y = z? — 4 piimo uréuje hodnotu y
pro kazdou hodnotu z.

Podstatna vlastnost explicitniho zapisu tedy spociva v tom, ze kaz-
dému pripustnému x piitazuje pravé jednu hodnotu y. Rovnice v roviné
vSak mohou nejprve popisovat pouze podminku, kterou maji dvojice
[z,y] spliovat. Teprve potom se ptame, zda tato podminka urcuje y
jednoznac¢né jako funkci proménné z, alesponn v okoli nékterého bodu.
Takovy obecnéjsi vztah budeme zapisovat rovnici

F(z,y) =0. (2)
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MATEMATIKA

Takové zadani nazyvame implicitni. Proménné x a y jsou v ném svazany
spoleénou podminkou, ale proménné y nemusi byt piimo vyjadiena po-
moci proménné z. Jestlize rovnice F(z,y) = 0 v okoli zvoleného bodu
skuteéné urcuje y jako funkci x, budeme mluvit o implicitni funkci.

Abychom mohli rovnice tvaru presné popisovat, budeme pracovat
s funkcemi dvou realnych proménnych.

Definice 1. Necht D C R2. Funkci dvou redingjch proménngjch na mno-
ziné D rozumime piedpis F': D — R, ktery kazdému bodu [z,y] € D
plifazuje pravé jedno realné ¢islo F'(z,y).

Mnozinu R? budeme chépat jako soufadnicovou rovinu. Jeji body bu-
deme zapisovat ve tvaru [z, y]. Rovnice F(z,y) = 0 potom popisuje mno-
zinu téch bodu roviny, ve kterych mé funkce F' hodnotu nula.

2. Implicitni zadani na prikladu kruznice

Uvazujme funkci
F(z,y) =2 +¢* — L. (3)

Rovnice F(z,y) = 0 m4 tedy tvar
2 +y*—1=0. (4)
Mnozina jejich TeSeni je
M = {[z,y] € R?: 2% +9*> — 1 =0}.
Jde o jednotkovou kruznici se stfedem v pocatku, znazornénou na obr. [I}
y

~

1

~
8

-1

Obr. 1: Mno#zina bodu dané rovnici 22 4+ 3% — 1 = 0, tedy jednotkova kruznice
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Je mnozina M grafem né&jaké funkce y = f(x)? Globalné nikoli. Pro
kazdé x € (—1, 1) totiz existuji dvé rizné hodnoty y, které rovnici spl-
fiuji. Jedna odpovida horni pulkruznici a druh4a dolni. Neni tedy splnéna
podminka jednoznac¢nosti, kterou u funkce pozadujeme.

Presto mize byt kruznice v okoli vhodné zvoleného bodu grafem
funkce. Naptiklad v okoli bodu na horni pulkruznici vidime pouze horni
vétev, zatimco v okoli bodu na dolni ptilkruznici vidime pouze dolni vé-
tev. Rozhodujici tedy neni jen cela kiivka, ale také bod, v jehoZ okoli ji
zkoumame. Takovy pohled nazyvame lokdlni.

Abychom tuto myslenku mohli pfesné formulovat, pfipomeime nej-
prve pojem okoli bodu.

Definice 2. Necht zg € R a § > 0. Okolim bodu zy rozumime otevieny
interval (g — &,79 + §). Necht [x¢,y0] € R? a necht § > 0, ¢ > 0.
Obdélnikovym okolim bodu [xg, yo] rozumime mnoZzinu

(o — 0,0 +6) X (Yo — €,%0 + €)-

2+Y0---

Obr. 2: Obdélnikové okoli bodu [zg, yo] v roviné
Nyni muzeme zavést pojem implicitni funkce.

Definice 3. Necht F': D — R je funkce definovana na mnoziné D C R? a
bod [0, 0] € D spliwje F(xo,y0) = 0. Rekneme, Ze rovnice F(z,y) = 0
urcuje v okoli bodu [xo,yo] implicitni funkci y = f(x), jestlize existuji
kladnéa ¢isla ¢ a € takova, Ze (zg — &, 20 +96) X (yo — &, 90 +¢) C D, a pro
kazdé x € (xg—9,xo+0) existuje pravé jedno y € (yo —e, yo+¢) splirujici
F(z,y) =0. Tim je urcena funkce f: (xg — d,z0 +06) = (yo — &, 90 + €),
pro niz plati f(z¢) = yo & F(x, f(x)) = 0 pro viechna x € (zg—4, xo+9).
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Vratme se ke kruznici dané rovnici . 7 této rovnice dostéavame
y2 = 1 - 127

tedy
y=+1—22 nebo y=-—v1-—22

Prvni pfedpis popisuje horni vétev kruznice, druhy vétev dolni. Nejprve
budeme uvazovat body kruZznice, pro které zo € (—1,1). Krajni body
[—1,0] a [1,0] pak probereme samostatné.

Zacénéme konkrétnim bodem A [%, g} , ktery lezi na horni vétvi. Podle
definice [3| chceme najit takové obdélnikové okoli bodu A, ve kterém bude
pro kazdé uvazované x existovat pravé jedna hodnota y spliiujici rovnici
kruznice.

Zvolme € = ?, 0= i. Pak dostavame obdélnikové okoli

L3y V3 3V3
4’4 47 4 )
Druhé soufadnice vSech bodi tohoto okoli je kladné. Dolni vétev kruz-
nice ma naopak zaporné hodnoty y. Prinik tohoto okoli s kruznici tedy
neobsahuje zadny bod dolni vétve.
Zbyvé ovérit, ze prislusna ¢ast horni vétve ve zvoleném obdélnikovém
okoli skutecné lezi. Pro kazdé x € (i, %) plati
3 7 V15 3v3
R R

13
11
Yy € (@, %) spliujici rovnici kruznice. Touto hodnotou je y = v/1 — z2.

Podle definice [3] tedy rovnice kruznice ur¢uje v okoli bodu A implicitni

funkeci
flx)=+v1-—22

Situace je znazornéna na obr.
Obecné postupujeme stejné. Pro bod [zg,yo] na horni vétvi s zp €
€ (—1,1) plati yo > 0. Volbou € = %> dostavame interval

_ (¥ 3v0
(yO 6ay0+€)_<272>a

Ukézali jsme, Ze pro kazdé x € ( ) existuje pravé jedna hodnota
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Obr. 3: Lokalni existence implicitni funkce v okoli bodu A [ ?]

1
29

ktery obsahuje pouze kladné hodnoty y. Hodnoty y na dolni vétvi jsou
zéporné, a proto v tomto intervalu nelezi. Poté zvolime ¢ > 0 tak malé,
aby pro vSechna x € (xg—d, xo+0) ztistala hodnota v/1 — 22 v uvedeném
intervalu pro y Pro kazdé = € (xg — d,20 + J) je pak ve zvoleném
intervalu pro y pravé jedno feSeni rovnice kruznice, a to y = v/ 1 — 2.
Podle definice [3| zde tedy rovnice 22 + y? — 1 = 0 uré¢uje implicitni funkci

flz) =+v1-—2a2

Pripad bodu na dolni vétvi se ovéfi obdobné. Interval pro hodnoty y
zvolime cely pod osou z, ¢imz vylou¢ime horni vétev. V okoli takového

bodu vzniké funkce
g(x) = —v/1—22.

Podrobné ovéfeni ponechavime ¢tenafi jako cviceni.

Zbyva posoudit krajni body [—1,0] a [1,0]. Uvazujme naptiklad bod
[1,0]. Obr. [ naznacuje, e v zadném obdélnikovém okoli tohoto bodu
nelze dosdhnout jednoznacnosti hodnoty y. Pro hodnoty x < 1 dosta-
tecné blizké jednicce totiz dostavame dvé hodnoty y, jednu kladnou a

2
DNapiiklad lze vzit § = min{%, %’} Pak z z € (z9 — §,z0 + 0) plyne
z € (—1,1). Polozime-li s = v/1 — 22, pak s + yo > yo a zaroveii |z + xo| < 2. Proto

2 2

- - 2
|z — ag] < |z = zo| |z + xo| _ 20
5+ Yo Yo Yo

Odtud plyne s € (%’, M)

< ¥

|s —yol| =

2
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druhou zapornou, pfi¢emz obé splhuji rovnici kruinice Podminka jed-
nozna¢nosti z definice [3| zde selhava. Rovnice 22 + y> — 1 = 0 proto
v okoli bodu [1, 0] neur¢uje implicitni funkei y = f(x). Stejny zavér plati
iv bodé [-1,0].

Obr. 4: Selhani implicitniho zadani v okoli krajniho bodu [1, 0]

Kruznici jsme mohli rozdélit na dvé vétve diky tomu, Ze umime rov-
nici 22 + y? — 1 = 0 vyf¥edit vzhledem k proménné y. U obecné rovnice
F(z,y) = 0 to vSak Gasto mo’né neni. Uvazujme naptiklad rovnici

ze¥ +ye® —1=0. (5)

Neni zfejmé, jak z ni proménnou y vyjadrit elementarnimi prostfedky.
Pfesto bychom radi rozhodli, zda v okoli daného bodu urcuje néjakou
funkci y = f(z). K tomu budeme pot¥ebovat vétu o existenci impli-
citni funkce. Pted jeji formulaci zavedeme dva pojmy pro funkce dvou
proménnych, a to parcialni derivaci a spojitost.

3. Parcialni derivace a spojitost funkci dvou proménnych

U funkce jedné proménné derivace popisuje, jak se méni hodnota
funkce pri malé zméné vstupni hodnoty. U funkce dvou proménnych
muzeme ménit bud proménnou z, nebo proménnou y. Tim dostavame
dvé parcialni derivace.

2)Piesnéji, necht § > 0 a € > 0 jsou zvoleny libovolng. Dale zvolme 0 < h <
< min{&%, 1} a polozme 1 = 1 — h. Potom z1 € (1—6,1+6). Proy; = /1 — ?
plati
yi=1-(1—-h)?=2n-h? <2h<e?,

tedy 0 < y1 < e. Hodnoty y1 i —y1 lezi v intervalu (—e,e) a obé& splauji rovnici
kruznice.
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Definice 4. Necht je funkce F definovana v okoli bodu [z, y0]. Rek-
neme, ze funkce F' mé v bodé [z, yo| parcidlni derivaci podle proménné
x, jestlize existuje limita

F(zo + h,yo0) — F(z0,yo)

li .
hlgb h

Tuto limitu znad¢ime
O (@0, w0)
—(x .
o 05 Y0

Analogicky, funkce F' ma v bodé [zg,yo] parcidlni derivaci podle pro-
meénné y, jestlize existuje limita
F(xo0,y0 +h) — F(x0,%0)

Jimy h ‘

Tuto hmltu znacime
X .
y 05 Y0

Pfi vypoctu parcialni derivace podle jedné proménné povazujeme dru-
hou proménnou za konstantu a pouzivame stejna pravidla jako pii deri-
vovani funkci jedné realné proménné.

Priklad 1. Urcete parcialni derivace funkce
F(z,y) = 32*y? — .

Reseni. Pii derivaci podle x povazujeme y za konstantu. Dostédvime

oF
—(z,y) = 1223y® — 22*.
9 & Y) y
Pti derivaci podle y povazujeme z za konstantu. Dostavame
oF

—(z,y) = 62*y.
9y (z,9) y

Pro formulaci véty o existenci implicitni funkce budeme potiebovat
také spojitost funkci dvou proménnych.

Definice 5. Necht je funkce F' definovana v okoli bodu [z, y0]. Rek-
neme, ze F je spojitd v bod€ [xo,yol, jestlize plati

lim  F(x,y) = F(zo,y0)-

[z,y]—[0,y0]

30 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Intuitivné to znamena totéZz jako u funkce jedné promeénné. Malé
zmény vstupnich hodnot = a y vedou k malym zménédm hodnoty funkce.
U funkei dvou proménnych je v8ak tfeba mit na paméti, Ze k bodu [xg, yo)
se mizeme v roviné priblizovat riznymi sméry.

V dalsim textu budeme vyuzivat zdkladni pravidla pro spojitost. Sou-
¢et, rozdil a soudin spojitych funkci jsou spojité. Podil spojitych funkci
je spojity v téch bodech, v nichZ jmenovatel neni nulovy, a slozeni spo-
jitych funkci je spojité vSude tam, kde je definovano. Spolu se spojitosti
béznych elementarnich a souradnicovych funkci tak mizeme snadno ové-
fovat spojitost mnoha funkci dvou proménnych.

Napriklad funkce

F(z,y) = xe¥ +ye® — 1

je spojita na celé rovind R2. Podrobngjsi vyklad spojitosti funkei vice
proménnych lze najit napiiklad v [2].

4. Véta o existenci implicitni funkce

Vratme se k rovnici . Neumime z ni jednodusSe vyjadfit promeén-
nou y, ale pfesto mizeme za ur¢itych podminek zaruéit, ze v okoli daného
bodu funkece y = f(x) existuje. Tyto podminky popisuje nasledujici véta.

Véta 1 (o existenci implicitni funkce). Necht D C R? obsahuje okoli
bodu [xg,yo] a necht F: D — R je funkce. Ddle piedpokldidejme, Ze

1. F($0ay0) 207

2. funkce F je spojitd v okoli bodu [x,yo],

8. parcidlni derivace %—5 existuje a je spojitd v okoli bodu [zo, yol,

4- %(w07y0) # 0.

Pak ezistuje okoli bodu [xg,yo], ve kterém rovnice F(x,y) = 0 urcuje
spojitou implicitni funkci y = f(x) ve smyslu definice @

Vétu lze ¢ist takto: staci ovérit ¢tyfi relativné snadné podminky — bod
lezi na kfivce, funkce F je rozumné hladké, parcidlni derivace podle y
existuje a je spojita, a v daném bodé neni nulova. Pokud to vSe plati,
méame jistotu, Ze se kiivka v okoli tohoto bodu ,,chova jako graf funkce*
aniz bychom museli y explicitné vyjadfovat nebo ru¢né konstruovat okoli
jako u kruznice.
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Dukaz véty [I] zde neuvadime, protoZze presahuje ramec tohoto ¢lanku.
Lze jej najit napiiklad v [3]. V nésledujici poznamce projdeme jednot-
livé predpoklady véty a na prikladech ukdzeme, co se muze stat, pokud
néktery z nich neni splnén.

Poznamka 1. Véta[l]je postacujicim kritériem pro existenci spojité im-
plicitni funkce. Splnéni v8ech jejich predpokladii tuto existenci zarucuje.
Pokud néktery pfedpoklad splnén neni, véta sama o sobé zadny zaveér
nedava a situaci je tfeba posoudit jinak. V nésledujicich bodech proto
ukizeme, jaka potiz muze nastat pfi vypusténi jednotlivych predpokladii.
1. Bod must leZet na kiivce.
Podminka
F(x0,10) =0

Fika, Ze bod [xo, yo| skutecné lezi na kiivce popsané rovnici F(z,y) =
= 0. Jestlize F'(zo,yo) # 0, pak tato k¥ivka danym bodem neprochazi
a nemé4 smysl mluvit o implicitni funkei prochazejici bodem [z, yo.
2. Spojitost funkce F'.

Predpoklad spojitosti funkce F' souvisi se spojitosti vysledné impli-
citni funkce. Bez néj muZe rovnice F(x,y) = 0 sice lokalng urcovat
y jednozna¢né jako funkci proménné z, ale tato funkce nemusi byt
Spojité.

Uvazujme napiiklad bod [0, 0] a funkci

y—z, .'IISO,
F(z,y) =
y—xz+1, x>0

Plati F'(0,0) = 0 a parcialni derivace podle y existuje, pfi¢emz

oOF
5y (00 =170,

Funkce F' v8ak nenf spojita v bodé [0,0]. Rovnice F(z,y) = 0 v okoli
bodu [0, 0] uréuje funkci

fla) = {”3 e

r—1, x>0,

ta ale neni spojitd v bodé x = 0. Pfiklad ukazuje, Ze bez spojitosti
funkce F' nelze zarucit spojitost implicitné ur¢ené funkce.
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3. Existence parcidlni derivace podle y.
Predpoklad existence parcidlni derivace podle y také nelze vypustit.
Uvazujme funkci
F(z,y) = [y — .
V bodé [0, 0] je tato funkce spojité a plati F/(0,0) = 0. Podle definice
by parcialni derivace podle y v tomto bodé musela byt dana limitou
F(0,h) — F(0,0)

lim = lim @
h—0 h h—0 h

Tato limita vSak neexistuje, protoze pro h > 0 je podil roven 1, za-
timco pro h < 0 je roven —1.

Z rovnice F(x,y) = 0 dostavame vztah |y| = z. Pro kazdé kladné x
dostatecné blizké nule existuji dvé rtzné hodnoty

Proménna y tedy v okoli bodu [0,0] neni urcena jednoznaéné jako
funkce proménné x. Situace je znazornéna na obr.

Obr. 5: K¥ivka |y| = z; v okoli bodu [0, 0] vznikaji pro kladn& = dvé hodnoty y

4. Nenulovost parcidlni derivace podle y.
NavaZzeme na jiz diive zkoumanou funkci

F(x,y) =2 +y* — 1.

Funkce F je spojita v okoli bodu [1,0] a plati F'(1,0) = 0. Parcialni
derivace podle y existuje a je dana pfedpisem

oF

il -9

a9y (z,y) = 2y,
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tedy

oF

—(1,0) =0.

8y( ’ )
Selhava tedy podminka nenulovosti parcidlni derivace. Jak jsme jiz
odtivodnili pfi rozboru krajnich bodi kruznice, v okoli bodu [1, 0]
rovnice F(x,y) = 0 implicitni funkei y = f(z) neurc¢uje. Tato situace
je znazornéna na obr. @

Ptedchozi poznamka ukazuje, pro¢ nelze predpoklady véty pfi jejim
pouziti jednoduSe vypoustét. Zaroven je viak dulezité, Ze jde pouze o po-
stacujici kritérium. Nesplnéni nékterého predpokladu tedy samo o sobé
neznamend, Ze implicitn{ funkce neexistuje.

Nasledujici pozndmka to ukazuje na podmince

oF

aiy(IOvyO) #0,

ktera pro samotnou existenci implicitni funkce neni nutna.
Poznamka 2. UvaZzujme rovnici
P —z=0

a polozme
Flz,y) =y’ — =
V bodg [0, 0] plati F(0,0) =0 a
oF 9 oF

Podminka nenulovosti parcidlni derivace podle y tedy splnéna neni. Pfes-
to z rovnice piimo dostavame funkci y = /x, ktera je definovana a
spojita na celé redlné ose. Implicitni funkce tedy existuje, i kdyz ji vétal[]]
v tomto bod€ nezarucuje.

V nésledujicim pfikladu se vratime k rovnici . S uzitim véty
ukazeme, ze tato rovnice v okoli daného bodu uréuje implicitni funkei.

Priklad 2. Ukazte, Ze rovnice
ze¥ +ye® —1=0

v jistém okoli bodu [1, 0] ur¢uje spojitou implicitni funkci y = f(z).
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Resent. Polozme
F(x,y) = xe¥ + ye* — 1.
Ovéifme predpoklady véty [Il Funkce F' je spojitd, protoze vznika ze
souc¢tl, soudini a skladani spojitych funkci. Dale plati

F(1,0)=1-¢"+0-e' —1=0.

Bod [1,0] tedy lezi na kiivce F(x,y) = 0.
Parcialni derivace podle y ma tvar

OF
oy (z,y) = ze¥ +e”.

Tato parcialni derivace je spojita. V bodé [1,0] dostavame

OF
8—y(1,0)f1+e7é0.

Vsechny piedpoklady véty [1|jsou splnény. Existuje proto okoli bodu [1, 0],
ve kterém dané rovnice urcuje pravé jednu spojitou implicitni funkci

y = f(x).

Situace z pfedchoziho piikladu je znazornéna na obr. [6}

)
A

0] :

Obr. 6: Krivka ze¥ +ye” —1 = 0 v okoli bodu [1, 0]; v tomto okoli ji lze chapat
jako graf spojité funkce y = f(x)

Nasledujici tlohy slouzi k samostatnému procvi¢eni postupu z pred-
choziho prikladu.
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Priiklad 3. Ukazte, ze kazda z nasledujicich rovnic v jistém okoli uve-
deného bodu uréuje spojitou implicitni funkci y = f(x).

a) ¥2 + 2y +y* — 3 =0 v okoli bodu [1,1],
b) 22 +siny — 1 = 0 v okoli bodu [1,0],

¢) In(1+y?) +y— 2 =0 v okoli bodu [0,0].

Zaveér

V ¢lanku jsme se zabyvali rovnicemi tvaru F(x,y) = 0, které v rovingé
popisuji kiivky. Na prikladu jednotkové kruznice jsme vidéli, Zze takova
kiivka nemusi byt globalné grafem funkce y = f(z), ale v okoli vhodné
zvoleného bodu muzZe proménnou y uréovat jednoznac¢né jako funkci pro-
ménné .

Tento lokalni pohled vedl k definici implicitni funkce a k vété o jeji
existenci. Tato véta poskytuje postacujici podminky, za nichZz rovnice
F(z,y) = 0 v okoli daného bodu urcuje spojitou funkci y = f(x). Pokud
néktery predpoklad splnén neni, je tfeba situaci posoudit samostatné.

V navazujicim ¢lanku se budeme zabyvat otazkou, jak urc¢it derivaci
implicitni funkce, aniz bychom proménnou y museli z rovnice explicitné
vyjadrit.
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