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MATEMATIKA

Pythagorejské trojice a nékteré jejich vlastnosti

José Marcial Ndjares Romero, zS Gutova, Praha 10

Hana Kadlecovd, 1. Zdkladni skola, Masarykovo ndm., éz’éany

Pythagorejska trojice je trojice pfirozenych ¢isel (a, b, ¢), ktera spliiuje
rovnost
a’ +b* =2
Jestlize jsou navic ¢&isla a,b,c po dvou nesoudélna, nazyvame takovou
trojici primitivni pythagorejskd trojice
Takové trojice velmi tizce souviseji s Pythagorovou vétou.

Pythagorova véta. Mé&jme trojuhelnik o stranach délek a, b, ¢, pfi¢emz
¢ je nejdelsi strana. Trojihelnik je pravouhly, pravé kdyz a? + b2 = ¢2.

V préci se budeme zabyvat nékterymi vlastnostmi téchto trojic. Napft.
budeme zkoumat, jestli mtze byt rozdil nejvétsiho ¢lenu a jiného ¢lenu
této trojice libovolné prvocislo. Je znamo, zZe pro kazdou pythagorejskou
trojici plati, Ze alespon jeden ¢len musi byt délitelny t¥emi (podobné je
alesponi jeden ¢len délitelny ¢tyfmi a alespon jeden délitelny péti), viz
[2]. V této préci se podivame blize na p¥ipad délitelnosti tfemi, zaméfime
se zejména na ostatni ¢leny trojice a jejich zbytky po déleni tfemi.

Zakladni poznatky

Pythagorejskou trojici (3,4,5) znali jiz staii Egyptané. Babylonhané
pouzivali trojici (5,12, 13). Dnes je matematiktim znam zpusob, jak po-
psat v8echny primitivni pythagorejské trojice. My ho uvadime nize jako
vétu 1.

Z Pythagorovy véty plyne, ze kazdéa pythagorejska trojice urcuje pra-
vouhly trojuhelnik, ktery se rovnéz nazyva pythagorejskij. Nejvétsi ¢islo
této trojice ¢ je délkou pfepony v daném trojuhelniku a hodnoty a, b
predstavuji délky odvésen. V dalsim textu budeme proto ¢leny pythago-
rejské trojice a, b nazyvat délka odvésen a c¢ délka pFepony.

Nasledujici véta ukazuje, jak ziskat vSechny primitivni pythagorejské
trojice. Dtikaz v&ty lze najit napt. v [2].

DStagi ovéfit nesoudélnost jedné z dvojic a,b nebo b,c nebo a,c a nesoudélnost
zbylych dvou uz z toho plyne.
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Véta 1. Jestlize m, n jsou dvé nesoudélnd prirozend c¢isla rizné parity,
m > n, pak plati, Ze (2mn,m? — n?, m? + n?) je primitivni pythago-
rejskd trojice. I naopak plati, Ze pro kaZdou primitivni pythagorejskou
trojici (a,b, c) existuje dvojice pFirozengch cisel m, n splitujici piedchozi

predpoklady takovd, e ¢ = m? +n? a a = 2mn, b = m? — n?, nebo

a=m?—n?, b=2mn.

Rozdil mezi délkou piepony a délkou jedné z odvésen

Pokud je (a,b,c) primitivni pythagorejska trojice, pak ¢ je liché pii-
rozené Cislo a pravé jedno z ¢isel a, b je rovnéz liché prirozené ¢islo, viz
[2]. Nejprve budeme fesit otazku, zda existuji primitivni pythagorejské
trojice, pro které plati, Ze rozdil mezi délkou prepony a delsi odvésny
je jedna. K tomuto tc¢elu budeme uvazovat rozdil druhych mocnin dvou
pfirozenych po sobé jdoucich &isel, tedy (k + 1)? — k? = 2k + 1.

Protoze existuje nekone¢né& mnoho lichych pfirozenych &isel, ktera jsou
druhou mocninou jiného piirozeného &isla, tedy 2k + 1 = d?, kde d je
prirozené ¢islo, 1ze najit nekone¢né mnoho primitivnich pythagorejskych
trojic (v2k + 1,k, k + 1), pro néz plati, Ze rozdil mezi délkou pfepony a
delsi odvésny je 1.

Podivejme se, jak ziskat primitivni pythagorejské trojice, kde rozdil
mezi délkou prepony a odvésny je 2. Polozme ve vété 1 n = 1 a m
at je libovolné sudé pfirozené ¢islo. Pak trojice (2m,m? — 1,m? + 1)
je primitivni pythagorejské trojice, pro niz plati, Ze rozdil mezi délkou
pfepony a jedné z odvésen je 2.

Nyni se podivame, co plati v pfipadé, kdy je rozdil mezi délkou pie-
pony a odvésny roven 3. Pak zobecnime tento vysledek na libovolné liché
prvodislo. Nasledné ukazeme, které liché hodnoty mohou byt rozdilem
délky prepony a odvésny.

Tvrzeni 1. Neexistuje primitivni pythagorejskd trojice, pro kterou plati,
Ze rozdil délek pFepony a jedné z odvésen je roven tiem.

Diikaz. Necht (a,b,c) je pythagorejska trojice, kde ¢ = b+ 3, pak
>+ =c*=0b+3)2=0b>+6b+9
6b =a® —9.

Leva strana je délitelné 6, proto je ziejmé, Ze a musi nutné byt liché
prirozené ¢&islo vétsi nez t¥i a zaroven nasobkem 3. Pak je ale prava
strana délitelnd deviti, tudiz b musi byt nasobkem 3. Proto tato trojice
nen{ primitivni. O
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Véta 2. Neexistuje primitioni pythagorejskd trojice, pro kterou by pla-
tilo, Ze rozdil délek prepony a jedné z odvésen je roven p, kde p je liché
prvocislo.

Diikaz. Postupujme podobné jako v dikazu tvrzeni 1:
a2 +b*=c?=(b+p)?=b>+2pb+p?
2pb = a® — p?.

Opét snadno nahlédneme, Ze a musi byt liché pfirozené ¢islo vétsi nez
p a musi byt nasobkem p, pak ale nutné i b je nasobkem p. Proto tato
trojice neni primitivni. O

Véta 3. Necht d je liché prirozené ¢islo. Pak existuje primitivni pytha-
gorejskd trojice, kde rozdil mezi délkou prepony a délkou jedné z odvésen
je d2.

Diikaz.
A+ 0 = = (b+d?)” = b* 4 2bd® + d*
2d%b = o — d*.
Nutné a = ed, kde e je liché a nesoudélné s d, navic e > d.

b_aQ—d‘l_e2d2—d4_62—d2
o2 2@z 2

Zbyvéa dokazat nesoudélnost a, b. Predpokladejme pro ditkaz sporem,
ze a, b maji spole¢ného délitele p > 1, kde p je prvocislo. Protoze p déli
a, musi délit bud d, nebo e. Pfedpokladejme, Ze p déli e. Jak snadno
nahlédneme z rovnice

2 = e — d?,

p musi nutné délit i d?, tudiz p déli i d, jelikoz déli b. To je spor, protoze
e je nesoudélné s d.

Obdobné postupujeme v piipadé, kdy predpokladame, ze p déli d.
Proto jsou a, b nesoudélna, a tim padem je tato pythagorejska trojice
primitivni. O

Uloha 1 pro &tenaie. Pro jaka viechna pfirozena ¢isla k muze byt
rozdil mezi délkou prepony a nékteré z odvésen roven k7
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Pythagorejské trojice a jejich délitelnost tfemi

Jak je znamo, v kazdé pythagorejské trojici je alespoil jedno ¢&islo dé-
litelné 3. My toto tvrzeni dokdZeme, viz tvrzeni 2. Nasledné se budeme
vénovat otazkam, co plati pro zbyvajici ¢isla a jaky je jejich zbytek po
déleni tfemi. Je mozné, aby jedno ¢islo mélo zbytek jedna a druhé dva?
Mohou mit obé &isla stejny zbytek po vydéleni tfemi? Pti hledani odpo-
védi budeme vychazet ze znamého zptisobu generovani pythagorejskych

trojic (2mn7 m? —n?, m?+ nz), ktery jsme ukézali ve vété 1.

Lemma 1. Necht n je pFirozené cislo, které neni délitelné tiemi, pak
n? mod 3 = 1.

Drikaz. Je ponechan ¢tenafi.

Tvrzeni 2. V kaZdé pythagorejské trojici je alesponi jedno cislo déli-
telné tremi. Navic v kaZdé primitivnt pythagorejské trogici je prdavé jedna
z délek odvésen délitelnd tremi a délka piepony ani délka druhé z odvésen
nent délitelnd tremi.

Diikaz. Piedpoklddejme, Ze ani jedno z &isel a, b, ¢ neni délitelné tfemi.
Pak podle lemmatu 1 je leva strana rovnosti a? + b?> = ¢ modulo 3
rovna 2, zatimco prava strana je rovna 1, coz je spor. Pokud uvazujeme
primitivn{ pythagorejskou trojici a pokud by bylo pouze ¢ délitelné tfemi,
pak v levé strané rovnosti modulo 3 dostaneme 2 a prava strana je ziejmé
rovna nule, coZ nelze. Proto nutné musi byt bud a, nebo b délitelné 3.
Tim je dikaz tvrzeni hotovy. O

Tvrzeni 3. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskyjch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 3 =0, bmod3 =1 a ¢cmod 3 = 2.

Diikaz. Polozme m = 3k 4+ 2, n = 3k + 1, kde k je celé nezéporné &islo,
pak zifejmé& m, n jsou nesoudélnéd a riizné parity a navic m je vétsi nez
n. Podle lemmatu 1 plati

m? —n?mod3=0, m?+n?mod3=2.

Dokazme, Ze 2mnmod 3 = 1 a polozme a = m? — n?, b = 2mn a

¢ =m? + n?. Tim bude na3 ditkaz hotov.
2mn = 2(3k + 2)(3k + 1) = 18k + 18k + 4 = 3(6k> + 6k + 1) + 1,
tedy b ma po vydéleni tfemi skutecné zbytek 1. O
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Priklady: Podivejme se na nékolik trojic, které dostaneme z tvrzeni 3.

a=Bk+2)?*-Bk+1)*=6k+3 a | b c

b=2(3k+2)(3k + 1) E=01] 3| 4

c=(3k+2)%+ (3k +1)? E=1|9 | 40 | 41
k=215 | 112 | 113

Tvrzeni 4. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskyjch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 3 =0, bmod 3 =2 acmod 3 =1.

Diikaz. Polozme m = 3k+3, n = 3k—2 pro pfirozené ¢islo k. Pak zfejmé
plati, Ze a = 2mn = 6(k + 1)(3k — 2) je délitelné 3,

b=m?—n? =9k + 18k +9 —9k> + 12k —4 = 30k +5 = 3(10k + 1) +2,
tedy b mod 3 = 2,

c=m?4+n?>=9k2+18k+9+9k*> — 12k +4 = 18k%2 + 6k + 13 =
=3 (6k* + 2k +4) + 1,

proto ¢ mod 3 = 1.

Ziejmé m a n jsou ruzné parity, jejich rozdil je 5, m je vzdy délitelné 3
a n nikoliv. OvSem m a n mohou byt délitelné 5, ale urcité existuje
nekoneéné mnoho k tak, ze n a m jsou nesoudélna. Napiiklad staci zvolit

k = 5h, kde h je libovolné pfrirozené ¢&islo. O
Priklady.
a=6(k+1)3k-2) a b c
b=3(10k+1)+2 k=1 12 | 35| 37
c=3(6k>+2k+4)+1 k=2| 72 | 65| 97
k=3 1168 | 95 | 193

Tvrzeni 5. Ezistuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskijch tro-
jic (a,b,c) takovych, Ze a mod 3 =0, bmod 3 =cmod 3 =1.

Diikaz. Polozme m = 3k + 1 a n = 3k, kde k je pfirozené, pak ziejmé
m, n maji riaznou paritu, jsou nesoudélnéd a m je vétsi nez n. Definujme
a = 2mn, b =m?—n? a c = m?+n?. Pak podle lemmatu 1 je b mod 3 =

=cmod 3 =1 a zfejmé a mod 3 = 0. O
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Priklady:
a=2(3k +1)3k a | b ] ¢
b= (3k+1)*—9k? =6k +1 E=1|24 | 7| 25
c=(3k+1)% + 9k? k=2 8 | 13| 85
E=31|180 | 19 | 181

Tvrzeni 6. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskyjch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 3 =0, b mod 3 = cmod 3 = 2.

Diikaz. Polozme m = 3k +4 a n = 3k + 1. Jisté jsou m, n nesoudélné.
Zvolme a = m?2 —n?, b = 2nm a ¢ = m? + n?. Podle lemmatu 1 je
a mod 3 =0, c mod 3 =2 a nakonec

2mn = 2(3k +4)(3k +1) = 2(9k* + 3k + 12k +4) = 3(6k* + 10k +2) + 2.
Tedy b mod 3 = 2, coz jsme méli dokéizat. O
Priklady:

a=(3k+4)?—Bk+1)? =18k + 15
b=2(3k+4)(3k + 1)
c=(3k+4)* + (3k + 1)* = 18k? + 30k + 17

a b c

k=0]| 15 8 17
k=11]33] 56 | 65
k=21 51| 140 | 149

Uloha 2 pro &tenafe. Oznacme si Ag;; mnozinu vech primitivnich
pythagorejskych trojic, kde amod 3 = 0, bmod 3 = 1, cmod 3 = 1.
Podobné si oznatme Agio, Ago1, Agoe. Dokézali jsme, Ze vSechny tyto
mnoziny jsou nekonecné. Snadno nahlédneme, Ze mnozinu vSech primi-
tivnich pythagorejskych trojic dostaneme jako sjednoceni téchto mnozin.
Tyto mnoziny jsou navic ziejmé disjunktni. Pro zajimavost si ¢tenafi mo-
hou zkusit vysetftit, jak pfesné mnoziny vypadaji, kdyz uvazujeme délku
pfepony maximélné N, tj.c < N, kde N je pfirozené &islo, které si ¢tenar
zvoli. Treba se vam podari vykoukat i pfesny popis takovych mnozin.
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Délitelnost ¢tyrmi

Nyni se velice kratce podivame na piipad délitelnosti ¢tyfmi. Vime, ze
v kazdé pythagorejské trojici je alespoii jedno ¢islo délitelné 4. Stejné jako
v pripadé délitelnosti tfemi lze dokézat, Ze ¢islo délitelné 4 v primitivnim
pythagorejském trojihelniku je délka jedné z odvésen, viz [2]. Uvedena
tvrzeni nebudeme dokazovat, uvedeme pouze navody. Formalni dikazy
pfenechame ¢tenaiim, stejné jako zkoumani délitelnosti dalsimi ¢isly.
Tvrzeni 7. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskyjch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 4 =0, b mod 4 = cmod 4 = 1.

Ndvod. Polozme a = 2mn, b = m? —n? a ¢ = m? + n?. Zvolme m = p,

kde p je liché prvocislo a n = 2.

Tvrzeni 8. Existuje nekonecné mnoho primitivnich pythagorejskijch tro-
jic (a,b, c) takovych, Ze a mod 4 =0, bmod 4 =3, cmod 4 = 1.

Ndvod. Jako v piedchozim piipadé staéi polozit a = 2mn, b = m? — n?,

c = m? 4+ n? a poté zvolit n = 2k — 1 a m = 2k, kde k je libovolné
prirozené ¢&islo.

Zavér

V tomto ¢lanku jsme se seznamili s nékterymi vlastnostmi primitiv-
nich pythagorejskych trojic. Dozvédéli jsme se napiiklad, Ze rozdil délky
pfepony a jedné z odvésen nemuze byt liché prvocislo. Naopak pokud
liché pfirozené ¢islo k je druhd mocnina jiného prirozeného ¢&isla, pak
existuje primitivni pythagorejské trojice, kde rozdil mezi délkou prepony
a jedné z odvésen je roven k. V dalsi ¢asti jsme se vénovali studiu primi-
tivnich pythagorejskych trojic z pohledu délitelnosti tfemi. Zjistili jsme
napiiklad, Ze jedna z odvésen ma délku délitelnou tfemi a délky zbylé
odvésny a prepony mohou nabyvat 1 i 2 jako zbytek po déleni tfemi.
Dale jsme zformulovali tlohy pro ¢tenafe a budeme radi, kdyz ¢tenari
vymysli i dalsi vlastni otdzky a o svych zjisténich ndm napisi.
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