
Bernard Bolzano’s Schriften

Erster Abschnit. Stetige und Unstetige Functionen

In: Bernard Bolzano (author); Karel Petr (other); Karel Rychlík (other): Bernard Bolzano’s
Schriften. Band 1. Functionenlehre. (German). Praha: Královská česká společnost nauk v
Praze, 1930. pp. 13–79.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/400138

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/400138
http://dml.cz


ERSTER ABSCHNITT. 

STETIGE UND UNSTETIGE FUNCTIONEN. 

§. l . U i b e r g a n g . Aus §. 27, §. 29 und §. 34 der Einleitung er
sehen wir, es gebe Fuctionen, deren Differenz in das Unendliche 
abnimmt, so fern die Differenz ihrer Veränderlichen selbst in 
das Unendliche abnimmt. Und zwar tritt dieser Fall bey den 
erwähnten Functionen für jeden beliebigen wenn nur doch meß
baren Werth ihrer Veränderlichen ein. Die Function des §. 3b 
(Einl.) aber macht eine Ausnahme von dieser Regel in dem be
sonderen Falle, wenn der Nenner y=Q wird. Denn dann ist 

( x\ _ . Ix\ _ x + 4x X 
yf- \0}-0 + 'Jy 0' 

ein Ausdruck, der eine negative unendlich große Zahl anzeigt. 
Da es ferner erlaubt ist, uns das Gesetz der Abhängigkeit einer 
Zahl von einer anderen zu denken, wie wir wollen; so versteht 
sich von selbst, daß wir uns auch eine Zahl W denken können, 
deren Werth durch die Werthe einer anderen auf eine solche 
Weise bestimmt würde, wobei die Differenz dW nicht nur für 
einige, sondern für alle Werthe der x die Eigenschaft, in das 
Unendliche abzunehmen, wenn Ax in das Unendliche abnimmt, 
ermangelte, entweder weil es unter den Werthen, die Ax an
nimmt, indem es in das Unendliche abnimmt, einige gibt, für 
welche AW gar keinen meßbaren Werth hat, oder weil dieses 
AW nicht ins Unendliche abnimmt. Ein solcher Fall wäre z. B. 
vorhanden, wenn wir festsetzten, daß eine gewisse Zahl W für 

jeden Werth der x\ der unter der Form 9n enthalten ist. = ax\ 

für jeden anderen Werth aber = ax + b seyn soll. Da es nämlich 
2m-+ 1 

zu jedem Werthe von x, welcher der Form — nicht unter
stehet, andere darunter enthaltene gibt, die jenem so nahe treten, 



daß der Unterschied Jx kleiner als jedes gegebene .. werden 

kann : so übersieht man leicht, daß es für jedes x und für jedes 

auch noch so k le in angenommene Jx ein noch kleineres Jx gäbe, 

dabei das zugehörige J\V= a Jx + b oder = a Jx — b ausfiele: 

also gewiß nicht in das Unendliche abnehmen könnte. Diese 

Verschiedenheit in dem Verhalten der Functionen ist gewiß 

wichtig genug, um die Bezeichnung durch eigene Kunstworie 

zu verdienen. 

§. 2. F r k 1 ä r u n g. Wenn eine einförmige Function Fx von 
einer oder auch mehreren Veränderl ichen so beschaffen ist. daß 
die Veränderung, die sie er fährt , indem eine ihrer Veränder
lichen x aus dem bestimmten Werthe x in den vcrändericn 
.V + -J-V übergehet, in das Unendliche abnimmt, wenn Jx in das 
Unendliche abnimmt, wenn also der Werth Fx sowohl als auch 
der Wer th F(x + Jx). der letztere wenigstens anzufangen von 
einem gewissen Werthe der Di f ferenz Jx für alle kleineren aber-
mahls meßbar ist. der Unterschied F(x + Jx) — Fx aber seinem 

absoluten Werthe nach kleiner als jeder gegebene Bruch v wird 

und verbleiht, wenn man nur Jx klein genug nimmt, und so 
klein man es dann auch noch ferner werden läßt: so sage ich. 
daß sich die Function Fx für den Werth x s t e t i g v e r ä n d e r e , 
und zwar h e y e i n e m p o s i t i v e n Z u w a c h s e oder in p o s i 
t i v e r R i c h t u n g , wenn das nur eben gesagte hey e i n e m po
s i t i v e n W e r t h e von Jx e in t r i t t : und daß sie dagegen sich 
stetig verändere hey einem n e g a t i v e n Z u w a c h s e von x oder 
in n e g a t i v e r R i c h t u n g , wenn das Gesagte hey e i n e m ne
g a t i v e n W e r t h e von A Stait hat: wenn endlich das Gesagte 
bey einem positiven sowohl als negativen Zuwachse von x g i l t : 
so sage ich schlechtweg nur. daß Fx s t e t i g scy für den Werth x\ 
oder ich setze, wenn etwa ein Mißverstand zu besorgen ist. zu . 
daß Fx stetig scy für einen positiven sowohl als negativen Zu
wachs. In dem entgegengesetzten Falle sage ich. daß die Func
tion Fx für ein positives oder negatives Jx oder für heyde 
d a s G e s e t z d e r S t e t i g k e i t v e r l e t z e , oder unstetig scy 
oder sich plötzlich ändere. In dem besonderen Falle, wenn die 
Ver letzung der Stetigkeit für den Wer th x = a daher rührt , daß 
al le Unterschiede, welche durch F(a+Jx) — Fa vorgestellt werden-
können, wenn das entweder positive oder negative Jx in das 

Unendliche abnimmt. >•>,- verbleiben: erlaube ich mir zu sagen. 
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daß die Function Fx bey dem Werthc x = a einen S p r u n g 
mache. Rührt aber die erwähnte Verletzung daher, daß unsere 
Function für den Wcrih x=a ihrer Veränderlichen gar keinen 
meßbaren Wcrih hat: so sage ich. daß sie für diesen Werth ihrer 
Veränderlichen eine L ü c k e habe. 

§. 3. A n m c r k n n g. Wie ich es hier thue, ward der Begriff 
der Stetigkeit im Wesentlichen auch schon von Anderen zum 
Beispiel im K l ü g e i s Wörterbliche (Art. stetig), von C a u c h y 
(Cour* tVAlgebre, Ch. 2. 8. 2.). O h m (Analysis, Bd. 2. §.456) be
stimmt. LUu\ wenn Einige unier ihnen, wie der sonst so ge
naue Hr. Ohm. den Ausdruck brauchen, daß die Aenderung 
F(x+dx)— Fx nach ihrem absoluten Werthc kleiner als jede 
;egebcnc (Ireiße D werden und um so k l e i n e r w e r d e n 
n ü s s c . j e k I c i n e r man <dx n i m m t: so dürfte das Letztere 

nur aus Versehen gesagt worden seyn. indem man eigentlich 
wohl nur verlangt, daß F(x + dx) - Fx< D werden und v e r b l e i 
b e n müsse, woni) A ' noch immer kleiner gemacht wird. Denn 
daß der Unterschied F(x + 4x) — Fx jedesmal kleiner werde, 
wenn Jx kleiner gemacht wird, findet doch nicht bey jeder Func
tion Statt, der gleichwohl allgemein Stetigkeit beygelegt wird; 
z. 15. bey .v- sin log x für x = 0. wo die Differenz F(x + 4x) — Fx 
in (^Jx)- sin log dx übergehet: und zu jedem auch noch so kleinen 
-J-v ein noch kleineres angeblich ist. bey welchem dieser Unter
schied wieder größer wird. Einige sehr angesehene Mathe
matiker, wie K ä s t n e r (Höhere Mechanik. 2. Aufl., 5. Abschn.. 
§. 183 ff) und Hr. Hofr. F r i e s (Naturphilosophie §. 50) erklären 
die Stetigkeit einer Function Fx als diejenige Kigcnschaft der
selben, vermög der sie aus einem gewissen Werthc Fa in einen 
anderen Fb nicht übergehe, ohne ersi alle dazwischen liegenden 
angenommen zu haben. Allein man wird in der Folge sehen, 
daß diese Frklärung zu weit ist. wenn anders der Begriff, dem 
man durch sie angeben will, dem obigen gleichgelt.cn soll. Etwas 
ganz Eigenes hai die Erklärung Ey t c l w e i n s (Höhere Analysis, 
ßcl.1. §.16). daß eine Function s t e t i g zu nennen sey. wenn die 
sümmilichcn Werthc. welche sie innerhalb gewisser Grenzen 
ihrer Veränderlichen annimmt, reell und endlich sind; u n s t e t i g , 
wenn einer oder etliche unendlich groß oder u n m ö g l i c h 
werden. Nach divser Erklärung müßten wir gegen allen Sprach
gebrauch behaupten, daß die im vorhergehenden §. erwähnte 
Function, deren Werthc fortwährend entweder =ax oder =ax+b 

2m +1 
sind, j e nach dein x von der Form c> oder nicht, eine sie-
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tige sey. Hr. Fytelwein entlehnte seine Erklärung offenbar nur 
aus Betrachtungen der gewöhnlichsten Functionen, die sich durch 
unsere bisher gebräuchlichen algebraischen Zeichen darstellen 
lassen. Von diesen nämlich gilt allerdings, daß sie innerhalb 
derselben Grenzern, innerhalb deren sie weder unendlich groß 
noch imaginär werden (also meßbar verbleiben) auch stetig sind. 
Allein es ist wohl zu merken, daß dieses bey einigen derselben 
nahmentlich bey den sogenannten transcendeiiien Functionen. 
nur eben dann der Fall sey. wenn wir bey der Bestimmung 
ihres Begriffes schon (stillschweigend) festsetzen, daß sie nur 
eben nach dem Gesetze der Stetigkeit veränderlich seyn sollen: 
wie ich dieß an seinem Orte deutlicher zu zeigen hoffe.— Viel 
enger hat den Begriff der Stetigkeit L a c r o i x auf gefaßt, wenn 
er (in s. Traue elementaire de calcul diff. et int. §. 60) das 
Wesen der Stetigkeit in die (nach seiner Vorstellung) allgemeine 

JFx 
Eigenschaft der Function setzt, in dem Verhältnisse —- (»int* 

Jx 
Grenze zuzulassen. Diese wichtige Eigenschaft nicht aller, aber 
doch sehr vieler Functionen, verdient es freylich sehr, mit einem 
eigenen Worte bezeichnet zu werden. Allein auch die Beschaf
fenheit, die wir im vorigen §. beschrieben, verdient nicht we
niger eine Benennung. Da nun beycle nicht nur an sich selbst 
unterschieden, sondern auch trennbar sind, in dem die oben 
beschriebene Stetigkeit vorhanden seyn kann, ohne daß jene des 
Hrn. L a c r o i x da zu seyn braucht: so wird es wohl am Besten 
seyn. bey dem von L a g r a n g e. G a u c h y u. A. einge
führten Sprachgebrauche zu verbleiben, unter der S i e l i g k e i t 
einer Function nur die im vorigen §. beschriebene Eigenschaft 
zu verstehen; von Functionen aber, bey welchen der Quotient 

" einer gewissen von dx unabhängigem Grenze in das Un
endliche nahei. zu sagen, d a ß s i e e i n e a b g e l e i t e t e (une 
fonetion derioee) hätte. Uibrigeiis muß ich erinnern, daß man 
den freylich nur selten vorkommenden Umstand, wo eine 
Function nur in einer Richtung, nämlich nur hinsichtlich auf 
einen positiven oder nur negativen Zuwachs stetig ist. nicht nur 
in der Erklärung bisher ganz übergangen, sondern (wie es mir 
scheint) auch in der Anwendung zu wenig beachtet, habe. 

§. 4. L e h r s a t z . Eine Zahl W, die von der x\ welche wir 
soeben für veränderlich betrachten, ganz unabhängig ist, in dem 
z. B. x in dem Begriffe von W gar nichl vorkommt, oder darin 
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zwar vorkommt, aber auf eine Weise, daß sich der Werth von W 
nicht ändert, x mag; was immer für e inen Werth erhalten , wie 

z. B. wenn wir W= " hätten, wo a9 b. c beständige und 
ex 

von x unabhängige Zahlen bedeuten , kann gleichfalls als stetig 
betrachtet werden, und zwar in Hinsicht auf jeden Werth von x 
und in beyden Richtungen. 

B e w e i s . Bezeichnen wir die zu x und x + Jx gehörigen 
Werthc von ff'durch Fx und F (x + Jx); so müssen wir Fx = 
= F(x+ Jx) und mithin F(x + Jx) — Fx = () setzen. Also läßt 

1 
sich immerhin sagen, daß der Unterschied JFx<C v werde und 

1 
verbleibe: denn 0 ist allerdings < vy-

8. "5. Le h r s a t z. Jede Function von der Form a ± x. in 
welcher x e ine frey Veränderliche- aber e ine von a ganz unab
hängige meßbare Zahl bezeichnet, ist stetig für jeden meßbaren 
Werth der x und hinsichtlich auf einen positiven sowohl als 
einen negativen Zuwachs. Dasselbe gilt auch von jeder Function 

von-der form ax oder .va, ungleichen auch von der Function - • 
a 

sofern nur a nicht Null ist. Fndlich ist auch jede Function von 

t\vv Form stetig für jeden Werth der x. der nur nicht Null ist. 
B e w e i s . Frgibi sich aus §.27, §.29. §. "5b der Finleitung. 
§. (). L e h r s a t z . Auch eine jede beliebige Potenz einer frey 

veränderlichen Zahl x ist für alle meßbaren Werthc dieser Ver
änderlichen in Minsicht auf einen positiven sowohl als negativen 
Zuwachs stetig. 

B e w e i s . Wenn die Potenz vom ersten Grade ist. bedarf 
der Satz keines Beweises, weil A 1 e inerley mit A selbst ist. Wenn 
aber die Potenz vom zwey ten oder einem noch höheren Grade 
ist: so bedeutet, wenn wir dieselbe durch x11 darstellen , n e ine 
Zahl > 1. und der Unterschied 

JFx = J (xn) = (x + Jx)n — A" 

findet sich, (nach §., w e n n wir das dortige a = x + Jx. b = x 
setzen), nach seinem absoluten Werthc < n (x + Jx)n~m

iJx\ ein 
Ausdruck, der mit Jx offenbar in das Unendl iche abn immt, 
x mag was immer für einen, w e n n nur stets meßbaren Werth 
haben. 
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§. 7. L c h r s a t z. Jede g a n z c r a t i o n a I c V u n c t i o n 
einer frey Veränderlichen ist für jeden meßbaren Werth dieser 
letzteren und hinsichtlich auf einen positiven sowohl als nega
tiven Zuwachs stetig. 

B e w e i s . Wir nennen eine Kunction von x rational und 
ganz, wenn sie für alle Werthe von x glcichgcltcnd ist mit einem 
Ausdrucke von der Koriii 

a + bx + ex2 + </.v» H 1" lxm. 

worin a, b, c, iL ... I insgesammi meßbare Zahlen, m aber eine 
beliebige wirkliche Zahl bezeichne!. Ist nun 

Fx = a+ bx + ex* + dx*H f- lxm: 
so isi 

JFx = F(x +Jx) — Fx = 
= [a + b (x+Jx) + c (x +JxY2 +d(x +Jx)*-\ 1- / (x+Jx)'»] -

— [a + bx + ex* + </-v« H h Ix"'] = 
= bJx + c [(x + Jx)'2 — .V2] + (I [(x + Jx)* — .v3] H h 

+ l[(x+Jx)m — xm]. 
Aus dein vorigen §. wissen wir aber, dali jede der in den Klam
mern von der Form [] eingeschloßcnc Zahl mit dem unendlichen 
Abnehmen von Jx gleichfalls in das Unendliche abnehme, und 
somit durch &lt. &l2. . . . &l,„ vorgestellt werden könne: daher isi 
der ganze Ausdruck 

JFx = bJx + c&\ + d&l2 H f- t&im. 

Kin jedes dieser Glieder nimm! (nach §.) in das Unendliche ab, 
und somit (weil ihre Anzahl unveränderlich ist) auch ihre alge
braische Summe: daher der Werth von JFx selbst. 

&. H. L e h r s a t z . Auch eine jede ge b roch v n e r a t i o n a l e 
K u n c t i o n einer Frey Veränderlichen ist stetig für jeden meß
baren Werth dieser letzteren, der nur den Nenner nicht zu Null 
macht, und hinsichtlich auf einen positiven sowohl als nega
tiven Zuwachs. 

B e w e i s . Wir nennen eine Kunction Fx rational und ge
brochen, wenn sie für alle Werthe von x glcichgcltcnd ist mii 
einer Kunction von der Korm 

a + bx + (_x2 + dxz + • •_• + l_xm_ ^ 
« + (ix + yx'2 + öx*-\ h Ixt' 

Bezeichnen wir nun zur Abkürzung den Zähler dieses letzteren 
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Ausdrucks durch fx, den Nenner durch <px, so sind fx und <px 
ein Paar rationale und ganze Functionen, und somit stetig für 
jeden Werth von x und in beyden Richtungen. Es ist edier 

JFx=F(x + Jx)-Fx=f{x_Jx\-fx = fx±^x - fx, 
<p(x+Jx) <px <px+A<px <px 

welches, wenn weder <px noch <p(x+-dx) = <px + J<px = 0 isi. 

_ <px . fx + <px . Afx—fx . <px — fx . J<px __ <px . Jfx — fx . J<px 
<px (<px + J<px) ~ <px . (<px + Ä<px) 

gesetzt werden kann. Nun isi, wenn <px d.i. der Nenner der gege
benen gebrochenem Function nicht =0 ist, gewiß auch <px + J<px 
wenigstens anzufangen von einem gewissen Werthe der Diffe
renz J<px\ nämlich von einer solchen, die ihrem absoluten Werthe 
nach <<px ist, nicht —0. Also vermag JFx in das Unendliche 
abzunehmen, wenn nur der Zähler in dem letzteren Ausdrucke 
(I. i. <px . Jfx — fx.-l<px in das Unendliche abnimmt. Diefi ge
schieh! aber für jeden Werth von x. wenn -Ix in das Unend
liche abnimmt, weil Jfx und J<px in das Unendliche abnehmen. 

§.9. Lehrsatz . Wenn es wahr seyn soll, daß eine Function 
Fx für einen besiimmien Werth ihrer Veränderlichen x und hin
sichtlich auf einen entweder positiven oder negativen Zuwachs 
derselben u n s t e t i g werde: so muß einer von folgenden drey 
Fällen eintreten: erstens entweder der Ausdruck Fx oder der 
Ausdruck F(x + Jx) bezeichnet kenne Zahl, die meßbar ist und 
ineßbar verbleibt, wenn wir dem -Ix in der letzteren anzufangen 
von einem gewissen jeden beliebigen kleineren Werth ertheilcn; 
oder zweyiens der Unterschied F(x + Jx) — Fx verbleibt seinem 
absoluten Werthe nach fortwährend größer als eine gewisse Zahl, 
so klein man auch Jx werden lasse; oder drittens dieser Unter
schied wird zwar für gewisse Werthe von Jx kleiner als der 

gegebene Bruch ? verbleibt es aber nicht, sondern es gibt zu 

jeder Zahl irgend ein noch kleineres Jx\ bey welchem der Unter

schied F(x + Jx) — Fx abermals __ *; wird. 

B e w e i s. Daß außer diesen drey Fällen kein anderer Statt 
finden könne, leuchtet von selbst ein; daß aber jeder derselben 
unter gewissen Umständen zum Vorschein kommen könne, mögen 
uns folgende Beyspiele zeigen. 

>* 
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/. Die Kunction Fx = ---— ist für den Werth x= 1 unstetig. 
1—x r 

weil schon der Werth Fx selbst, in welchen sie für x=l über
gehet, unmeßhar. nämlich unendlich groß ist. 

2. Wenn die Zahl y auf eine solche Art von der x abhängt, 
daß wir fortwährend die Gleichung yl= 1 — x- haben: so ist fin
den Werth x=\ und für ein positives Jx.y unstetig, weil der 
Ausdruck F(x+Jx) gar keine meßbare Zahl vorstellt. Denn 
diese Zahl müßte von einer solchen Beschaffen heil seyn. daß ihr 
Quadrat =1— ( \ + Jx)2-- — 2Jx — JxK d. h. einer n e g a t i v e n 
Zahl gleich komme. Kine solche aber gibt es bekanntlich nichl. 

\ Setzen wir. daß für x= I und alle kleineren Werihe Fx = \x. 
für alle größeren alnvr Fx = 5x seyn soll: so ist Fx für den 
Werth x=t und für ein positives Jx unstetig, weil der Unter
schied F(x+Jx)—Fx = T>(i +Jx) — 1 = 2 + 5Jx fortwährend > 2 
verbleibet. 

-/. Setzen wir. daß für jeden Werth von x, welcher der Korin ltl 

unterstehet, sofern n jede beliebige wirkliche Zahl vorstellen 
kann, der Werth von Fx=\ sey. daß aber für alle anderen 
Werthc von .v. Fx=2x sey: so ist Fx für den. Werth x=0 und 
ein positives Jx unstetig aus dem dritten im Lehrsätze ange
gebenen Grunde. Hier nämlich ist Fx= F(0) -=(), weil der Werth 

x = i) der Korm >;. nicht unterstehet. F(x + Jx) = F(Jx) aber wird 
I für jeden Werth von Jx. der von der Korin l>#1 i s t . z . B . 

1 1 I 1 
9 ii. s. w . 

4 H 16 32 

= 1. für jeden anderen aber =2Jx. Also ist auch der Unterschied 
F(x+Jx) — Fx bald = 1 . bald =2Jx. Er nimmt also, wenn Jx 
in das Unendliche abnimmt wohl gleichfalls ab. doch nicht so. 
daß es nicht zu jedem Jx irgend ein noch kleineres (nämlich 

Kines von der Korin ) gäbe, für welches dieser Unterschied 
wieder = 1 wird. 

§.10. L e h r s a t z . Die Eigenschaft stetig zu seyn, kommt 
manchen Functionen auch nur für einen gewissen vereinzelt 
stehenden Werth ihrer Veränderlichen zu. 

B e w e i s . Denken wir uns eine Zahl W=Fx\ welche von 
der Veränderlichen x nach einem solchen Gesetze abhangen soll. 
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daH man für alle d ie jenigen Wer the der .v. welche elvi' f o r m 

unte rs tehen , W=2x\ für alle übrigen aber H - xv habe : 

so b e h a u p t e ich diese Function von x sey für den Werth x -— 0 
siei ig . für j eden ande ren aber unstet ig. Daß H [für den Werth 
A 0 siei ig zu nennen sey. e rhe l le t da raus , weil der Unterschied 
V(x+<Jx) — Vx für diesen Werth von x. = F(Jx) - - F(0). mit Jx 

in das Unendl iche abn immt . Denn V(0) ist. weil Oder Form }n 

nicht i inlersiehei =*$.() = (): F(Jx) aber ist en twede r = 2Jx oder 

-- v-/.v. jenacl idem Jx der f o r m unters tehet oder nichi. 

Nun ist abe r offenbar, daß sowohl 2Jx\ als 3Jx mit Jx selbst 
in das Unendl iche abnehme*. Also ist unsere Function für x — 0 
stetig. Für j eden ande ren Werth aber ist sie unstet ig. Der Unter
schied F(x+Jx)— Ix kann nämlich immer nur einen von fol
genden vier Wer then haben. 3zLv. x-\-5Jx\ — x + 2 J x \ 2Jx\ j enach -
dem weder X~\-JX\ noch x oder nur x\ oder nur x + Jx. oder 

2m + 1 
sowohl . v+zLv als auch .v der Form un te r s t ehen . Wenn 

nun .v nichi = 0 ist: so sieht man, daß dieser Unterschied nur 
im ersten und \ ier ien Falle, ke ineswegs aber im zweyten und 
dr i i ien mit Jx selbst in das Unendl iche abnehme . Offenbar isi 
aber kein Jx so klein, daß nicht ein k le ineres angebl ich wäre , 

II 1 1 / 2l)l + ' i , 1 , 1 • n i - - /" + I 

welches der fo rm uniers tehe t , da der n ruch )7/ • wenn 
wir bey e iner ley ///. den Fxponcn ten n in das Unendl iche ver
mehren , k le ine r als j e d e gegebene Zahl zu werden vermag. In 

vm Falle also, x mag der Foi lm i 
Tll unters tehen oder nicht. j e d e - » . . . . . v „ . . , w . .v . . . ^ ... 2 i / 

nimmt doch der Unterschied V(x-\-Jx) — Vx mit Jx nicht ins 
Unendl iche ab . sondern es gibt zu j e d e m Jx ein kleineres , bey 
welchem dieser Unterschied im ersten Falle .v + 1 Jx\ im zweyten 

x + 2-/.v be t räg t . 
§. I I . L e h r s a t z , Wie eine Function das Gesetz der Stetig

keit b e o b a c h i e n kann sowohl für e inen gewissen vereinzelt 
s tehenden Werth als auch für einen ganzen Inbegriff von Wer then 
ihrer Veränder l ichen , so viele ih re r i nne rha lb gewisser Grenzen 
a und b liegen, oder auch du rchgäng ig für alle Wer the ihrer 
\ e r ä n d e r l i e h e n : so kann auch umgekehr t eine Function das 
Gesetz der Stet igkei t v e r l e t z e n sowohl für e inen gewissen 
vereinzelt s t ehenden Werth und hinsichtlich auf eine einzige 
oder auf beyde Richtungen , als auch für einen ganzen Inbegriff 
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festgesetzt, daß W für al le Wer ihe von .v. die 
den Werth -kv. für alle g rößere aber den Werth 5.v habe 

von Wer then ihrer Veränder l ichen , soviele inne rha lb gegebener 
Grenzen a und h l iegen, oder auch du rchgang ig Für alle Wcr the 
ihrer \ e r ä n d e r l i c h e n : und (ließ zwar ßeydes sowohl durch 
S p r ü n g e als durch Lücken . 

ß e w e i s . Was der Lehrsatz von den Lallen, in welchen eine 
Limetion das (besetz der Ste t igkei t b e o b a c h t e n kann, aussagt , 
ist aus dem Vorhergehenden schon klar . Fs ist also nur zu er
weisen, was er von den V e r l e t z u n g e n dieses Gesetzes aussagt . 

/. Wenn wir nun festsetzen, daß die Zahl W für alle W c r t h e 
von .v. die < 1 sind, den Werth 4.\\ für x= I aber und alle grö
ßeren den Werth 5.v h a b e n : so e rha l ten wir das ßeyspiel e iner 
Funct ion, die das Gesetz der Stet igkei t für einen vereinzelt ste
henden Wer th . nämlich für . v = l . hinsichtlich auf die nega t ive 
Richtung und zwar du rch einen S p r u n g verletzt . Hallen wir 

1. und für .v = I 
so wäre 

die Funct ion für den Werth x—i nu r bey eincMU negat iven Zu
wachse stet ig . Setzen wir endlich für alle Wcr the von .v 1. 
W==4x: für alle Wcr the von . v > 1 . W=5x: für x =\ aber H - 10: 
so ist diese Funct ion für diesen le izgenannten Werth in ke iner 
von beyclen Richtungen s te t ig : für alle übr igen aber stetig in 
beyden Richtungen. 

2. Die Funct ion, die wir im §. L be t r ach te t en . verlei/A das 
Gesetz der Stet igkeit für alle Wcr the ih rer Veränder l ichen , und 
zwar durch fo r twährende S p r ü n g e. 

T. Setzen wir lest, das W für alle Wcr the der x den Werth 
W = ax haben sollte, mit Ausnahme* al ler gaiizzahligen Wer ihe 
von x. für welche W gar nicht vorhanden oder doch nicht meßbar 
seyn sol l : so haben wir ein ßeyspie l e iner Funct ion, die für 
gewisse vereinzelt s t ehende Wcr the ih re r Veränder l ichen , hier 
nämlich für die4 Wcr the 1. 2, 3. 4 in in/., das Gesetz der 
Stet igkei t durch eine L ü c k e verletzet . 

4. Setzen wir endl ich, daß W für alle4 i nne rha lb a und (l ge
legenen Wcr the ihrer Veränder l i chen gar n icht vorhanden oder 
doch nicht meßba r , für a l le übr igen Wcr the abe r = ax seyn solle4: 
so haben wir eine Funct ion, welche4 für al le Wcr the ihre4! 
Veränder l iehen von x == a bis x =• (i (ausschließlich) eine L ü c k e 
hat. V. s. w. 

§. 12. L o h r s a t z. ßlos aus dem Umstände , daß eine Funct ion 
/ \v für alle i nne rha lb a und h gelegenen Wothe ihrer Verändcr -
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liehen hinsichtlich eines po s i t i v e n (oder n e g a t i v e n) Zu
wachses stetig ist, folget noch nicht, daß sie auch hinsichtlich 
eines n e g a t i v e n (oder po s i t i ve n) Zuwachses stetig sey. 

ß e w e i s. Wenn Fx für jeden innerhalb a und b gelegenen 
Werth der x stetig ist hinsichtlich auf ein positives Jx: so muß 
wohl, wenn wir OJ positiv nehmen, F(x + o>) — Fx = H seyn: und 
wenn wir i so nehmen, daß auch noch x—i innerhalb a und b 
liegt; so muß auch F(x — i + (o) — F(x — /) = -ß, seyn. I)iirften 
wir nun i = (o setzen, so gäbe die letztere Gleichung allerdings 
Fx — F(x—(o) = S\: d. h. auch der Unterschied F(x — (o) — Fx 
könnte nach seinem absoluten Werthe in das Unendliche ab
nehmen, woraus man versucht seyn könnte zu folgern, daß Fx 
auch für ein negatives Jx stetig sey. Allein es ist nicht zu ver
gessen, daß in der Gleichung F(x — / + (o) — F(x — i) = Hx der 
Werth von ß x nicht nur von w. sondern auch von x — L und somit 
auch von i abhänge. Daher denn nicht sofort geschlossen werden 
darf, das £lx hier eine Zahl bezeichne, die mit i ins Unendliche 
abnimmt: denn es könnte ja seyn, daß für den Werth i=(o der 
Unterschied F(x—i)—Fx fortwährend g r ö ß e r als eine gewisse 
meßbare Zahl verbleibt, obgleich der Unterschied F(x + (o) — Fx 
in das Unendliche abnimmt, wTeil die Bedingung der Stetigkeit für 
den Werth x—i und für einen positiven Zuwachs nur fordert, daß 
F(x—i+(o)—F(x — i) b e y e i n e r l e y i durch ein gewisses (o 
in das Unendliche abnehme. Iließ (o aber kann bey verschiedenen 
Wertheil von i verschieden seyn, und so uahmentlich könnte 
allemahl erforderlich seyn, daß es k l e i n e r als i werde, um 

den Unterschied F(x—i + (o) — F(x — i) <r—r zu machen. Wäre z. B. 

für alle Werthe von x < 2, Fx = x2, für x^>2 aber Fx = x\ so 
würde sich Fx für jeden positiven Zuwachs allerdings stetig 
erweisen. Denn auch für den Werth x = 2 hätten wir 

F (x +Jx) — Fx = (2 +Jx)* — 2*=12Jx + 6Jx2 +Jx\ 

Für einen negativen Zuwachs aber findet sich 

F(x — Jx) — Fx = (2 — Jx)2 — 23 = — 4 — 4Jx +Jx2. 

Hier also ist die Function unstetig. 

§. 13. L e h r s a t z . Bios daraus, daß eine Function Fx für alle 
innerhalb a und b gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen x stetig 
sey, folgt nicht, daß es für alle innerhalb dieser Grenze gele
genen Werthe von x eine und eben dieselbe Zahl e geben müsse, 
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klein genug, um behaupten zu können, daß man Jx nach seinem 

absoluten Werthc n i e - ; <? zu machen brauche1, damit der Unter

schied F(x+Jx)— Fx < -• ausfalle. 

B e w e i s . Ks ist weder an sich, noch dem gegebenen Be
griffe der Stetigkeit w idersprechend anzunehmen, daß für jedes 
andere x irgend ein anderes, z. B. nahmentlich für jedes x. das 
einer gew issen Grenze c sich nähert, ein kleineres Jx not.li-
vvendig sey . um die Bedingung zu erfüllen, daß der Unterschied 

F(x + Jx) — Fx< wird und verbleibt, sofern man Jx noch 

immer verkleinert. J'.in Bcyspicl haben wir an der Kunctioii 

Fx= 4 für solche Werthc von x. die sich dem Werthc von 1 

1 — x 
in das Unendliche nahen. Schreiben wir nämlich zur Abkür-

Jx I 
zung .v— I — /'. so ist F(x+Jx) — Fx = .;. ••- • soll (ließ < .. 

-a i(i—JX) N 
werden: so muß Jx < . seyn. Also je kleiner i wird, um 

A + i 
desto kleiner muß man auch zlx machen, und wenn i ins Un
endliche abnimmt, d. h. wenn x sich der Grenze 1 in das Un
endliche nahet, so muß Jx nach und nach kleiner als j e d e 
gegebene Zahl werden, bloß damit der Unterschied JFx < *, 
ausfalle. 

§. 14. L e h r s a t z . Wenn wir von einer Zahl W—Fx wissen, 
daß sie entweder überhaupt oder doch innerhalb gegoltener 
Grenzen a und h ihrer Veränderlichen .v dem Gesetze der Stetig
keit gehorche: und es wird uns überdieß bekannt, daß sie für 
Werthc von ,v. die einem bestimmten innerhalb a und b gele
genen in so nahe treten können, als man nur immer will . Werthc 
annehmen, deren Unterschied von der beständigen meßbaren 
Zahl M in das Unendliche abnehme: so dürfen wir schließen, 
daß sie für x = m in den Werth M übergehe oder daß Fm = M sey . 

B e w e i s . Da wegen der Stetigkeit, welche die Kunction 
\V= Fx auch für den Werth x = m an den Tag legen soll, der 
Unterschied F(m + (o) — Fm = il seyn muß. wenn (o und Sl die ge
wöhnliche Bedeutung haben; und da sich nach der Voraussetzung 
F(m + (o) — M = Sl1 findet: so muß auch durch Abzug M—Fm = 
ir-rßjL — iä2 — ß 8 s eyn: eine Gleichung, aus welcher, weil M und 
Fm unveränderlich sind, M = Fm folgt. 
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§.15. Z u s a t z . Auf diese Art sind wir durch die Voraus
setzung der Stetigkeit im Stande, den Werth einer Function in 
manchen Füllen zu bestimmen, in welchem er ohne diese Vor
aussetzung im bestimmt wäre. Wenn uns z. B. angegeben würde, 
daß eine gewisse Zahl W in allen denjenigen Fällen, in denen 
eine andere Veränderliche x einen positiven Werth hat, =a+x 
seyn müsse; so ist durch diese Angabe allein sicher noch nicht 
bestimmt, welchen Werth W für den Fall annehmen müsse, da 
A — 0 wird. Dürfen wir aber 'noch iiherdicfi voraussetzen, daß W 
sich fortwährend, oder doch wenigstens um den Werth x = i) 
herum, nur nach dem Gesetze der Stetigkeit ändern solle: so ist 
durch die Vereinigung dieser Umstände uns schon bestimmt, 
welchen Werth W für x=() annehmen müsse. Es darf diefi 
nämlich kein anderer als der Werth W=a seyn; weil nur bey 
diesem der Unterschied 

AW= F(x+Ax) — Fx = (a + x+Ax) — (a + x) =Jx 

in das Unendliche abnehmen kann, wenn Ax in das Unendliche 
abnimmt. 

Fben so läßt sich, um ein noch merkwürdigeres Beyspiel 
zu geben, über d e n W e r t h d e s U n e n d l i c h e n Z a h l e n a u s -
d r II c k e s 1 — 1 + 1 — 1 -\ in inf.. den wir früher (§.) nicht zu 
bestimmen vermochten, entscheiden, sobald wrir bewirken, daß 
die unendliche Reihe 1 — x + x2 — x* + xA in inf. für dem 
Werth x=\ in den unenclliehen Zahlenausdruck 1 —1 + 1 —H 
in inf. übergehe; und festsetzen, daß dieser Uibergang nach dem 
Gesetze der Stetigkeit erfolgen solle. Denn weil die unendliche 
Reihe 1—x + x2 — xz + x* in inf.. für jeden Werth von je
der < 1 ist, meßbar ist. und den bekannten Werth ---. hat: ein 

1 + *v 
Werth, der sich dem Werthe () in das Unendliche nahet, wenn x 

mml 

dem Werthe l in das Unendliche nahet: so sieht man. daß das Ge
setz der Stetigkeit fordere, den Werth der Reihe 1 — 1 + 1 — 1 -\ 
m in/. = ,y anzunehmen. 

§. 16. Z u s a t z . Besonders ereignet es sich bey Ausdrücken, 

welche1 die Form eines B r u c h e s haben, nicht selten, daß sie 

für einen gewissen Werth einer in ihm vorkommenden Veränder

lichen x in den Ausdruck () übergehen, welcher an sich ganz 

unbestimmt ist. und jede beliebige Zahl vorstellen kann. Soge-
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schicht (ließ z. B. gleich mit dem A u s d r u c k e 0 \ , „ 
je3 — 2x2 — 9x + I<s 

für den Werth . v = r Dürfen wir aber \ o rausse izen . daß sich 
die Zahl, welche ein solcher Ausdruck vors te lh . e n t w e d e r al lge
mein , oder doch in der Nähe des jenigen Wer ihes von x. welclic r 
denselhen in ve rwande l t , stetig v e r ä n d e r e : so ist es oft möglich. 

du rch diesen Umstand den Wer th . den die in Rede s tehende Zahl 
in diesem f a l l e ann immt , vol lkommen zu bes t immen . 

Setzen wir nämlich anstat t des Wer thcs ,v «. die den ge

gebenen Ausdruck in verwande l t , den Werth .v —OJ + OJ: und 

gelingt es uns nach gehör ige r Uniwieklung desselben eine Zahl 1 
zu finden, welcher der Werth dieses Ausdrucks so nahe tri t t , 
als man nur immer will, sofern wir o) in das Unendl iche ahnehnicn 
lassen: so dü r fen wir schl ießen. A sey der e igent l iche Wer th . 
den unsere Zahl für den Werth x=a ann immt . In dem obigen 
Bcyspiclc e rha l ten wir . wenn wir für .v den Werth 1 + o) se tzen: 

(3 + o))'' — 7 (5 + (o) — b _ 2()(o + 9cO2 + to?> 

(- _|_ ^ ) 3 _ 2 (3 + cO)2 — 9 (3 + cO) + 18 (HO + 7(0- + w* 

oder wenn wir die Zähler und Nenner durch (o d iv id i ren 

20 + 9cO + (o-

() + 7 cO + cO2 

An diesem ist es nun s ichtbar , daß er sich mit der unendl ichen 

Abnahme4 von w dem Wer the " = _ in das Unendl iche nähere . 
10 . 6 ' 

Also ist _ der Wer th . den die gegebene Function 

.v* — 7x — b 

x*—2x2 — 9x + IH 

für den Werth jt*=3 annehmen muH. sofern sie dem ( ieseize 
der Ste t igkei t e n t w e d e r du rchgäng ig , oder doch um diesen Werth 

^3 __ x?, 
herum gehorchen soll. Auf ähnl iche Weise findet sich, d a ß 

t2 0t , ,2 a — x 
für den Werth x = a, den Wer th 3c*2: ^•— -X für x = a, den 

a2 — x2 

Werth 0 annehmen müsse, wenn diese4 Funct ion für x= a stetig 
seyn soll. 

§. 17. L e h r s a t z . Wenn eine Funct ion Fx\ welche für al le 
inne rha lh a und b ge legenen Wer the der x stetig ist. einen und 
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eben denselben Werth M für so viele Werthe der x annimmt, 
daß es innerhalb a und b nicht zwey einander so nahe liegende 
meßbare Zahlen gibt, innerhalb deren nicht ein solcher Werth 
von x liegt, der Fx aber mahl s = M macht: so behaupte ich. 
daß Fx eigentlich innerhalb a und b gar n icht v e r ä n d e r l i c h 
sey , sondern fortwährend =M verbleibe. 

B e w e i s . Stellt x einen beliebigen innerhalb a und b gele
genen Werth der x vor; so muß, weil Fx stetig seyn soll, irgend 
ein i klein genug angeblich seyn, daß für dasselbe und alle 

kleineren Werthe F(x+i) — Fx < v. wird und verbleibt. Wenn 

es nun innerhalb a und b nicht zwey einander auch noch so nahe 
liegende meßbare Zahlen gibt, innerhalb deren nicht ein solcher 
Werth von x liegt; so muß auch innerhalb x und x+i ein sol
cher Werth liegen. Bezeichnen wir diesen durch x + j , so ist j 
eine Zahl von demselben Vorzeichen mit i, und ihrem absoluten 
Werthe nach < i. Also muß auch für x + j das oben angegebene 

\ 
Verhältnis F(x + j) — Fx < v bestehen. Allein F(x + j)=M. Also 

mus M — Fx nach seinem absoluten Werthe < y seyn. Da nun 

M und Fx ein Paar von / ganz unabhängige meßbare Zahlen sind, 

während der Bruch w. durch die Verminderung von / in das Un

endliche abnehmen kann: so erhellet. (§.14). daß M = Fx seyn 

müsse. Also hat die Function Fx für jeden innerhalb a und b 

gelegenen Werth der x einen und eben denselben Werth. 

§. 18. Z u s a t z . Wenn also umgekehrts. Fx eine auch inner
halb der Grenzen a und b stetig veränderliche und von x ab
hängige Zahl bezeichnet: so kann es wohl seyn. daß Fx inner
halb der Grenzen a und b unendliche Mahle zu einem und eben 
demselben Werthe M zurückkehrt, doch muß es auf jeden Fall 
möglich seyn, innerhalb a und b liegende Werthe von x anzu
geben, welche einander so nahe stehen, daß kein dritter Werth. 
der Fx = M macht, zwischen denselben liegt. Mit anderen Worten : 
Unter den Werthen von x, die Fx= M machen, muß es zu jedem 
Einen, der ihm der n ä c h s t e ist, geben d. h. einen anderen 
ihm so nahe liegenden geben, daß kein dritter noch näher liegt. 

§.19. L e h r s a t z . Wenn die unendlich vielen Werthe. die 
eine einförmige Function Fx annimt, indem ihre Veränderliche .v 
einer gewissen meßbaren Zahl c so nahe rückt, als man nur 



28 

immer will. — absolut genommen größer als eine jede meßbare 
Zahl werden: so ist d iese Kunction für den Wert.lt-v = c- gew iß 
nichi stctig. 

ß e w e i s . Wäre sie es: so müßte der Wcrth Vc irgend einer 
meßbaren Zahl ( ' g l e i chkommen: und der Unterschied V(C±OJ) — 
— Vc müßte blos durch Verminderung von co in das Unend l i che 
abnehmen. Allein vermög der Voraussetzung wird F(c±co) blos 
durch Verminderung von G>. nach seinem absoluten Werthe größer 
als j e d e meßbare Zahl, und somit kann F(c±co)— Vc= F(C±OJ) — C 

gewiß nichi ins Unend l iche abnehmen. 

Hey s p i e l . So wird d ie Kunction c größer als j e d e gc-
c. — x 

gebene Zahl, wenn x dem Werthe c ins Unend l iche nahet. Darum 
ist d iese Kunction für den Wcrth x = c auch nicht stetig. 

§. 20. Lch r s a t z . Wenn d ie unendlich vielen Werthe. d ie e ine 
Kunction Vx annimmt, indem ihre Veränderliche x al le von 
.v -•- a bis x = b einschließlich vorkommendem Werthe erhält , von 
einer solchen Beschaffenheit sind, daß sich zu j eder meßbaren 
Zahl irgend einer aus ihnen ausfinden läßt, der d iese Zahl über
trifft, so ist d iese Kunction gew iß nicht für alle Werthe von 
x=a bis x—b einschließlich stetig. 

B e w e i s. Wählen wir eine unend l iche Reihe meßbarer 
Zahlen, deren j e d e folgende größer als d ie vorhergehende ist, 
und d ie j e d e beliebige Größe erreichen, z. B. d ie Zahlen 1. 2. 
*. 4. . . . in inf.. so muß es auch eine Reihe von Wertte i l der x 
gehen, .v-. x2. A'-., .V4. . . . in inj., d ie alle innerhalb a und b l iegen, 
und so beschaffen sind, daß d ie zugehörigen Werthe der Kunc
tion Vx\. Vx2. Vx3. Vx\ . . . absolut genommen ein j e d e r größer 
sind, als das gleichvielte Glied in der erst angenommenen Reihe, 
nämlich Vxt>i. Vxt ?; 2, Vx\ > 3. Vx^ - 4 usw. Wir wissen nun. 
(aus §.). daß sich d ie unend l ich vielen Zahlen xlf -v2- x%, xA . . . 
entweder alle, oder doch ein so großer Theil derselben, daß ihre 
Menge schon selbst unendlich ist, in ein Paar Grenzen, p und c/ 
einschließen lassen, welche einander so nahe rücken können, 
als wir nur immer wollen, und es ergibt sich (aus §.*)). daß eine 
d ieser Grenzen durch c. d ie andere durch c±co vorgeste l l t werden 
könne, wenn wir durch c e ine gew i sse nicht außerhalb a und b 
l iegende b e s t ä n d i g e Zahl, durch to aber eine Zahl, d i e ins Un
end l iche abnehmen kann, bezeichnen. Einer unend l ichen "Menge 

*) NB. Die zwei §§. aufweiche sicli liier berufen wird, sind in der Lehre 
von der Meßbarkeit der Zahlen erwiesen. 
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der Zahlen xu x2n .v3, x\ . . . en tspr ich! aber auch eine unendl iche 
Menge der Zahlen Fxl9 Fx\, Fx$m Kv4 . . . und diese letztere muH 
gewiß Zahlen en tha l ten , die eine j e d e gegebene meßbare Zahl 
überschre i ten . Denn weil die ers te dieser Zahlen oder /<\\ > 1. 
die zwey te oder Fx2 2. die d r i t t e oder Fxz > 5 ist usw.: so ist 
unter n d ieser Zahlen, selbst wenn die kleinsten ausgewähl t 
werden , no thwendig wenigs tens Finc\ die n ist. en tha l ten . I l ier-
nächsi ergibt sich nun aus dem vorigen Lehrsätze, daß unsere 
V"uneiion. wenn sonst für j eden anderen , für den Werth x = c 
gewiß nicht stetig seyn k ö n n e : weil i nne rha lb c und c±(o Wer the 
von Fx vorkommen, die j e d e gegebene meßbare Zahl über
schrei ten. Da nun c e n t w e d e r =a oder =b oder innerha lb a 
und b liegt, so ist hiemit erwiesen, was unser Lehrsatz aussagt . 

§. 21 . Z u s a t z. Wenn also im Gegenthei l e ine gewisse f une
iion Fx für alle Wer the von x=a bis x=b einschließlich stetig 
ist; so muß auch irgend eine meßbare und beständige Zahl \ 
angebl ich seyn. welche größer isi als j e d e r e inzelne Werth . den 
diese Funct ion von x = a bis x=b einschließlich ann immt , wenn 
wir ihn absolut be t r ach ten . 

§. 22. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx von x = a bis x = b 
einschließl ich stetig ist. und es gibt eine bes tändige meßbare 
Zahl C von der Art. daß die unendl ich vielen Wer ihc der Fx. 
welche zum Vorschein kommen, wenn wir ihrer Veränder l ichen x 
nach und nach eine unendl iche Menge inne rha lb a und b gele
gener Wer the e r the i len . sich der Z a h l C in das Unendl iche n ä h e r n : 
so gibt es auch unter den Wer then von x = a bis x = b ein
schließlich wenigs tens F i n e n = r . für welchen Fc=(i wird. 

B e w e i s . Bezeichnen wir die unendl ich vielen Wer the der .v. 
welche die Figensehafi haben, daß die ihnen zugehör igen Wer the 
der Fx sich der Zahl C in das Unendl iche nähern , durch xx. .v2. 
xz. A; . . . in inj.: so folgt (aus §.). daß sich, wenn auch nicht alle 
diese Wer the , doch eine unendl iche Menge derselben einsehließen 
lassen in ein Paar Grenzen von der Form c und c± CO. wenn wie 
durch c e ine nicht a u ß e r h a l b a und b gelegene Zahl bezeichnen . 
Hieraus ergibt sich aber (nach §. 14.), daß . weil unsere Funct ion 
für den Werth x=c stetig seyn soll, Fx = C seyn müsse. 

§.25. Z u s a t z . Wenn wir die beydcn W e r t h e Fa und Fb nicht 
mi tnehmen dürfen , so ist es ke ineswegs sicher, daß eine j e d e 
bes tändige Zahl C\ der sich die Wer the der Fx in das Unendl iche 
nahen, un te r den W7erihen derse lben auch einen haben muß . 
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von der wir e rwiesen haben, daß Fc=C seyn müsse, nur vor
aussetzen können . daH sie niehi a u ß e r h a l b a und b l iege, ke ines
wegs aber . daH sie zwischen a und b l iegen müsse : so k ö n n t e 
es sich zuwei len auch e rgeben . daH eben n u r der Wer th . in 
welchen .F.v für x = a oder für x=b übergehe t , der gegebenen 
Zahl C g le ichkommt . So gibt es z. B. ke inen i n n e r h a l b 0 und 4 
gelegenen Wer th der Veränder l ichen x. für welchen die Funct ion 
7 + \v in den Werth ( ' — 27 überg inge , obgleich es eine1 unend
liche Menge von solchen Wer ihen (\cr x gibi . für welche sich Fx 
diesem Wer the in das l inendliche näher t . Dieß kömmt , weil j e n e r 
einzige Werth von A\ für welchen 7 + >JC genau = 2 7 wird, eben 
nur eine von j enen beiden Grenzen nämlich x = 4 ist. 

§. 24. L e h r Sil t z. Wenn eine Function Fx von x = a bis x = b 
einschlieHIich stetig ist: so gibt es un ie r den sämtl ichen Wer
ihen. welche sie ann immt , wenn wir uns vors te l len. daH man 
der .v nach und nach alle Wer the von a bis b e inschl ießl ich er-
theilt hät te , j ederze i t e inen g r ö ß t e n in der Bedeutung . daH 
kein a n d e r e r g r ö ß e r : und eben so auch einen k l e i n s t e n in 
der Bedeutung, daß kein a n d e r e r k le iner ist als er. 

B e w e i s . I )er Satz bewähr t sich selbst in dem Falle, wenn 
unsere Function von a bis /) einschließlich einen und eben den
selben Werth behä l t : denn dann ist dieser bes tändige Wer th 
selbst ihr g r ö ß t e r sowohl als auch ihr k l e i n s t e r in der so
eben e r k l ä r t e n Bedeutug . lNimmi aber Fx i nne rha lb der ge
gebenen Grenzen a und /) versch iedene (d. h. ungleiche) Wer the 
a n : dann kann freylieh nicht ein und derse lbe Werth sowohl 
ihr größter als auch ihr k le ins ter heißen. Fs wird indessen genug 
seyn. wenn wir n u r d a r t h u n . daß unsere Funct ion einen g r ö ß t e n 
Werth haben müsse : denn Jeder wird e insehen, daß sich auf 
ähnliche4 Art auch das Yorhandenseyn eines k l e i n s t e n Wer ihes 
erweisen lasse. Aus §. 21. wissen wir nun berei ts , daß eine meß
bare und bes tändige Zahl A angebl ich seyn müsse4, von der ge
sagt werden kann, daß alle Zahlen , die N sind, auch g rößer 
als irgend e iner von j e n e n Wer ihen sind, die unsere Kuneiion 
von x = a bis x=b e inschließlich ann immt . G le ichwohl ist ein
leuchtend, daß nicht von e iner j eden auch noch so kleinen Zahl 
behaupte t werden könne , daß alle Zahlen , die g rößer als sie sind, 
auch größer als al le Werl he unse re r Funct ion sind. Denn nehmen 
wir eine Zahl D. die Fu ist : so ist kein Zweifel, von dieser 
lasse sich ke ineswegs sagen, daß alle Zahlen, die g rößer als l) 
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sind, auch größer als alle Werthe der Fx sind: indem gleich Fa 
eine Zahl ist. die > D und doch nicht gröfier ist als jeder Wertli 
der Fx; nämlich nicht als der Werth Fa selbst. Es muß (nach §.) 
also eine beständige meßbare Zahl M geben, welche die kleinste 
unter denjenigen ist. von denen gesagt werden kann, daß alle 
Zahlen, die größer als M sind, auch gröfier seyn müssen als alle 
Werthe, die* unsere Function von x = a bis x=b einschließlich 
annimmt. Von dieser Zahl M nun behaupte ich, sie sey ein Werth, 
den unsere Function für irgend einen nicht außerhalb a und b 
gelegenen Werth ihrer Veränderlichen selbst annimmt, und zwar 
ein solcher, darüber sie keinen größeren annimmt. Gebe es unter 
den sämmtlichen Werthen der Fx, die sie von x = a bis x=b 
einschließlich annimmt, nicht einen einzigen, der =M ist: so 
könnte es nach dem vorhergehenden Satze auch keine Werthe 
der Fx geben, die sich der Zahl M in das Unendliche nähern. 
Ks müßte demnach eine Zahl /i klein genug angeblich seyn, um 
behaupten zu können, daß der Unterschied M — Fx für alle Werthe 
von x=a bis x=b einschließlich >/f verbleibt. Daraus ergebe 
sich aber, da.fi die Zahl M nicht die kleinste ist. von der be
hauptet werden kann, daß alle größeren auch die Beschaffenheit 
haben, gröfier als alle Werthe ilev Fxuzw seyn. Denn auch M—p 
wäre eine Zahl, und zwar eine kleinere, von der sich eben das
selbe behaupten liefie. Ks erübriget also nur zu zugestehen, daß 
es unter den verschiedenen Werthen, die unsere Function von 
A• = a bis x=b einschließlich annimmt, wenigstens Einen gebe, 
der =M ist. Uiber diesen kann aber kein größerer seyn: weil 
sonst nicht wahr wäre, daß alle Zahlen, die größer als M sind, 
auch gröfier als alle Werthe unserer Function von x = a bis x=b 
sind. Ks ist somit entschieden, daß unter diesen Werthen sich 
wenigstens Einer befinde, der keinen größeren ül)er sich hat. 

§.25. Zusatz . Die Werthe Fa und Fb müssen nothwendig 
mitgerechnet werden: denn daß sich unter den sämmtlichen 
Werthen, die eine stetige* Function von x = a bis x = b a u s 
s c h l i e ß l i c h annimmt, immer ein größter und ein kleinster 
befinden müsse, läßt sich keineswegs behaupten. So gibt es z. B. 
unter den sämmtlichen Werthen. welche die Function 5JC von 
A'= 1 bis x= 10 a u s s c h l i e ß l i c h annimmt, weder einen größten 
noch einen kleinsten. Keinen größten: denn zu jedem innerhalb 
t und 10 gelegenen Werthe von x\ z. ß. 9. für welchen diese Func
tion den Werth 45 annimmt, gibt es auch einen anderen (einen 
näher an 10 liegenden), z. ß. 9S, für welchen 5x einen größeren 
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W e r t h . nämlich 47i erhält . Keinen kleinsten: denn zu jedem 
innerhalb 1 und 10 gelegenen Werth von x. z. B. 2, für welchen 
diese Function den Wer th 10 annimmt, gibt es noch einen an
deren (einen näher an I liegenden), z. B. H . für welchen ihr Wer th 
= 7-i < 10 w i r d . 

§. 2(>. Z u s a t z . Wenn es sich also im ( icgcnthcil zeigi. daß 
unier den sämmtlichen Werthen. die eine gewisse Function Fx 
annimmt, indem man ihrer Veränderl ichen x alle* gedenkbaren 
Werthe x = a bis x=b. diese mit eingeschlossen, ertheilet. ent
weder kein größter oder kein kleinster in dem Sinne ist. daß 
sich zu jedem noch ein größerer oder ein kleinerer angeben 
läßt, so muß es wenigstens einen unter den Werthen von x = a 
bis x=b einschließlich geben, für welchen diese» Function das 
Gesetz der Stetigkeit verletzt. Fin Beyspiel gibt die Function 

für den Werth x = c. 
c — x 

§. 27. L e h r s a t z . Fs gibt Functionen Fx. die sich nach einem 
solchen Gesetze ändern, daß w i r zu jeder meßbaren Zahl .1/. 
welche man uns als liegend zw ischen zwey voneinander ver
schiedenen Werthen der Fx. Fa und Fb. die zu den Werthen der 
Veränderl ichen .v = a und x=b gehören, angeben mag. auch im 
Stande sind, nur zw ischen den Zahlen a und b liegende meßbare 
Zahl m au fzuf inden, deren zugehöriger Werth für Fx. d. h. Fm. 
der gegebenen Zahl M gleich kommt. 

B e w e i s . Fine solche Function ist z. B. gleich r.v. Denn wenn 
w i r x einmahl a. ein andermahl b setzen: so erhalten w i r die 
Werthe Fa = ca und Fb=cb. Bedeutet nun M eine zw ischen den 
Werthen Fa und Fb. daß ist ca und cb. gelegene Zah l : so muß 
ch~£_ M 4? ca seyn. Daher ist auch, wenn w i r beiderseits durch c 

2 a solern c positiv ist. und a / äZ <> soleru 
'* . , v/ c 
In jedem Falle ist aber eine» zw ischen a und /> 

c 
gelegene Z a h l : und wenn w i r diese an die Stelle von x in unsere 

M 
Function setzen, so erhalten wir c—=M. Also gibt es al lcr-

c 
dings einen zwischen a und b gelegenen Werth der Veränder
l ichen, für welchen die Function ex den zw ischen ca und cb 
gelegenen Werth M annimmt. 

§. 28. F r k l ä r u n g . Wenn eine Function Fx die so eben be
schriebene Beschaffenheit hat. d. h. wenn es zu jeder Zahl A7, 

dividircn h 

c negativ ist 
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die zwischen zweyen ihrer Veränderlichen Fa und Fb liegt, auch 
für ihre Veränderliche x einen zwischen den Zahlen a und b 
liegenden Werth m gibt, für welchen Fm= M ist; so sagen wir 
kurz, d ie F u n c t i o n Fx ü h e r g e h e a u s k e i n e m i h r e r 
W e r t h e Fa i n e i n e n a n d e r e n Fb, o h n e e r s t j e d e n d a 
z w i s c h e n l i e g e n d e n M a n g e n o m m e n zu h a b e n . Durch 
diesen Ausdruck deuten wir zweyerley an: e r s t l i c h daß jede 
zwischen den Zahlen Fa und Fb liegende Zahl, d.h. jede Zahl, 
die dem Verhältnisse Fa^_M und M ^Fb entspricht, auch einer 
der Werthe sey, welchen die Fx irgend ein- oder vielleicht auch 
mehrere Mahle annimmt; und z w e y t e n s , daß dieses, wenn 
nicht öfter, wenigstens einmahl bey einem Werthe x = m ge
schehe, der zwischen den Werthen a und b liegt, d. h. dem Ver
hältnisse a\\_\m und m_\_\b entspricht. 

§. 29. Le h r s a t z. Eine Function, welche entweder durch
gängig, ,pder doch innerhalb gegebenen Grenzen'stetig ist, über
gehet aus keinem ihrer Werthe in einem anderen davon ver
schiedenen (d. h. ungleichen) Werth ohne erst alle dazwischen 
liegende wenigstens einmahl angenommen zu haben. 

B e w e i s . Seyen a und b ein Paar innerhalb derjenigen 
Grenzen, auf welche sich die Stetigkeit der Function Fx erstreckt, 
gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen, bey welchen die Werthe 
Fa und Fb selbst einander ungleich sind. Bezeichnen wir nun 
den kleineren derselben durch Fa: so ist, wenn die Zahl M eine 
beliebige zwischen Fa und Fb gelegene Zahl vorstellt, M—Fa 
p o s i t i v , und wegen der Stetigkeit der Function für Jta = a gibt 
es eine positive sowohl als negative Zahl /. klein genug, daß 
auch noch M—F(a + i) positiv ausfällt. Dazu bedarf es nämlich 
nur, i seinem absoluten Werthe nach so klein zu nehmen, daß 
F(a+i)—Pa<(M — Fa) wird und verbleibt, so sehr man auch i 
noch ferner abnehmen läßt. Für diese Werthe von i und für alle 
kleineren gilt von dem Ausdrucke M—F(a + i), daß er fort
während positiv sey. Nehmen wir nun r mit demselben Vor
zeichen, welches der Unterschied b — a hat, und vergrößern das
selbe nach seinem absoluten Werthe allmählich bis es den 
absoluten Werth b — a erreicht: so wird a + i = a+(b — a) = 6, 
und M — F(a + i) = M—Fb gewiß nicht mehr positiv, sondern 
schon n e g a t i v , weil sonst nich gesagt werden könnte, daß 
M zwischen Fa und Fb liege. Die Eigenschaft, den Ausdruck 
M —F(a + i) po s i t i v zu machen, kömmt also der veränderlichen 
Zahl i wohl für alle Werthe zu, die kleiner sind als ein gewisser, 

3 
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abe r nicht für alle übe rhaup t . O h n e Zweifel gibt es also (nach §.().) 
eine meßbare Zahl ///. die ihrem abso lu ten Wert l ie nach die 
g r ö ß t e de r j en igen ist. von denen gesagt we rden kann , daß alle 
absolut k le ineren Wer the von /' diese Eigenschaft noch haben. 
Untersuchen wir nun. von welcher Beschaffenheit dieses /// sey 
und welchen Wer th der Ausd ruck M—F(a + i) annehme*, wenn 
wir der i den Werth /// selbst e r ihe i len . 

/. Zuvörders t ist aus der Ar t . wie wi r /// bes t immten, von 
selbst e in leuchtend , daß es dasselbe Vorzeichen wie / cl. i. wie* 
b — a h abe : hiezu aber füge ich noch die Bemerkung , (ließ /// sey 
seinem absoluten Wer the nach < b — a. Weil näml ich M — Fb. 
wie wir berei ts bemerk ten , n e g a t i v ist; so muß es wegen der 
Stet igkei t der I uneiiou x für den Werih x=b. e ine positive* 
sowohl als negat ive Zahl (o geben klein genug, daß auch noch 

dieß e r laub t ist, M—ПЬ-O)) 1KM 

laH Ù) 

^ativ ist. Setzen wir also, weil 
lest, (lall co dasselbe Vorzeichen habe wie /) — a und somit auch 
wie / und ///. Wäre nun /// seinem absolu ten Wer ihe nach nicht 
<b — a : so müßte es e n t w e d e r =b — a oder >b — a seyn. 

A. Im ersten f a l l e w ä r e b ~~ a + m. und somit M — F(b — (o)-— 
= M — F(a + m -c0) nega t iv : d .h . es gebe einen Wer ih für / = ///—c0, 
der seinem absoluten Wer the nach tu ist. und den Ausdruck 
M—/' (a + i) g le ichwohl schon negativ macht. Ks w ä r e also nicht 
wahr , daß al le /. die ih rem absoluten Wer ihe nach < tti sind, 
M—F(a + i) positiv machen. 

B. Im zweyten fa l l e , wenn /// SIMIHMU absoluten Wer the nach 
> b — a w ä r e : w ü r d e b— a selbst schon einen Werth für / k le iner 
als /// vorstel len, der den Ausdruck M— F(a-{-i) = M—Fb ne
gativ macht : im geraden Wide r sp ruche mit der Vorausse tzung, 
daß al le /. die1 k l e ine r als /// sind. 1 /—F(a+i) positiv machen 
sollen. Ks e rübr ige t also n u r zuzuges tehen , daß /// seinem abso
luten Wer the nach < /? — a sey. Dann aber ist (nach §. ) a + m 
sicherl ich ein Wer th . der i nne rha lb clor Grenzen a und b liegt. 

2. Der Wer th . den der Ausd ruck M—F(a + i) für i = m an-

n i m m l 
Donn 

1/ — /• '(u + •*//)• k i l mi wede r pos i t iv noch ncga l i v seyn. 

/// a) wäre4 .)/ — 
halb a und /) lio 
x - a + tti stetig ist, ein co klein 

posit iv , so gäbe es . weil a + /// inner-
uncl somit die func t ion Fx für den Worth 

reni i í CІłlH i) ueli noch м 
— .F(u + m±oj) positiv wäre . Aber e iner der Wer ihe tti + co oder 
m — o) ist gewiß absolut g rößer als ///: somit w ä r e /// nicht der 
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größte Werth, von dem gesagt werden kann, dafi alle i, die < m 
sind, größte M—F(a + i) positiv machen. 

b) Ehen so wenig kann M—F(a + m) negativ seyn, weil es 
sonst ein <o klein genug gäbe, daß auch M— F(a + m±(o) negativ 
wäre. Und da einer der Werthe m + co oder m — (o kleiner als m 
ist: so wäre es nichi wahr, daß alle i', die <m sind, den Aus
druck M — F(a + i) positiv machen. Da auch M meßbar ist, und 
aus der Steiigkeit der Function Fx folgt, daß der Werth F(a + m) 
gleichfalls ein meßbarer sey: so mufi auch der Unterschied 
M—F(a + m) eine meßbare Zahl vorstellen. Da er nun aber weder 
positiv noch negativ ist; so erübriget nur, daß M — F(a + m) =0 
oder M=F(a + m) sey. Es ist sonach erwiesen, daß es einen und 
zwar innerhalb a und b gelegenen Werth von x gebe, nämlich 
a + m, bey dem die Function Fx = F(a + m) in den verlangten 
Werth M übergehet. 

§.30. Z u s a t z . In diesem Lehrsätze ist nun behauptet und 
dargethan worden, daß es für jeden zwischen Fa und Fb gelege
nen Werth M w e n i g s t e n s e i n e n zwischen a und b gelegenen 
Werth der x gebe, der Fx= M macht, sofern die Function Fx für 
alle Werthe der x von a bis b einschließlich stetig ist. Daß es aber 
nur einen einzigen dergleichen Werth für x gebe, bey welchem 
Fx in M übergehet, sagen wir keineswegs. In der Thai gibt es 
Fälle, wo sich mehr als Ein solcher Werth nachweisen läßt. So 
nimmt z. B. die Function xz—9x2 + 2hx + i für x = t den Werth 19, 
und für x = 5 den Werth 31, den zwischen 19 und 31 gelegenen 
Werth 25 aber sowohl für x = 2, als auch für x = 5, als nämlich 
auch für x = 4 an. Und nicht blos mehrere, sondern sogar u n 
e n d l i c h e v i e l e von einander verschiedene Werthe der Verän
derlichen, die alle innerhalb der Grenzen a und b liegen, können 
zu einem und eben demselben zwischen Fa und Fb liegenden 
Werthe M führen, ohne daß Fx darum aufhören müßte, eine 
stetige Function zu seyn. Wenn wir z.B. festsetzen, daß die Func-
lion Fx für alle x, die < 5 , den Werth Fx = 4x\ für alle xj>5 
und <M0 aber den unveränderten Werth Fx = 20, für alle x 
endlich, die > 10 sind, den Werth Ix — 50 habe: so überzeugt 
man sich leicht, dafi die Art. wie sich die Function Fx verän
dert, dem §. 2. erklärten Gesetze der Stetigkeit gemäß sey: indem 
der Unterschied F(x+Ax)—Fx für jeden Werth von x in das 
Unendliche abnimmt, wenn zix in das Unendliche abnimmt. Für 
alle x nämlich, die < 5, haben wir 

F(x +4x) — Fx = 4 (x +dx) — 4x = 4Jx. 
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Für x = 5 und ein negatives Ax, haben wir immer noch 
F(x — Ax) — Fx = 4 (5 — Ax) — 4 .5 = — 4Ax. 

Für ein positives Ax dagegen, nämlich für alle Werthe von .v. 
die innerhalb 5 und 10 liegen, ist F(x + Ax)— Fx unverändert 
= 20 — 20 = 0: welches der Vorderimg- dafi AFx in das Unend
liche abnehmen solle, eben nicht widerspricht: weil diese nlu
den Sinn hat. dafi AFx < y- werden und verbleiben müsse: was 

1 in der That geschieht, weil ja auch ( )< ^ ist. Auch für den 

Wcrth A----10 und ein negatives Ax haben wir noch immer 
F (x — Jx) — Fx = 20 — 20 = 0. 

Für ein positives Ax aber ergibt sich 
F(x + Ax) — Fx = 7(\ü + Ax) — 50 — 20 = 7 .Ax. 

Eben so findet sich für jedes x. das > 10, 
F(x + Ax) — Fx = 7 (x + Ax) — 50 — 7x + 50 = 7. Ax. 

Also ist unsere Function ohne Zweifel stetig für alle Werthe 
ihrer Veränderlichen. Für den Wcrth x=i aber hat sie den 
Werth 4, für J C = 1 1 den Wcrth 27. und wenn wir fragen, für 
welchen innerhalb 1 und 21 gelegenen Werth der .v sie in den 
zwischen 4 und 27 liegenden Werth 20 übergehe: so ist die 
Antwort, dafi sie diesen Werth zuvörderst für x = 5 erweise, 
dann aber für eine unendliche Menge von Werthen. nämlich für 
alle von 5 bis 10 einschließlich- beybehalte, und erst für Werthe 
von x\ die > 1 0 sind, würde andere Werthe bekommen. 

§. 51. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fy für den bestimmten 
Werth ihrer Veränderlichen, den wir so eben durch y bezeichnen, 
stetig ist entweder nur hinsichtlich auf einen positiven oder nur 
hinsichtlich auf einen negativen Zuwachs von y oder in beyden 
Hinsichten zugleich, und wir betrachten nun diese Veränderliche 1/ 
selbst als Function einer anderen frey veränderlichen Zahl .v. 
wobey sich findet, dafi diese Function fx = y für den bestimmten 
Werth von x9 der fx = y macht, gleichfalls stetig sey. und diefi 
zwar wenigstens hinsichtlich auf einen solchen Zuwachs von .v. 
dabcy das zugehörige Ay dasselbe Vorzeichen erhält, in ßcirelT 
dessen auch Fy Stetigkeit hat: so behaupte ich. dafi die Function 
von x, F(fx), welche zum Vorschein kommt, wenn wir in dem Fy 
an die Stelle des y die fx setzen, gleichfalls stetig sey und diefi 
zwar hinsichtlich auf dieselbe positive oder negative Natur des 
Zuwachses, die schon erwähnt wurde. 
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B e w e i s . Weil die Funct ion Fy stetig seyn soll für den
j en igen Werth i h r e r Veränder l ichen , die wir soeben d u r c h y be
ze ichnen : so muH wenigs tens für ein gewisses (positives oder 
negatives) Vorzeichen von Jy. deren Unterschied F(y-\-Jy) — Fy 
in das Unendliche* abnehmen , sofern n u r Jy in das Unendl iche 
abn immt . Setzen wir aber y=fx. so ist y ~^-Jy = f(x~\-Jx), und 
Jy = f(x + Jx) — fx. Hat nun auch fx Stet igkeit für den jen igen 
Werth von A*, der eben die Gle ichung fx = y he rvorbr ing t , und 
bey demjen igen (positiven oder negativen) Zuwachse Jx\ der 
uns ein Jy mit j enem Vorzeichen, wie es zur Ste t igkei t der F\j 
er forder l ich isi . h e rvo rb r ing t : so kann durch bloße Verände
rung von Jx. Jy in das Unendl iche verminder t werden . Also 
wird, wenn wir s ta t t y den Wer th fx und stat t Jy den Werth 

/ (x + Jx) — fx setzen. F (y + -<y) — Fy = F(f (x + Jx)) — V(fx) 

gleichfalls in das Unendl iche a b n e h m e n können , sofern wi r nur 
Jx in das Unendliche* abnehmen lassen.« 

§. 12. A n n ie r k u n g. Die in diesem Lehrsa tze gemachte Be
s c h r ä n k u n g , betreffend die posit ive oder negat ive Na tu r des 
Zuwachses , für we lchen die Fy Stet igkeit hat , ist wohl nicht 
überflüssig, ob man sie gleich gewöhnl ich wegläßt . Wäre z. B. 
die Funct ion Fy = ]/i — y . so w ä r e sie für den Werth y= 1, n u r 
stetig hinsichtl ich auf einen negat iven Zuwachs. Setzen wir aber 

— so isi cließ eine Funct ion, die bey demje-
1 

von x\ der fx = y=\ macht, näml ich bey x = -— 

hinsichtl ich auf ein posit ives Jx\ aus welchem 
leichfalls n u r ein posit ives Jy he rvorgehe t ; dahe r den F(fx) 
uv den a n g e g e b e n e n Wer th in der That gar ke ine Stet igkeit be-

VorausseUzuug ist nämlich 

У 4.v2 H 

nigen Werihc 

n u r s tet ' s 

weiset. Unter cliesei 

V((x) = 

I 

/(,-^-У(.,-;)). 
welches für x = — zu Null wird , für x'= -\-Jx aber imaginär 

ausfäl l t , wir mögen Jx positiv oder negativ annehmen . 

S. v>. Z u s a t z . Nicht eben so wie von der Stet igkei t der 
Funct ion Fy für einen gewissen Werth von y. und aus der Stetig
keit der fx für den jen igen Wer th von x. der fx= y macht , auf die 
Stet igkei t der F(fx) geschlossen werden kann , läßt sich auch um
g e k e h r t von der Unstet igkei t der Func t ionen Fy und fx für e inen 
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gewissen Werth ihrer Veränderlichen, sofort auch auf die Un-
stetigkeit der F(fx) für diese Werthe schließen: sondern ob F(fx) 
in der That unstetig seyn werde oder nicht, kommt noch auf 

eigene Umstände an. So ist Fij= u + ••••'•• unstetig für den Werth 

y=\\ und wenn wir y= setzen, so ist fx eine Function, die* 

für x = 0 unsictig wird. F(fx) aber wird nun unstetig sowohl 
wenn x = Q. als auch wenn x denjenigen Werth (= I) annimmt, 
der fx = y = t d. h. das Fy unstetig macht. Wäre dagegen die 

Function Fij = - : so würde für ij = fx= • F(x)= . nur 
•' t— y ,J x x—\ 

für den einzigen Werth x=\9 der Fy unsteiig macht, unstetig. 
§. 34. L e h r s a t z . Wenn eine veränderliche Zahl von m e h r e 

r e n freyen Veränderlichen abhängt: so kann sie hinsichtlich 
der Einen und in Beziehung auf einen gewissen Wcrih derselben 
stetig: hinsichtlich einer anderen aber und in Beziehung auf 
einen anderen Werth unstetig seyn. 

B e w e i s . So ist z. B.. wenn W=x+ . ••- ist. diese verün-
10 — y 

derlichc Zahl stetig zu nennen hinsichtlich der x und zwar für 
jeden Werth derselben (vorausgesetzt, daß nur y eine meßbare 
und von 10 verschiedene Zahl ist): in Hinsicht auf y ist eben 
diese Zahl W nur stetig zu nennen, für alle diejenigen Werthe. 
die > oder < 10 sind. 

§. 35. L e h r s a t z . Bios aus dem Umstände, daß eine gewisse 
Function F(x. y. z . . . . ) von mch r c r eu Veränderlichen JC, y. z. ... 
hinsichtlich der Einen x und in Beziehung auf gewisse Werthe 
derselben stetig — oder auch unsictig—ist, so lange den übrigen 
Veränderlichen y9 z . . . . die bestimmten Werthe y, z,. . . beigelegt 
werden, kann nicht gefolgert werden, daß diese Function jene* 
Stetigkeit oder auch Unstctigkcit bcybehaltet. wenn eine* einzige* 
der Zahlen y9z9... den angegebenen Werth verändert. 

B c w c i s. Wenn die Zahl W= F(x, y. z. . . .) eine Function 
nicht nur der x, sondern auch noch der y, z , . . . ist: so hängt 
der jedesmalige Werth dieser Zahl nicht nur von dem Werthe 
der x, sondern auch von den Werthen der y,z.... ab ; und das 
Gesetz dieser Abhängigkeit kann ein solches seyn, daß die Ver
änderung, welche Ver fähr t , wenn x in x±<dx übergehet, bey 
einem gewissen Werthe der y, z, . . . mit 4x selbst in das Un
endliche abnimmt, wo dann W stetig heißen wird, bey einem 
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andern Werthe der zj, z, . . . aber nimmt die erwähnte Verände
rung nicht in das Unendliche ab, und somit wird nun W un
stetig seyn, und im Cegentheil. Also werden wir blos aus dem 
Umsiande, weil die iMiiiction W=F(x, y, z, . . .) von einer solchen 
Beschaffenheit ist. daß sie bey einem gewissen Werthe der y. z,... 
in Hinsicht auf die Veränderliche x dem Gesetze der Stetigkeit 
folgt oder im Gegentheile demselben nicht gehorche, noch nicht 
berechtigt seyn zu schließen, daß sie sicli auch bey einem andern 
Werthe der y, z, . , . ebenso verhalten müsse. So ist z. B. die 

1 
Function x2 + -------- stetig in Hinsicht auf x, wenn wir für u 5 + y *' 
einen von —"5 verschiedenen Werth annehmen; für den Werth 

11 — _ j aber ist diese Function unstetig;; weil _ . unmeßbar 
• i iv r ,- > + </ 

wird. Die r unction 
x-2 +

 i
 + J + _ * +

 i
 + . . . . in inj. 

1—iy 2 — y * — y 4 — y 

ist stetig für jeden Wertli von x\ so lange y nur eben keine 
derjenigen Werthe annimmt, die in der Reihe der natürlichen 
Zahlen 1,2,3.4.. . . liegen. U. s. w. 

§. 5b. Leh r sa tz . Selbst wenn wir wissen, daß die Veränder
liche W nur von den zwey Veränderlichen x und y abhänge, und 
daß sie sich stetig erweise für alle Werthe der x, die innerlialb 
a und b liegen, während y einen bestimmten innerhalb c und d 
gelegenen Werth behauptet, und ebenso stetig sich erweise für 
alle Werthe der iy. die innerlialb c und d liegen, während x einen 
bestimmten innerhalb a und b liegenden Werth behaupte.. — 
dürfen wir gleichwolil nicht schließen, daß Unstetig sey auch nur 
für einen einzigen Werth von x\ während y von jenem vorigen 
verschiedenen Wertli annimmt; und ebensowenig, daß PF stetig 
sey für einen einzigen Werth von y. während x einen von jenem 
vorigen verschiedenen Werth empfängt. 

13 e weis . Denn das Gesetz der Abhängigkeit der W von 
den beiden Veränderlichen x und y konnte ja auch von einer 
solchen Beschaffenheit seyn. daß wohl allerdings bey einem be
stimmten innerhalb c und d gelegenen Werthe von y, die Aende-
rung von W mit der von x\ und ebenso auch bey einem be
stimmten innerhalb a und b gelegenen Werthe von x die Aen-
derung der W mit der von y in das Unendliche abnimmt, daß 
aber sobald im ersten Falle y und zugleich x einen anderen 
Werth annimmt, keines von Beyclen mehr Statt hat. Denn was 
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hindert uns z. B. festsetzen, daß JFfür jeden innerhalb a und b 
gelegenen Werth von .v und während des bestimmten innerhalb 
c und d liegenden Wert lies von y=c + y den meßbaren Werth 
W=.x- annehme, bey jedem anderen Wcrthc der y aber un-
meßbar sey, daß ferner eben so für jeden innerhalb c und d 
gelegenen Werth von y, und während x den bestimmten inner
halb a und b liegenden Werth x = a + a erhält, den meßbaren 
Werth W=y2 annehme, bey jedem anderen Wcrthc der x aber 
unmeßbar sey? In diesem Falle nun gäbe es offenbar nichteinen 
einzigen außerhalb c + y gelegenen Werth von y, und nicht 
einen einzigen außerhalb a + a gelegenen Werth von JC, von der 
Art. daß bey diesen beyden Wertteil Weinen meßbaren Werth 
erhielte. Sollte min W=F(x,y) sich stetig erweisen für irgend 
einen Werth von je. während y einen von c + y verschiedenen 
annimmt: so müßte, wenn wir den Werth von x durch Jx. jenen 
von y aber durch c + y + Jy bezeichnen, der Unterschied 

F (x + Jx. c + y + Jy) — F(x\ c + y + Jy) 

mit Jx in das Unendliche abnehmen. Fs müßte also auch beyde 
Ausdrücke 

F(x, c + y + Jy) u nd F(x + Jx. c + y + Jy) 

meßbare Zahlen bezeichnen. Allein nach der Voraussetzung, die 
wir nur eben gemacht, muß wenigstens Einer von diesen beyden 
Ausdrücken eine meßbare Zahl vorstellen, weil entweder JC oder 
x+Jx einen von a + a verschiedenen Werth hat. 

§. 37. A ii me rk u ng. Sachkundige wissen, das es selbst unter 
derjenigen ( lasse von Functionen, die nur einem einzigen für 
alle Wcrthc ihrer Veränderlichen gleichlautenden Gesetze folgen, 
sehr einfache Bcyspielc geben, die zum Beweise unseres Lehr
satzes angeführt werden können. So ist die Function 

xy + (i-x)[]/2- y +]/ y -2] 
stetig für jeden Werth von x, wenn wir der y den Werth 2 geben, 
und für jeden Werth von y. wenn wir der x den Werth 1 an
weisen; weil in beyden Fällen (1 — Jc)[j/2— y + ]/y—2>] zu Null 
wird. Nehmen wir aber für y irgend einen von 2. oder für x 
irgend einen von 1 verschiedenen Werth; so läßt sich im ersten 
Falle kein einziger Werth für x\ im zweyten kein einziger für y 
auffinden, bey ^velchem diese Function Stetigkeit hätte. 

§. 38. F r k I ä r u ng. Ich sage, daß die Function mehrerer 
Veränderlichen F(x. y. z. . . .) Stetigkeit habe zugleich für den 
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Werth von x und bey einem positiven oder negativen Zuwachse 
desselben i n g l e i c h e n f ü r d e n W e r t h y u n d b e y e i n e m 
p o s i t i v e n o d e r n e g a t i v e n Z u w a c h s e d e s s e l b e n , w i e 
a u c h fü r d e n W e r t h z u n d b e y e i n e m p o s i t i v e n o d e r 
11 e g a t i v e n Z u w a c h s e d e s s e I b e n, wenn folgende Um
stünde eintreten ; 

a) wenn diese Function für den Werth x und bey der an
gegebenen Natur seines Zuwachses Stetigkeit äußert, für jeden 
Werth der y9z....9 der nur nicht außerhalb der beziehungs-
Aveisen Grenzen y und y-\-Ay9 z und z + Az.... liegt, wo Ay9 

Az,... die angegebenen Vorzeichen haben, 

b) wenn eben (ließ auch von y gilt, d. h. wenn die Function 
für den Werth y und bey der angegebenen positiven oder ne
gativen Natur seines Zuwachses Stetigkeit äußert, bey jedem 
Wert he der x. y. z der nur nicht außerhalb der beziehungs-
weisen Grenzen x und x+Ax9 z und z + Az9... liegt, wo Ax9 

Jz. .. . die angegebenen Vorzeichen haben; 

c) wenn eben (ließ auch von z gilt, u.s. w. 

Wenn die Zuwächse der x.y9 z . . . . sowohl positiv als auch ne
gativ seyn können: so sage ich nur schlechtweg, daQF(x9y9z9...) 
für die Werthe x\ y. z.. . . Stetigkeit habe. Und nun erräth man 
schon von selbst den Sinn der Redensarten, daß F(x9 y9 z , . . . ) 
Stetigkeit habe für alle Werthe von x9 die innerhalb a und b; 
von i/s die innerhalb c und d: von z, die innerhalb e und /' liegen 
II. s. w. oder für alle Werthe von x9 y9 z , . . . mit Ausnahme dieser 
und jener : u. s. vv. 

§."59. L e h r s a t z . Wenn eine Function mehrerer Veränder
lichen W=F(x, y9 z) stetig ist hinsichtlich aller ihrer Veränder
lichen für die durch x9 y9 z . . . bezeichneten Werthe, und in Bezug 
auf einen positiven sowohl als negativen Zuwachs derselben; 
so kann der Unter schied 

AW= F(x + Ax. y + Ay, z + Az,.. .) — F(x9 y, z , . . . ) , 

den man erhält, indem sich a l[l;e j e n e V e r ä n d e r l i c h e n z u-
g I e i c Ii um gewisse Zuwächse Z/A\ Ay,... stetig verändern, nach 

seinem absoluten Werthe kleiner als jeder gegebene Bruch .-

werden und wird auch kleiner verbleiben, wenn man die Zu
wächse Ax\ Ay9 Az.... nur klein genug annimmt, und so sehr 
man sie dann auch noch hinterher vermindert. 
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B e w e i s. Nach §. 9. (Einl.) ist in der Rede stehende Zuwachs 

JW= F(X + Jx. y + Jy, z + dz,...) — F(x, y, z, . . . ) = 

= Jx F(x\ y, z,...) + Jy F (x + Jx, y, z,. ..) + 
+JZ F(x + Jx, y + Jy, z ) + • • • 

Weil aber die gegebene Function F(\\ y, z. . ..) stetig seyn soll fin
den Werth x bey einem positiven sowohl als negativen Zuwachse 
desselben, sofern nur y.z ihre Werthe behalten: so nimmt 

Jx F(x, y, z , . . . ) = F(x + Jx, y, z,...) — F(x. y, z.. ..) 

mit Jx in das Unendliche ab. Weil ferner die gegebene Function 
auch stetig seyn soll für den Werth y, sofern nur x und z ihre 
Werthe behalten, oder um einen positiven oder negativen Zu
wachs verändern, der so klein werden kann, als man nur immer 
will; so muß auch 

JyF(x +Jx. y, z,...) = F(x + Jx, y +Jy- z ) — F(x+J\\ y, z . . . . ) 

mit Jy in das Unendliche abnehmen. Weil aber so unsere Func
tion stetig seyn soll für den Werth z, sofern nur x. y... . ihre 
Werthe behalten, oder um einen positiven oder negativen Zu
wachs verändern, der so klein werden kann, als man nur immer 
will: so muß auch 

J,.F(x + Jx. y + Jy. z ) = F (x + Jx. y + Jy. z + Jz. ...) — 
— F (x + Jx. y + Jy. z ) 

mit Jz in das Unendliche abnehmen können. Also ist kein 
Zweifel, daß auch die algebraische Summe der eben betrachteten 
drey Ausdrücke d. h. JW selbst in das Unendliche abnehmen 
könne, wenn Jx,Jy,Jz.... in das Unendliche abnehmen können. 

§. 4(). L e h r s a t z . Wenn eine Function mehrerer Veränder
lichen F(y,z ) stetig ist für eine jede dieser Veränderlichen 
wenigstens für den bestimmten Werth derselben, den wir soeben 
durch y,z,... bezeichnen und hinsichtlich auf einen gewissen 
positiven oder negativen Zuwachs, und wir betrachten nun diese* 
Veränderlichen selbst als Functionen einer neuen frey veränder
lichen Zahl x,y = fx, z = <px,... u. s. w., wobey sich ergibt, daß 
diese Functionen fx,<px,. . . für einen und eben denselben Werth 
von x, denjenigcni nämlich, der die nun eben angeführten Glei
chungen fx = y, (px = z,... hervorbringt, und für einen und eben 
denselben positiven oder negativen Zuwachs Jx Stetigkeit: haben, 
und ebenso diejenigen positiven oder negativen Zuwächse Jy, 
Jz... erhalten, in Betreff deren die Function F(y, z , . . . ) Stetig-
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keit hat: so behaupte ich, daß die Function von x9 F(fx9 <px....), 
welche zum Vorschein kömmt, wenn wir in F(y9 z , . . . ) an die 
Stelle der y9 z, . . . beziehungsweise fx. cpx9.. . setzen, gleichfalls 
stetig sey, und diefi zwar hinsichtlich auf den bereits erwähnten 
Werth von x9 der die Gleichungen fx = y9 <px = z.... gibt, und 
in Bezug auf den positiven oder negativen Zuwachs, der die er
wähnten positiven oder negativen Zuwächse Jy. Jz9... verlangt. 

B e w e i s . Wenn x in x + Jx übergehet, übergehet fx = y in 

f(x + Jx) = y + Jy9 <px = z in <p(x + Jx) = z + Jz u.s.w. 

Daher ist die Veränderung, welche F(y9z. .. .)= F(fx9 <px\ . . . ) er
fahren, wenn x in x + Jx übergehet, oder 

F(f(x + Jx)9 <p(x + Jx)9...) — F(fx9 <px. ...) = 
= F(y + Jy, z + Jz9...)-F (y9 z, . . .) = 
= F(y +^y> z> • • •) - F(0, z , . . . ) + F(y + Jy. z + Jz....) — 
— F(y \-Jy9z9...)+•••• 

Nach der Voraussetzung aber sind für den festgesetzten Werth 
von x\ und für ein bestimmtes Vorzeichen von Jx. fx und <px.... 
stetige Functionen, die Unterschiede 

f(x + Jx) — fx = Jy9 <p(x + Jx) — <p(x) = Jz.... 

nehmen also mit Jx in das Unendliche ab : und da sie überdiefi 
auch ein jeder dasjenige Vorzeichen haben, welches erforderlich 
ist, wenn sich die Function F(y9z...) stetig^ erweisen soll: so 
folgt aus der vorausgesetzten Stetigkeit dieser Function für y, 
daß F(y-\-Jy9 z , . . . ) — F(y,z9...) mit Jy oder Jx in das Un
endliche abnehmen könne. Auf ähnliche Weise folgt aber aus der 
Voraussetzung, daß auch die Function F(y9 z ) für den Werth z 
und bey einem Werthe von y, der nur nicht außerhalb der 
Grenzen von y und y + Jy liegt, also auch bey dem Werthe 
y + Jy selbst, Stetigkeit äußert, daß auch der Unterschied 

F(y +Jy9 z + Jz9.. .)—F(y+Jy9 z.. ..) 
in das Unendliche abnehmen könne, wenn Jx in das Unendliche 
abnimmt. U.s.w. 

Hieraus ergibt sich denn deutlich, daß auch der ganze Un
terschied 

F(f (x +Jx)9 <p(x +Jx)9...)- F(fx9 <px....) oder JF(fx. <px\ ...) 

mit Jx in das Unendliche abnehmen könne, d. h. daß F(fx\ <px....) 
für den bestimmten Werth von x9 und das bestimmte Vorzeichen 
von Jx Stetigkeit habe. 



§. 41. A n m e r k u n g . Uiber die Nothwendigkeit der in diesem 
Lehrsätze angebrachten Beschränkung, betreffend die positive 
oder negative Natur der Zuwächse dy* z / z . . . . brauche ich nach 
dem im §. 32. Gesagten wohl nichts mehr zu erinnern. 

§. 42. Z u sii iz. Nur von der Stetigkeit der Functionen F(y,z ) 
und y = fx. z = <px\... lehrt uns der vorhergehende Satz unter 
gehöriger Einschränkung auf die Stetigkeit der F(fx\ <px\ . . .) 
schließen; nicht aber läßt sich auch umgekehrt von der Un
stetigkeil einer der Functionen F(y.z...) y = fx\ z = <px. . . . 
für einen gew issen Werih von x\ sofort der Schluß auch auf 
die Unsieiigkcit der F(fx\ <px ) inachen: wie schon aus §. 33. 
erhellet. 

§. 43. Z u s a 1 z: Also ist j ede Function- die eine algebraische 
S u m m e , ingleichen auch die ein P r o d u e t ist aus einer end
lichen Menge anderer Functionen einer und eben derselben frey 
Veränderlichen x stetig für alle Werthe dieser Veränderlichen, 
höchstens mit Ausnahme deren, für welche eine oder die andere 
dieser Functionen selbst unstetig wird. Denn eine Summe, in
gleichen auch ein Product von einer endlichen Menge frey Ver
änderlichen Zahlern, ist stetig für alle ihre Werthe. (§. 5.) 

§. 44. Z II sa tz. Eine Function, welche ein Q u o t i e n t zweyer 
andern Functionen von einer und eben derselben frey Veränder
lichen x ist. hat Stetigkeit für alle Werthe dieser Veränderlichen, 
höchstens mit Ausnahme der jenigen, für welche eine oder die 
andere dieser Functionen selbst unstetig werden, oder die jenige, 
die (\vv Divisor ist. in den Wcrth Null übergehet. 

§.43. L e h r s a t z . Jede g a n z e r a t i o n a l e F u n c t i o n einer 
Veränderlichen x d.h. j e d e Function, welche sich unter der Form 

ax" + bx"~x + cxn~2 H ylx + m 

darstellen läßt, worin a.b. c... . L m meßbare Zahlen bezeichnen, 
ist für jeden meßbaren Wcrth ihrer Veränderlichen stetig. 

B e w e i s . Den j e d e s einzelne Glied dieser algebraischen 
Summe w ie ax". bxn-\ .. . ist. stetig für j e d e n Wcrth von x. (§. 6.) 
Also auch ihre ganze Summe. 

§. 4(). L e h r s a t z. Auch j ede g c b r o c h e n c r a t i o n a l c 
F u n e t i o n einer Veränderlichen x d. h. j e d e Function, welche 
sich darstellen läßt unter der Form 

axn + bxn~l + cxtl-2 H + lx+ p 

axm + (ix1"-1 + yxm~2 H h he + n 
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ist stetig für jeden Werth ihrer Veränderlichen x. der nur den 
Nenner ax,n + ßx,n-\ + yx„,-2 _| yJLx + n 

nicht zu Null machi. 
B e w e i s . Frgibt sich aus dem vorhergehenden. 

§. 47. Uibergang. Da wir aus §. 29. schon wissen, clafi alle 
stetigen Functionen die Eigenschaft haben, aus einem ihrer 
Werthe in einen anderen nicht zu übergehen, ohne erst alle 
dazwischen liegenden Werthe wenigstens ein mahl berührt zu 
haben, so leitet cließ auf die Frage, ob diese Eigenschaft den 
stetigen Functionen nicht vielleicht ausschließlich zukomme, 
dergestalt, daß jede Function, die diese Beschaffenheit hat, auch 
stetig seyn muß. Die Beantwortung dieser Frage liefert der 
folgende 

§.48. L e h r s a t z . Bios aus dem Umstände, daß eine gewisse 
Function aus einem ihrer Werthe in einen anderen übergehe!, 
ohne erst alle dazwischen liegenden ein oder mehrere Mahle 
angenommen zu haben, folget noch keineswegs, daß ihre Acnde-
rung dem Gesetze der Stetigkeit gehorche. 

B e w e i s . Die Voraussetzung, daß eine, gewisse Zahl W von 
jedem ihrer Werthe in einen anderen nur dadurch übergehe!, 
daß sie erst alle dazwischen liegenden annimmt, verträgt sich 
mit der Voraussetzung, clafi sie für jeden Werth ihrer Veränder
lichen x\ welche der F o r m - —••'•'unterstehet = ax. für jeden an
deren Werth aber einen beliebigen anderen Werth habe. Denn 
wenn der Werth, den W für diese anderen Werthe von X an
nehmen soll, nicht festgesetzt ist; so läßt sich, weil es zwischen 
je zweyen Werthen. die durch die vorige Voraussetzung bestimmt 

sind. d. h. zwischen je zweyen, welche zu zwey der Forin "" - 0// 

unterstehenden Werthen von x gehören, eine u n e n d l i c h e 
M e n g e von Werthen der W^gibt, jederzeit annehmen, daß sich 
unter diesen unendlich vielen Werthen auch alle diejenigen be
finden, die zwischen den erwähnten beyden liegen. Dann aber 
erfüllt W che Bedingung des Lehrsatzes, ist aber gleichwohl, wie 
wir aus §. 1. schon wissen, für keinen Werth ihrer Veränder
lichen stetig. 

§.49. L e h r s a t z . Es gibt Functionen, bey welchen es ent
weder allgemein oder doch für alle innerhalb gegebener Grenzen 
liegende Werthe ihrer Veränderlichen gibt, daß zu jedem g r ö ß e-
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r e u Wcrthc der letzteren auch ein g r ö ß e r e r , oder im Gegen-
<heile ein k I e i n c r e r Werth der Function gehöret. 

B e w e i s . jBcy der Function Fx = ax gehöret, sofern a po
sitiv ist. zu jedem größeren x. ein größerer Werth von W. Ist 
nämlich xt> x\: so ist. wenn a positiv ist. (nach §.()().) auch 
axt > ax\ d. h. Fx2> Fx\. Ist aber im Gegentheile a negativ, so 
gehöret zu dem größeren x immer ein kleineres Fx: denn da 
ist (nach §. 00) ax2 < ax1 cl. h. Fx2 < Fxt. 

§. "50. F r k 1 ä r u n g. Wenn eine einförmige Function von x. 
= Fx von der Beschaffenheit ist, daß es entweder allgemein oder 
doch für alle innerhalb gegebener Grenzen a und b liegende 
Wcrthc ihrer Veränderlichen gibt, daß jedem größeren Wcrthc 

d ieser Veränderlichen auch ein größerer Werth von ihr selbst 
zugehöret: so sagen wir. daß diese Function entweder f o r t 
w ä h r e n d oder doch innerhalb der Grenzen a u n d b wachse 
oder steige. Wenn aber im Gegentheile zu jedem größeren 
Wcrthc dvr x ein kleinerer der Function zugehöret; so sagen 
wir. clafi sie entweder f o r t w ä h r e n d oder doch innerhalb der 
Grenzen a u n d b abnehme oder falle. 

§.31. Z u s a t z . Wenn es also falsch seyn solle, daß eine 
Function, weicht* doch lauter meßbare Werthe a u n d b hat. 
innerhalb dieser Grenzen fortwährend wachse oder abnehme; 
so muß es ein Paar innerhalb dieser Grenzen gelegene Wcrthc 
von x geben, z. ß . p und Q. welche in dem Verhältnisse fi< Q 
stehen, während die zugehörigen Werthe der Function in dem 
Verhältnisse F/.I^>FQ stehen: im zweyten Falle dagegen muH 
das Verhältnifi Ffi< FQ Statt finden. Und jederzeit, wenn wir 
finden, clafi Ffi> FQ ist. so können wir schließen, daß die Func
tion wenigstens nicht fortwährend wachse, und wenn wir finden, 
daß FIKFQ. clafi sie wenigstens nicht fortwährend abnehme; 
wenn endlich Ffi= FQ ist, clafi sie weder fortwährend wachse 
noch fortwährend abnehme. 

§.52. Z u s a t z . Wenn eine Function Fx innerhalb a und b 
beständig wächst oder beständig abnimmt, und es sind x und 
x+jdx ein Paar innerhalb a und b gelegene Werthe; so muH 
im ersten Falle (Fx+^fx)—Fx beständig einerley Vorzeichen 
mit <dx. im zweyten Falle aber beständig das entgegengesetzte 
Vorzeichen von dx haben. 

§. 53. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx innerhalb a und b 
fortwährend w ä c h s t oder a b n i m m t ; so nimmt sie jeden 
ihrer Wcrthc innerhalb eben dieser Grenzen nur einmahl an. 
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B e w e i s . Denn wären pund Q ein Paar innerhalb a und b 
gelegener Wertlie von x\ für welche F/I = FQ wird: so würde, 
da (i und Q einander ungleich sind, und also einer derselben, wir 
wollen annehmen Q, eine größere Zahl ist, aus §.51. folgen, daß 
unsere Function innerhalb a und b weder fortwährend wachse 
noch fortwährend abnehme. 

§. 54. Leh r s a t z . Wenn eine Function Fx innerhalb a und b 
f o r t w ä h r e n d w ä c h s t und es ist FQ > Fp9 so muß auch Q > fi 
seyn. Und wenn im Gegentheile die Function fortwährend ab
nimmt, und es ist F(I>FQ, SO muß fi<Q seyn. 

B e w e i s . Wir brauchen nur den ersten Theil zu erweisen. 
Weil FQ> F/r. so müssen Q und (i ein Paar ungleiche Zahlen seyn; 
und weil beycle innerhalb a und b gelegen, also meßbar seyn 
sollen; so muß entweder Q>fi oder (i> Q seyn. Allein die letz
tere Annahme /c > Q gäbe, weil die Function innerhalb a und b 
beständig wachsen soll, auch F(I>FQ. Da dieses nicht ist, so 
folgt Q>p. 

§. 55. L e h r s a t z . Wenn eine einförmige Function Fx inner
halb a und b von keinem ilirer Werthe zu einem anderen über
gehet, ohne erst alle dazwischen liegende angenommen zu haben; 
und wir finden drey aufeinander folgende Werthe ihrer Ver
änderlichen x:e, fi, Q (d. h. drey solche Wertlie, daß e<fi<Q), 
deren drey zugehörige meßbare Werthe der Function weder in 
dem Verhältnisse Fe < Ffi < FQ noch auch in dem Fe > Ffi > FQ 
stehen: so ist kein Zweifel, daß diese Function wenigstens Einen 
ihrer Werthe innerhalb a und b zweymahl berührt. 

B e w e i s. Wenn die drey meßbaren Zahlen Fe, F/i, FQ weder 
in dem Verhältnisse Fe < F[I<FQ noch auch in dem Fe>F^> FQ 

stellen, und wir lassen den Fall, wo ihrer zwey oder gar alle 
drey gleich angenommen werden, (in welchem Falle die Wahr
heit dessen, was unser Lehrsatz aussagt, ganz von selbs ein
leuchtet) hinweg: so kann nur entweder Fe<Ffi> FQ oder 
Fe > Ffi < FQ seyn. 

/. Ist Fe<Fp>FQ, und es soll nicht Fe= FQ seyn; so er
übriget nur entweder Fe<FQ oder Fe> FQ. Im ersten Falle ist 
Fe<FQ<Ffi: also kann unsere Function aus dem Werthe Fe 
in den Wertli Fftjrniclit übergehen, ohne erst einen Werth =FQ 
angenommen zu haben, d. h. es muß zwischen e und fi eine meß
bare Zahl X geben, bey welcher FX = FQ wird. Da nun X als lie
gend zwischen e und fi gewiß verschieden ist von Q: SO gibt es 
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zwey inner l ia lh a und b ge legene Zahlen X und Q. hey welchen 
die Kunciion denselhen Werih ann immi . Im zweytcMi fa l le , wenn 
Fe > FQ. hahen wir FQ Fe Ffi: also kann unsere Kunciion aus 
dem Worihe FQ in den WVrth Ffi nichi übergcdicn. ohne ersi eincMi 
Wer ih = Fe angenommen zu hahen. es muH also zwischen ff und Q 
einen W e r i h JI gehen, für welchen FTT — Fe wird . Da nun n als 
l iegend zwischen f( und Q gewiH verschieden isi von e: so gihi 
es zwey inner l ia lh a und b gebogene Zahlen e und JJ. hey wedchen 
unsere f uuetion denselhen WVrth ann immi . 

2. Auf eine ähn l iche Art wird der ßeweis geführt , wenn 
das \ erhäl tniH Fe "> Ffi FQ vorausgc\seizi wird. 

§. )(). Z u s a t z . Wenn uns also hekanni ist. daH eine Kunc-
tion innerhal l) a und b von ke inem ihrer Worihe zu einem an
deren i ihergehei . ohne erst al le dazwischen l iegende angenommen 
zu hahen und j e d e nu r e inmahl he r i ih r t : so müssen die zu den 
d rey au fe inander folgenden Wer then e. //. o ihrer Veränder l i 
chen zugehör igen Wer the der Kunciion no ihwend ig nur in eineni 
der heydcMi Verhäl tnisse siehcMi. en twede r Fe- Ffi FQ oder 
Fe >> Ffi > FQ. 

§. 37. Z u s a t z , ßezeichnen e. fi. Q. tp. . . . mehr als d r ey auf
e inande r folgende1 Wer the (\cv x. die alle innerhal l) a und /> 
liegen, d. h. ist e < fi < Q < tp . . .. so muH (Miiweder Fe < Ffi 
< FQ < Ftp . . . oder Fe Ffi FQ Fip . . . soyn. 

§. IS. L e h r s a t z . WCMIH e ine Kunciion i n n e r h a l b a und b 
aus kcM'ncMii ihrer Wer the in e inen anderen i ihergehei . ohne erst 
alle dazwischen l iegende angenommen zu hahen. und j eden 
n n r v i n m a h 1 h e r ü h r i . auch for twährend meHhar verJ)lcvihi : 
so findet nur Kinos von ßeyden Stat t . en twede r sie wächst fort
während oder nimmt for twährend ah innerhal l) a und b. 

B e w e i s , Ks seyen lt und Q ein Paar innerhal l ) a und b ge
legene WcM-ihe (\vv Veränder l ichen x. und fi :Q. Weil nun die* 
Kunciion Fx innerhal l) a und b jedcMi Werih nur e inmahl an
n immt : so müssen Ffi und FQ ung le ich : also, weil sie auch heyde 
meHhar seyn. sollen, en twede r Ffi FQ od CM* Ffi FQ soyn. Im 
erstcMi f a l l e , behaup ie ich. wachse diev Kunciioii. im zweyien 
nehnie* sie1 ab. Ks wird genügen , das Krsie allein, zu e rweisen . 
DieH wird nach §. 49., 50. geschehen., wenn ich zeige, daH für 
j e zwey innerhall) a und b ge legene Weril ie der A\ z. ß . x\ und Ab
weiche in (ICMII Verhäl tnisse x\ < x2 s tehen, auch das VerhäliniH 
Fxx Fx2 cMntretev. Unterscheiden wir abe r zn lo rders t die beyelen 
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Fülle, wenn eine der Zahlen xx. x2 mit einer der ju, Q e inerley 
ist, und wenn alle vier Zahlen von einander verschieden sind. 

A) Die Voraussetzung, daß eine der Zahlen x± oder ;v2 mit 
einer der \i oder Q e inerley sey . umfasset folgende vier Fälle: 

/. je, =p; dann muß entweder (x\ = /*)< Q<X2 oder (JC- =fi) 
<x2<Q seyn . Im ersten Falle fließt aus dem vorigen Zusätze, 
daß entweder ( F j C j = t>) < Fff < p^ 

oder (Fx\ = F/f) > FQ > Fx2 

seyn müsse. Da das Letztere der Bedingung, daß F// • < FQ sey , 
widerspricht; so folgt das Erstcrc, und es ist also Fx\<Fx\. Im 
zwey ten Falle muß entweder 

(Fx\ = Fp) < Fx\ < FQT 

oder (Fx\ = Ffi) ^ Fxt > FQ seyn; 

und weil das Letztere aberniahls t\^v Bedingung F/I<FQ wider
spricht; so findet das Efstere Statt, oder es ist Fx\<Fx\. 

2. xt = Q. Dann bestehet das Verhältnifi /i < (Q = x\) < x2, 
woraus sich ergibt, clafi nur Eines von Beyclen 

Fti<.:(FQ=Fx\)<Fx2 

oder F// > (FQ = Fx\) > Fx\ 

seyn könne. Da aber das Letztere der Bedingung F/I<FQ gera
dezu widerspricht, so folgt das Erstcrc und es ist also Fx\ < Fx\. 

1. x\ = fA. Dann bestehet das Vcrhäitnißjc1<(-Vj = p ) < P - also 
muß entweder ^ < / ^ = Ffi) <; pQ 

oder Fx\ > (Fx\ = Ff*) > FQ seyn. 

Das Letztere widerspricht der Bedingung, clafi F/4><FQ sey . Also 
bestehet das Erstcrc. oder wir haben Fx\ < Fx2. 

4. X\ = Q. Dann muß entweder 

x\ < fi < (Q = x2) 

oder /* < x\ <... (Q = x\) seyn . 

Aus .v, < p < (Q = x\) folgt Eines von Beyden, 

entweder Fx\ < F}i < (FQ= FX\) 

oder Fx\ > Fft > (FQ = Fx2). 

Da nun das Letztcrc nicht seyn soll, weil Fp< FQ, SO folgt das 
Erstere oder Fx1 < Fx\. Aus fi< x\ < (Q = x\) folgt, daß entweder 

Ffi < Fx\ < (FQ = Fx\) 
4 
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oder F/i Fx\ {FQ= / \V , ) 

sey. l u d we i l das Letz tere (UM* Voraussetzung F/( FQ w i d e r 
spr ich t , so im i l i das L rs te re Statt l ialxMi. also muH Fx\ Fx2 soyn. 

H) W(Min al le v ie r Zahlen x\. x>: //. Q verschieden s i n d : so 
kann nu r L ine r von (UMI d rey I tal ien Statt h a b e n : d ie Zahl(Mi 
Xx und x2 l iegen beyde iniKM'halb // und Q oder beyde auHerha lb . 
oder nu r eine inner - d ie andere außerha lb . 

/. \ \ (Min x\ und x2 beyde iniKM'halb // und Q l i e f e n SOIUMI. SO 
kann nu r // .v_ ,v2 Q s r y n . L u d dann erg ib t sich aus §. 17. 
dal* m h v r d r r , , „ ^ ^ ^ 

oder / / / Fx\ Fx2 FQ soyn müsse. 

Da nun das Letz tere (UM* \ oraussetzung F/( FQ w i d e r s p r i c h t ; 
so folgt das Lrs te re und es ist also abermah ls Fx\ Fxt. 

2. Wenn x\ und A 2 beyde auHerha lb // und Q l i egen : so kann 
nur seyn .v__ • // Q x2 od(M* X\ X2 // Q oder // Q <\ x\ .v, 
und somit muH en tweder 

Fx\ F/( FQ FX2 

oder Fx\ F/( FQ FX2 seyn. 

Da nun das Letz tere unge re im t , we i l F/( • FQ: SO folgt abermah ls 
das Lrs te re oder Fx\ Fx2. 

\ Soll L ine der Zahlen x\ und .v2 iniKM'halb // und Q. d ie an-
dere auHerha lb l iegen, SO kann nu r en twede r 

// л 2 

OHOL .v.> 

(UMÍ W e r t h 

0(l(M' 

scyn. Das Lrs tere oder d ie A n n a h m e x\ // A 2 Q läßt nu r 

Fx\ F/( Fx2 FQ 

l\\\ F/i Fx2 FQ. 

wo sich dann wegen F/i FQ e rg ib t . daH nu r das L rs te re Statí 

f inden könne , also daH Fx\- Fx2 sey. Das Zvvcyie od(M* d ie A n 

nahme // x\ * Q- x2 läßi nu r d ie Wer the zwischen 

F/t Fx\ FQ FX> 

oder F/( Fx\ FQ FX2 : 

und we i l dann / / / FQ scyn sol l , so folgt. daH nu r das L rs te re 
oder daH / \v , / \v2 seyn müsse. Somit bes tä t i ge t sich in jedem 
Lal le , dal? Fx\- Fx2 sey: d. h. d ie Lune i i on wächst fortw ä l i r ond . 
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§.•"59. L e h r s a t z . Wenn eine Function innerhalb a und b 
fortwährend wächst oder fortwährend abnimmt, und von keinem 
ihrer Wer ihe zu einem anderen übergehet, ohne erst alle 
dazw ischen liegenden berührt zu haben: so ist sie innerhalb 
a und b stetig. 

B e w e i s. Bezeichnet x einen beliebigen innerhalb a und b 
liegenden Wcrth der Veränderl ichen, so muH auch t\cv zugehörige 
Wcr th ihrer Function = Fx. und wenn w i r J x so nehmen, daß 
auch noch x+Jx innerhalb a und b liegt, auch F(x+Jx), somit 
auch F(x+Jx) — Fx eine meßbare Zahl darstellen. Setzen w i r 
diese — I) und bezeichnen durch // eine absolute Zahl, die < 1 ist: 
so ist auch fil) seinem absoluten Wer ihe nach < I): und somit 
Fx + fil) eine Zahl, die innerhalb Fx und Fx+I)= F(x+Jx) liegt, 
al.so einer de r Wer ihe. die unsere Function annehmen muß. bevor 
sie aus dem Werthe Fx in den Wc r th F(x + <dx) übergehet. Be
zeichnen w i r nun den Wcrth der Veränderl ichen, für welchen 
die Function in den Wcrth Fx + fil) übergehet, du rch x + nJx; 
so muß auch X+TTJX inne rhalb .V und x+Jx liegen, also ( ) < * * < 1 
seyn. Da abe r // in das Unendliche abnehmen kann: so kann auch 

\ 
ft . I) in das Unendliche abnehmen, und somit auch <. ^r we rden. 

Ks gibt also zu jedem auch noch so kleinen Bruch »; eine Diffe renz 

von x.= n . Jx. bey de r die Di f fe renz F(x + nJx) — / \ v < ^ w i r d . 

IT'nd wenn wi r nun n immer noch kleiner nehmen, so wi rd , wei l 
unsere* Function fortwährend wächst oder abnimmt, auch der 
Unterschied F{x + nJx)—Fx fori während k le iner : und verhäl t 
sich demnach vollkommen so. wie das Gesetz der Stetigkeit es 
fordert. 

§.()(). L e h r s a t z . Wenn a. b. c drey aufeinander folgende 
Zahlen bedeuten (d. h. wenn a<b<c): so ist es möglich, daß 
eine Function innerhalb a und b fortwährend wachse, innerhalb 
b und c aber fortwährend abnehme, oder auch umgekehrt inner
halb a und b abnehme, innerhalb b und c aber wachse, und cließ 
zwar seihst, wenn die Function innerhalb a und c fortwährend 
stetig ist. 

B e w e i s . Wenn b nicht zwischen a und c läge: sondern wenn 
entweder a = c wäre oder fr kleiner als die kleinere oder größer 
als die größere der beyden Zahlen a und c w ä r e : so würde es 
allerdings ungereimt seyn zu verlangen, daß ein und eben die
selbe Function innerhalb a und b wachse (oder abnehme), inner-

4* 



hall) b und c a b e r a b n e h m e (oder wachse). Denn im ersten falle4 

sind ja die4 G r e n z e n a. b und e. b gar nicht v e r s c h i e d e n : im 
zweyten a b e r liegen alle Zahlen, wclclic die erste4 (oder die zw e> te) 
einschlicHt. auch i n n e r h a l b der zweyten (oder der ers ten). Liegt 
a b e r b zwischen a und c: d a n n liegt kein Wcrth der A*. der inner
halb a und b liegt, auch zugleich i n n e r h a l b b und c: und es ist 
also möglich. daH die Vunction i n n e r h a l b a und b e inem ganz 
a n d e r e n Gesetze gehorche, als i n n e r h a l b b und c. wie4 dioH CICM 
I'all seyn muH. wenn wir ver langen. daH sie4 dort wachse, hier 
a b e r a b n e h m e oder u m g e k e h r t . DaH es nun F u n c t i o n e n , die 
diesc\s leisten, gebe4, und dieses selbst, indem sie4 das ( lesetz d e r 
'Stetigkeit for twährend von a bis c befolgen, soll uns das B e i 
spiel der Funct ion äx — .v2 beweisen. Von dieser wissen wir a u s 
§. 7.. daH sie als eine4 ra t ionale ganze Funct ion für alle W e r t h c 
von .v stetig verbleibt. Ist iibcrdicH a posit iv: so b e h a u p t e ich. 

daH sie4 von A - 0 bis .v ťortwähľend waehsc. voн л = л bis -t) toitw ahreiнl waehsc. voн л = y 

x=a aheч* foľtwähľcиd abнehn ie. Siнd nämlich л* und .v+z/л* 

ein Paar iнneľhalb 0 uiнl c ge legeпe W e ľ t h e : so ist deľ Untcr-
sch ied 

ľ(x + Jx) — ľx = \a (x + Jx) — (x + Jx)Ң — \ax —x2\ = 

= (a —2x Jx)Jx 

offenbar positiv, so oft Jx selbst und d(4r Factor a — 2A — Jx po

sitiv ist. d. h. so oft x ])ositiv und ' und auch x-\-Jx< } ist. 

Dann nämlich ist auch die S u m m e 2x + Jx a. Also so oft 

x-\-Jx gröHer als x ist und beyde i n n e r h a l b 0 und y liege4n. ist 

auch F(x-\-Jx) groHer als Fx. d. h. die Funct ion wächst inner-

l i n l b 0 u n d • W i r d abc4ľ л* } und um so mcvhr auch A + Jx y 

so ist die S u m m e 2x-\-Jx a. also die Differenz (a — 2 A * — J x ) Jx 
n e g a t i v : d a h e r F(x-\-Jx) • Fx: d. h. die Funct ion nimmt ab. Ein 
ßeyspiel e iner Function, die innerha lb derselben Grenzen das 

g(4rade Gegenthei l thuL inne rha lb 0 und y abn immt . i nne rha lb 

> und a abe r wächst , haben wir an .v2 - a.v. sofern a positiv ist. 

Denn hier ist die4 Differenz 

F(x + Jx) — Fx = (— a + 2A* +JX) JX. 

also negativ, solange4 x und x-\-Jx i nne rha lb 0 und ; und da

gegen positiv, sobald x y und also auch A + K v wird . Wer 
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sicli das Sleigcii unci Ku Hen clieser zwey Kunctionen iioch an-
schaulicher machen will. wiihle fiir a einc bestimmte Zalil z. B. 8, 
tmel bérech ne fiir verschiedene bestimmte Werthe vou x die zu-
gehorigcn von ax — x* unci x*—ax: etwa wie in der nachste-
henclen Tafcl: 

x Hx — x2 J C 1 — 8 J C 

0 
+1 
+ 2 
+ 5 
+ 4 
+ 5 
+ () 

1 + 7 

1 +» . 

0 
+ 7 
+ 12 
+ 15 
+ 16 
+ Í5 
+ 12 
+ 7 

0 

0 
— 7 
— 12 
— 15 
— 1(> 
— 15 
— 12 
— 7 

0 

§. 61. L e h r s a t z . Wenn eine Kunclion Fx innerhalb a unci b 
forlwahrend wiichsl unci innerhalb b unci c fortwahrend abnimmt, 
tun den VVerth b heruni aber stetig veranderlich ist: so isi der 
Werlh Fb g r o í í c r als alle unter der Korui F(b±(o) enthaJtenen. 
wenn wir co klein genug wahlen unci ins IJnendliclie abnehinen 
lassen. Wenn aber ini Cegcntheil die Ku ucti on Fx innerhalb 
a unci b ahnimml. unci innerhalb b und c wiichst. so ist der 
Werlh Fb k 1 e i n e r als alle unter der Korní F(b + co) enthaltenen. 

B c w e i s . Wir brauehen nur den ersten Theil zu erweisen. 
Wenn Fx innerhalb a unci b fortwahrend wiichsl: so muft der 
Werlh von F(b — co) forlwahrend groRer werclen. indem co anzu-
fungen von eiiuvni gcwissen Werthe in dus Unendliche abnimmt; 
vveil b — co wiichsl. Wenn ferner Fx innerhalb b und c forl-
wiihrend abniinnil: so mu (i aucli der Werth von F(b-\-co) forl
wahrend groíícr werclen. wenn o) abiiiininť. weil dann auch b + co 
selbsl abnimml. I)a iiuii. wenn unsere Kunction um clen Werth 
b heruni stetig seyn soli. F(b±co) — Fb in das Unendliche ab
nehinen inuli: so folgl. dali der Werth Fb groRer seyn mu l i als 
jecler. der unter der Korní F(b±co) enthalten ist. Denn wiire Fb 
zuvorderst k l e i n e r als F(b—co) bey irgenel einem Werthe von 
co ist: so wiircle der IJnterschied F(b~co)—Fb. wenn nuii co nocli 
iminer kleiner wird. nichl ins Unendliche abnehmen konnen, 
weil F(b - co) wiichsl. Wiire Fb k l e i n e r als F(b+co) bey irgenel 
eiuem Werthe von co ist: so wiircle ebenso wenig der Unter-
schicd F(b + co) — Fb in das Unendliche abnehmen konnen. wenn 
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nun o) noch immer kleiner gemacht wird: denn dadurch wächst 
F(b + io). Also erübriget nur. daß Fb sowohl >F(b — co) als auch 
> F(b + co) scy . 

§. 62. E r k l ä r u n g . Wenn der Wcrth. den eine (gleichviel 
oh stetige oder unstetige) Function Fx für einen gewissen Wcrth 
ihrer Veränderlichen x=b annimmt, größer oder kleiner als 
alle diejenigen ist. welche durch F(b ± co) vorgestellt werden 
können, wenn o) anzufangen von einem gewissen Werthe in das 
Unendliche ahnimmt: so pflegt man im ersten Kallc zu sagen, 
dafi der Wcrth Fb ein g r ö ß t e r oder ein ( G r ö ß t e s , ein Maxi
mum: im zwey ten Kalle dagegen, ( laßer ein k l e i n s t e r , oder 
ein K l e i n s t e s , ein Minimum scy . An einem Worte, das beyde 
Werthe umfaßt, felrlt es. wenn wir uns nicht etwa des Wortes: 
Aeiißerste (Fxtrema) bedienen wollen, das wenigstens besser als 
die von Kusse vorgeschlagenen: E m i n e n z i c n klingt. In dem 
besonderen la l le , wenn nur für ein positives oder nur für ein 
negatives co das Vcrhältniß F(b±co) Fb bestehet, das andere aber 
F(b + co)- Fb nicht Statt hat. entweder weil die Kunciion für 6 + w 
überhaupt gar keinen Wcrth oder doch keine meßbare Werthe 
hat. oder weil anzufangen von einem gewissen co für alle klei
neren abwärts das Vcrhältniß F(b + co) — l<b bestehet: sage ich, 
daß der Werlh Fb ein halb- oder einseitiges Maximum oder 
Minimum scy . hinsichtlich auf einen positiven oder negativen 
Zuwachs von x. je nach dem das Vcrhältniß F(b + o>) Fb oder 
F(b — OJ) ^Fb Statt finden. Im Gegensätze mit einem solchen, 
nenne ich ein Maximum oder Minimum von der vorhin be
schriebenen Art zuweilen auch ein v o l l s t ä n d i g e s , g a n z e s , 
oder b e i d e r s e i t i g e s Maximum oder Minimum schlechtweg, 
so verstehe ich nur ein vollständiges. 

S. 6*5. L e h r s a t z . Wenn ein gewisser Wcrth einer Kunclion 
Fx ein (J r o ß t e r oder K l e i n s t e r in der soeben erklärten Be
deutung ist : so muß er zwar eben nicht auch zugleich das seyn, 
was wir §.24 den g r ö ß t e n oder den k l e i n s t e n Wcrth einer 
Kunction unter allen ihren von x=a bis x=b einschließlich 
Statt findenden Werthen genannt, selbst wenn vorausgesetzt 
werden darf, dafi die Zahl /// ein innerhalb a und b l iegender 
Wcrth scy . Indessen ist es doch jederzeit möglich, ein Paar ein-
ander so nahe liegende und die Zahl /// umschließende Grenzen 
a und ß anzugeben, in Betreff deren es gilt, daß Fm der größte 
oder der kleinste aus allen von x = et bis x = [i einschließlich 
Statt findenden Werthen der Kunction ist. Wenn im entgegen-
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gesetzten Kalle Fm der g r ö fi t c oder k I e i JI s 1 e von allen 
Werthen ist. weJche die Function Fx von x = a bis x = b ein
schließlich aiuiinuni: immer in der §. 24 erklärten Bedeutung, 
daß nämlich nur kein größerer oder kein kleinerer Werth da sey: 
so ist eben (ließ Fm auch ein G r ö ß t e s oder ein K l e i n s t e s 
in der Bedeutung des vorigen §.. es müßten denn ein Paar 
Zahlen a und /J, zwischcji denen m liegt, geben, daß Fx seinen 
Werih innerhalb a und [i gar nicht verändert. 

B e w e i s . /. Daß ein Werth Fm* der ein Größtes oder ein 
Kleinstes in der nun eben bemerkten Bedeutung ist. nicht eben 
der größte oder der kleinste für alle seyn müsse, welche die 
Kunction Fx von x = a bis x=b annimmt, leuchtet von selbst 
ein. Denn zu dejn Krstcrcn wird nur erfordert, daß Fm größer 
oder kleiner sey als jeder unter der Korm F(m±co) enthaltene 
Werth, wenn wir co einzulangen von einein gewissen Werthe in 
das Unendliche abnehmen lassen. Dieß aber kann Statt linden, 
auch wenn gewisse andere, einem viel größeren oder viel klei
neren Werthe von A zugehörige Werthe der Fx im ersten Kalle 
größer, ijn zweyten kleiner als Fm sind. Wenn wir z. B. fest
setzen, daß die Function Fx für x = a den Werth 10. und für 
x=b den Werth 5 annehjue. für alle übrigen Werthe von x 
aber = 1 seyn solle: so ist Fm = "5 oline Zweifel ein Größtes ijn 
Sinne des vorigeji §.. weil > > 1. keineswegs aber der g r ö ß t e 
W e r t h . den Fm von Aa==ti'his x = b annimmt: denn dieser ist = 1 0 . 

2. Daß es aber doch immer möglich sey, ein Paar einander 
so nahe liegende und die Zahl m einschließende Grenzen a und ß 
anzugeben, in Betreff deren es gilt, daß Fm der größte oder 
kleinste Werih von allen sey. welche die Kunction Fx von x=ct 
bis x = [i aiinijnjnt: läßt sich leicht einsehen. Denn da es ein co 
klein genug geben muß. daß für dasselbe und für alle kleineren 
Werthe, wenn Fm ein Größtes ist. das Verhältniß 

F(m — CD)< Fm • F(m + co). 

wenn aber Fm ein Kleinstes ist. das Verhältniß 

F(m — co) > Fm < F(m + co) 

bestehei:. so bilden diejenigen Zahlen /// — co und m + co selbst 
das verlangte Paar. 

5. Wenn Fm der g J* Ö ß i e oder der k 1 e i JI s t e Werth aus 
allen den jenigen ist, weiche die l^unction Fx von x = a bis x=b 
annimmt, in der Bedeutiuig. daß wenigstens kein anderer dieser 
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Werihe größer oder kleiner ist: so folgt hieraus freyJich noch 
nicht, daß Fm auch ein ( G r ö ß t e s oder ein K l e i n s t e s in der 
Bedeutung des vorigen §. genannt werden dijrfc: weil es ja seyn 
könnte, daß unsere Function für alle innerhalb « und ß gele
genen Werihe. zu denen auch m gehört, ilu»cn Werth gar nicht 
ändert. Diefi w iderspricht dem Begriffe e ino s größten oder auch 
eines kleinsten Werthcs in der Bedeutung cles §. 24 gar nicht, 
wohl aber dem eines Äußersten in der Bedeutung cles vorigen 8. 

-/. Ist aber nur nicht eben dieser Fall vorhanden: so ist kein 
Zweifel, daß ein Werth. der die Benennung des größten oder 
des kleinsten in der Bedeutung des §. 24 verdient, auch ein 
äußerster sey . Denn nehmen wir nur (o klein genug, daß auch 
m ± (o noch innerhalb a und b l iegt; so muß. w e n n Fm der größte 
Werth unserer Function ist. notliwendig das Verhältiiiß 

F(m — co) <•... Fm > F(m + (o). 

und wenn Fm der kleinste Werth ist. das Verhültnifi 

F(m —co) > Fm < F(m +<o) 

Statt finden. Denn diefi n icht zugeben. Iiiefie behaupten: es gebe 
irgend ein (o. dabcy im ersten Falle en tweder 

F(m — (o) > Fm oder F(m + (o) > Fm, 

im zwey ten aber entweder 

F(m—(o) < Fm oder F(m + OJ) : Fm isi. 

Dann aber könnte Fm im ersten Falle offenbar nicht der größte, 
im zwey ten offenbar nicht der kleinste aus allen Werthen seyn, 
die Fx von x=a bis x=b annimmt. Ist aber 

F(m — (o) ••: Fm ; F(m + OJ) oder F(m — (o) > Fm< F(m + (o). 

und besteht dieses Verhälinifi. auch wenn man (o in das Unend
liche abnehmen läßt, so isi Fm im ersten Falle ein Maximum, 
im zwey ten ein Minimum in der Bedeutung des vorigen §. 

§. (>4. L e h r s a t z . Wenn eine Function von a bis einschließ
lich b stetig isi und fortwährend wächst oder fortwährend ab
nimmt: so isi im ersten Falle Fa der k l e i n s t e und Fb der 
g r ö ß t e , im zwey ten Falle aber Fa der g r ö ß t e und Fb der 
k l e i n s t e Werth aus allen , welche die Function von x = a bis 
x = b einschließlich ann immt. 

B e w e i s . Lasset uns abermahls den ersten Fall betrachten. 
Bezeichnen wir einen beliebigen innerhalb a und b gelegenen 
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Werth der Veränderlichen durch x: so soll erwiesen werden, 
daß Fa<Fx<Fbscy. Weil aber auch a + (o und fr — Ö> ein Paar 
innerhalb a und fr gelegene Werthe bezeichnen, sofern wir nur 
(o <^ (b— a) nelunen. so muß. wenn wir (o klein genug nehmen, 
damit x innerhalb a + (o und b — (o liege, wegen des fortwähren
den Wachsens der Function auch 

F(a + o))< Fx<F(b — (o) 

scyii. Da nun F(a + (o) und F(b — (o) bey der unendlichen Ab
nahme von (o den Werthen Fa und Fb in das Unendliche nahen: 
so muß auch Fa*:'.Fx<Fb seyn. 

§. 65. L e h r s a t z . Auch Functionen, welche für alle inner
halb der gegebenen meßbaren Grenzen a und b liegenden Werthe 
ihrer Veränderlichen x dem Gesetze der Stetigkeit gehorchen, 
können bloß dadurch, daß ihre Veränderliche nach und nach 
die unendlich vielen Werthe x\. A*2. AT,. x\ .... annimmt, deren 
jeder folgende größer (oder auch kleiner) als der nächst vor
hergehende ist. die aber alle innerhalb a und b liegen. — ab
wechselnd bald ;> als eine gewisse beständige Zahl M, bald 
wieder <f als eine von jener verschiedene beständige Zahl m 
werden: ingleichen auch abwechselnd einen p o s i t i v e n und 
dann wieder einen n c g a t i v c n Werth annehmen oder (wie 
man dieß Letztere ausdrückt) ihr V o r z e i c h e n u n e n d l i c h e 
M a h l e w e c h s e l n . 

B e w e i s . /. Setzen wir. daß die Zahl W für alle Werthe 
von x">() und < ^ den Werth W=x\ für alle Werthe von .v>J 

"5—-Ja* 
und < | aber den Werth W= (> . für alle Werthe von x >-|- und 

^J- den Werth W=— ~- für alle Werthe von A > J und ^ fj 

den Werth W= 0 : und allgemein für alle Werthe von 
«>2«— I i ** i)2w i 02n 1 r>2n +,* 

x und < den Werth \\ = • tur 
22/.-l ^ 22" 2 

02n j _ 22H + 1 1 
alle Werthe von x > -""- und < — - — t aber den Werth 
W=22n. x — 22u+ 1 annehmen solle: so ist leicht einzusehen, daß 
diese Function für alle innerhalb 0 und 1 liegende Werthe der «v 
dem Gesetze der Stetigkeit folge. Denn daß für diejenigen Wertho 
von A\ die zwischen 0 und •$> dann \ und f5 |- und -£ usw. liegen, 
stetig scy, folgt schon daraus, weil W für diese Werthe durch
gängig von der Form a + bx isl (§. 7). daß aber FT auch für die-
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j e n i g e n W e r t h e von .v. d i e in der i m c n d l i c h e n Reihe 

t > 7 I I 2 2 " " 1 - ! 22" — \ 

2* 4 * S* I n ' 2 2 " - 1 22" 

v o r k o m m e ! ) . S t e t i g k e i t habe, zeigt s ich. w e n n w i r d ie W e r t h e 
v e r g l e i c h e n , d i e j e z w e y nächst au fe inande r folgende bes t im-
mungsw eisen f ü r diese f a l l e gehen, indem sie e inander unend l i ch 
nahe r ü c k e n , wenn w i r den Untersch ied des x in das Unend l i che 

) 2 / / - l _ | 

) 2 / 7 - 1 
abnehmen lassen. So f indet sich fü r A 

YZn — 1 | 

1111(1 
Уln 

II ľ Л — 1 У2„ — 1 
)2// — 1 

co: f II ľ л* 
Уżn 

l i i K l e t co. IV 
22"— i 

sieh IV—0 und fiir.v —""'- - + CO. \V~-22n(o. I l icrans ersehen wir 

z u g l e i c h . daH bey dieser V u n e t i o n d i e j e n i g e n W e r t h e von .v. d ie 
in der Reihe 

\ T> 7 \i 22"-l—\ 2 2 "—I 
2 4 s l() 22u~x 22" 

l iegen, f ü r IV a b w e c h s e l n d den W e r t h \ u n d 0 h e r v o r b r i n g e n . 
J)a n u n d ie a n g e f i i h i i e n W e r t h e von A . d e r e n Menge u i u ncllicb 
ist. f o r t w ä h r e n d i n n e r h a l b der G r e n z e n 0 und 1 v e r b l e i b e n : so 
sieht m a n . daH die Zahl IV in der T h a i leistet, was in dem ersten 
T h e i l e unseres Lehrsatzes vorausgesetzt w i r d . D ie Zahlen \'l und 
tu s ind n ä m l i c h hier l und 0 : a und /) aber 0 und 1. 

2. H i e m i t ist aber a u c h schon der z w e y t e I h e i l des Satzes 
e r w i e s e n . D e n n stellt IT ( i n e Zahl vor. d i e i n n e r h a l b der ( i r e n z e n 
0 und 1 u n e n d l i c h e Mahle a b w e c h s e l n d die W e r t h e \ und 0 cr-
r e i c h t : so stel lt IV—| eine Zahl vor. d i e i n n e r h a l b eben dieser 
(»ren/en u n e n d l i c h e Mahle a b w e c h s e l n d -J- und — |- d. h. p o s i t i v 
u n d w ieder n e g a t i v w i r d . 

§. bh. A n m e r k u n g. S a c h k u n d i g e n w i r d von selbst e i n 
l e u c h t e n . daH auch K u n d i n n e n , die d u r c h ein einziges von dem 
besonderen W e r t h e i h r e r V e r ä n d e r l i c h e n ganz u n a b h ä n g i g e s («e-
sotz h e s t i n i m h a r s ind. d ie L igenschaf t haben k ö n n e n , d ie dieser 
Lehrsatz b e s c h r e i b t . So n i m m t z. IL sin log (I A) i n n e r h a l b .v •--0 
und x=\ u n e n d l i c h e M a h l e die W e r t h e i - 1 und — I an. 

§. ()7. Z u s a t z . W o h l zu h c j n e r k e n ist. daH w i r in unserem 
Lehrsätze d ie S t e t i g k e i t d e r in \\e(\v stehenden f unet ion /\v 
bloß f ü r al le i n n e r h a l b a u n d b l i e g e n d e n W e r t h e i h r e r Ver
ä n d e r l i c h e n vorausgesetzt , ü b e r den IJ ins iand aber, oh sie a u c h 
\\\r diese G r e n z e n , w e l c h e a und b setzt, s tet ig seyn müsse oder 
auch n u r k ö n n e , noch n i c h t s (MILSCIIIIKICMI h a b e n . 



§.68. L e h r s a t z . WCMIII eine Function Fx für alle innerhalb 
a und b gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen dem Gesetze 
der Stetigkeit folgt, und dabey gleichwohl unendliche Mahle 
abwechselnd bald 3> als eine beständige Zahl M. bald wieder <; 
als eine von jener verschiedene beständige* Zahl m wird, oder 
ihr Vorzeichen unendliche Mahle wechselt: so kann dieß doch 
nur auf eine solche Weise geschehen, daß im ersten Falle jeden 
beliebigen innerhalb M und m gelegenen Werth. im zweyien den 
Werth Null unendliche Mahle erreicht, und zwar für Werthe 
von «v. die so beschaffen sind, daß jeder einen ihm n ä c h s t e n 
d. h. so nahe liegenden habe, daß kein dritter ihm noch näbei
liegender angeblich ist. 

B e w e i s . Nach der Voraussetzung, die unser Lehrsatz macht, 
ist ohne Zweifel eine Reihe von Werthen der .v angeblich, deren 
jeder folgende größer (oder kleiner) als der nächst vorherge
hende ist. ob sie gleich sämmtlich innerhalb a und b liegen, die 
ferner so beschaffen sind, daß die ihnen entsprechenden Werthe* 
der Kunction Fx im ersten Falle abwechselnd bald ;> M bald 
wieder <̂  m. im zweyien aber abwechselnd positiv oder negativ 
sind. Da nun nach §. 29 eine stetige Function aus einem Werthe 
M in einen anderen m nicht übergehen kann, ohne erst alle da
zwischen liegenden Werthe wenigstens einmahl berührt zu haben: 
so muß es. wenn C eine beliebige zwischen M und m liegende 
Zahl bedeutet, im ersten Falle zwischen j e zweyen Gliedern 
der vorhin beschriebenen Reihe der Werthe von x. wenigstens 
einen Werth von x geben, für welchen Fx in den Werth (' über
gehet. (Jibt es also eine unendliche Menge von Werthen der x. 
für welche Fx abwechselnd bald >̂ M bald wieder <Lm wird: 
so muß es sicherlich auch eine unendliche Menge dazwischen 
liegender Werthe von x geben, für welche Fx in den Werth (' 
übergehet. Daß aber jeder dieser Werthe einen ihm nächsten 
haben müsse, ergibt sich aus §. 18. Dasselbe gilt auch von dem 
zweyten Falle, den unser Lehrsatz annimmt, wenn nämlich 
Fx sein Vorzeichen unendliche Mahle wechselt; denn zwischen 
einem Werthe, der positiv, und einem anderen, der negativ ist. 
bildet die Zahl Null einen mittleren. 

§. 69. Lehrst! tz. Wenn eine Function Fx bloß dadurch. duH 
ihre Veränderliche x gewisse innerhalb der meßbaren Grenzen 
a und b gelegene Werthe xl9 x2. x$ . . . von unendlicher Menge 
annimmt. — abwechselnd bald ;> als eine gewisse beständige 
Zahl A/, bald wieder <; als eine gewisse von M verschiedene 
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beständige Zahl m wird; und dieser Wechsel kehri bey der 
unendlichen Menge der Zahlen xlr xt9 .v3. . . . unendliche Mahle 
wieder: so behaupte ich. daß diese Function dem Gesetze der 
Stetigkeit gewiß n i c h t e i n s c h l i e ß l i c h von a bis b gehorche; 
sondern entweder für x = a oder für x = b oder für irgend einen 
innerhalb a und b ge legenen Werth ihrer Veränderlichen, wenn 
nicht für mehrere dergleichen Werthe, unstetig sey . 

B e w e i s . Weil die unendlich vielen Werthe der x, nämlich 
d ie A'X- A*2. A*3. . . . für welche Fx abwechselnd einen Werth Z^M 
und dann wieder einen < m annimmt, alle innerhalb der meß
baren Grenzen a und b l iegen: so folgt (aus §.). daß es möglich 
seyn müsse, entweder alle diese Werthe. oder doch einem »solchen 
1 heil derselben, der selbst schon eine unendliche Menge von 
ihnen enthält, in ein Paar Grenzen einzuschließen, we lche ein
ander so nahe rücken können, als man nur immer wil l : und 
diese Grenzen sind entweder a und a + (o. wenn wir durch (o 
eine absolute Zahl bezeichnen, die ins Unendliche abnehmen 
kann, oder b und b — (o. oder endlich eine innerhalb a und b 
gelegene Zahl c einer — und c + (o oder c — (o andererseits. 
Kinclet das Krsic Statt, so behaupte ich. daß unsere Function 
für den Werth x = a. und einem positiven Zuwachs; im zwey ten 
Kalle. daß sie für den Werth x=b und einen negativen Zu
wachs: im dritten endlich, daß sie für den Werth x = c unstetig 
sey . Es wird genug seyn. wenn ich nur den ersten Kall beweise. 
Sind nun die Werthe x\, x2. A 3 . . . .. für welche Fx abwechselnd 
bald \> -W, bald wieder <; m wird, in der Nähe des Werthes x = a 
so dicht angehäuft, daß sich eine unendliche Menge derselben 
von den z w e y Grenzen a und a + (o einsch l ießen lassen, so klein 
wir auch o> machen mögen: so ist offenbar, daß sich der Unter
schied F(a + oj) — F(o bey der unendlichen Abnahme von (o nicht 
so verhalte, wie das Gesetz der Stetigkeit erheischt. Nach diesem 
sollte nämlich der erwähnte Unterschied nach seinem absoluten 

\ 
Werthe < m. werden und verbleiben, wenn wir (o nur klein 

A 
genug nehmen, und so sehr wir es dann auch noch fernerhin 
vermindern. Hier aber gibt es für jedes auch noch so kleine OJ 
zwey kleinere, für deren Eines F(a + (o)^M und für das andere 
^7 m wird. Bezeichnen wir also j e n e s durch OJX und dieses durch 
<'V so haben wir F(a + (o1)

=^M und F(a + o)2)^m: woraus 

F(a+ (oj — F(a+ OJ2)^(M — m). 
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Nach dem Gesetze der Stetigkeit aber sollte auch 
1 1 

F(a + coj — Fa < „ und F (a + o>2) — Fa < — 
2 jseyn: daher der Unterschied F(a + co1) — F(a+co2) jedenfalls < ^ 

Heyn müßte; und somit nicht ^(M—m) ausfallen dürfte. 
Also ist Fx für den W.erth x = co gewifi nicht stetig. 

§. 70. Lehrsatz. Auch eine Function, welche für alle Werthe 
ihrer Veränderlichen x von a einschließlich bis b einschließlich, 
dem Gesetze der Stetigkeit folgt, kann innerhalb eben dieser 
Grenzen unendliche Mahle abwechselnd steigen und fallen: doch 
wird erfordert, daß weder ihre Maxima noch ihre Minima nach 
ihren absoluten Werthen in das Unendliche wachsen, ingleichen, 
daß der Unterschied zwischen dem größten und kleinsten Werthen, 
die sie abwechselnd erreicht, indem je fortwährend wächst oder 
fortwährend abnimmt, in das Unendliche abnehme. 

B e w e i s . Ks hat keine Schwierigkeit sich eine Function 
stetig zu denken für einen jeden solchen Werth ihrer Veränder
lichen x, zu welchem sich ein /• klein genug nachweisen läßt, 
nur um behaupten zu können, daß die Function innerhalb .v 
und x + i oder x und x—i fortwährend wachse oder fortwährend 
abnehme. Allein wenn Fx unendliche Mahle abwechselnd steigt 
und fällt, während x entweder fortwährend wächst oder fort
während abnimmt, in beyden Fällen aber stets innerhalb der 
•Grenze a und b verbleibet: so muß es eine unendliche Menge 
von Werthen x±* JC*, .v3. x±, . . . der Veränderlichen x geben, deren 
jeder folgende größer (oder kleiner) als der vorhergehende ist. 
ob sie gleich iiisgesammt innerhalb a und b liegen: und von je 
zwcy dieser nächst aufeinander folgenden Werthen muß sich 
behaupten lassen, daß Fx innerhalb derselben wachse oder ab
nehme, und von dem folgenden Paare das Gegentheil. so daß 
die Werthe, die Fx selbst für die Werthe xx, xf9 A3. .V4. . . . an
nimmt, abermahls Maxima und Minima sind. Hieraus ergibt sich 
aber, wie schon im vorigem §. nachgewiesen wurde, daß sich 
entweder bey dem Werthe x = a oder bey x = b. oder bey einem 
oder mehreren innerhalb a und b gelegenen Werthen von .v so 
viele -v,, .v2, xz, . . . aneinander häufen, daß j e zwey Grenzen, 
die aus einem solchen Werthe und einem anderen veränderlichen 
gebildet werden können, so nahe sie auch einander rücken, 
immer doch eine unendliche Menge der xu .v2. xz . . . zwischen 
sich einschließen. Bezeichnen wir also diesen einem oder einen 
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von diesen mehreren Werihen der x durch c (wo dann c ent
weder = a oder =b oder innerhalb a und h gelegen seyn muß); 
so gibt es kein i klein genug, um behaupten zu können, daß Fx 
innerhalb c und c+i oder innerhalb c und c—i fortvvährcMid 
wachse oder abnehme. Durch diesen Umstand wird nun die 
Stetigkeit der Function /\v für den Werih x = c allerdings ge
fährdet; und wenn entweder die Maxinta oder die Minima nach 
ihrem absoluten Werihe in das Unendliche wachsen: so könnte 
die Function gew iß nicht stetig seyn. weil sich im Widerspruch 
mit §. 24 unter den sämmtlichcn Werihen derselben von x = a 
bis , v = b einschließlich entweder kein g r ö fi ( e r oder kein 
k l e i n s t e r in der.eben daselbst erklärten Bedeutung vorfände. 
Also ist nöthig. daß jene Maxima sowohl als j e n e Minima einen 
gew issen meßbaren Wcrth nicht überschreiten. Allein nach Aus
weis der vorigen §. würde die Stetigkeit der Function auch noch 
dann unmöglich gemacht, wenn jene Maxima und Minima, die 
/ \v abwechselnd unendliche Mahle erreich!, die ersteren insge
samt "Jj: als eine* gew isse beständige Zahl M. die Letzteren ins
gesamt < als eine andere beständige Zahl ni verbleiben. Wenn 
dagegen, w ie in unserem gegenwärtigen Lehrsatze vorausgesetzt 
wird, der Unterschied zw ischen diesen Maximis und Minimis in 
das Unendliche abnimmt: so kann unsere Function die Bedin
gung, welche zur Stetigkeit erforderlich wird, immerhin auch 
für x = c erfüllen. Denn wenn es gleich für jedes o) noch ein 
Paar kleinere o)x und co2 gibt, für welche F(c ± o)t) ein Maximum 
und F(c±o)2) ein Minimum, das Krstere also wieder um etwas 
größer, das Letztere aber um etwas kleiner als der frühere Werth 
F(c±o)) wird: so hindert cließ doch nicht, daß der Unterschied 

F[c± o))— Fc< werde und verbleibe, so sehr man auch hinter

her OJ noch vermindert. Haben w ir nämlich o) nur erst so klein 

genommen, das der Unterschied zwischen allen Maximis und 

Minimis. die zu noch kleineren Werihen von o) gehören. < — ver-

bleibt, so wird, wenn Fe--:' F(c± o)) ist, der Unterschied F(c±o)) — Fc 
sicdier nicht F(C±OJ1)— Fe. und wenn Fc> F(c ±o)) ist, der 
Unterschied F(C±OJ)—Fe sicher nicht >F(c±o>%)—Fe ausfallen 
können: so sehr man auch o) hinterher noch vermindert. Also 

wird F(c±o)) - Fe fortwährend < ; - verbleiben. 
N 
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B o y s p i e l . Lasset die Zahl UV nach einem solchen Gesetze 
von x abhängen , daß für alle Wcr tho von 

A'= 0 bis -£-. W=x 

IHS 

Л'— I l)ІS 

л = ï Ьis 

И = I 

W=x 

W=ì 

X 

I 

Гl; • 

л = \% Ьis y . W=x~-5 IISW.. 

ľ i i ľ a l l e W e i i h e d e ľ .v von d e ľ ľ o i m 

' > - " . )2// + 1. 1 
) 1 S 

У2n 
X 

2 2 / i _ j 

2 2"+ - "> , 2 2 " ~ l 

uncl ľiiľ al le W e r t h e clcľ л von deľ ľ o r m 
У2n-\-l_ \ )2//-f-2 j < ) 2 / / + 2 | 

Ьis - ' • W= --• — ' 
22//+ I '.)'-" + 2 "̂  )2// 

l iiľ.v— I endl ich łł = l sey : so isi cinlcuchicncl. clahï diese ľ unc-
íion inиc ľha lb cler G i c n z e n л = () und л*= 1 uncнcllichc Mahlc 
steige und falle. So oľí namlich cleľ Weľth voн И uнier cleľ 

22// | 

W-

— л*. 

Korm li = x Mithalten ist. wachst IV. wenn x wachst ; 
-> . _z"~' 

so oft daiiciicn der Werth von W d u r c h die4 Gle ichung 

и = 
)2// + 2 1 

> . -У2n 
X 

best im mi wird, nimmi li ab. wenn x wächst . 

Die zu den Wert heu der Reihe 
' ) 2 / / f <)2// + 1 1 

1 3 7 1 r, A 1 (i q — - — I 0. 1 5 :•. 1 П_ 
І (;- ;, 2- "(Í4 • 

<У2n ) 2 / / + l 

<i>;ehori«ren Wer the VOJI \\ bilclcn die Reihe 

2 * T * S * 1 (5 
1 1 ІM 
:'}-!• ŕì 4 ' 

m. M. m. M. m. M. m. 

22// . ( 22/ ' + ! 4- 1 

1 . 2-" * 1 . 22"+* 
m. M. 

welche^ so abwechse lnd , wie sie durch die d a r u n t e r gesetzten 
Buchstaben /// und M bezeichnet sind, bald Minima bald wieder 
Maxima vorstel len. Weil aber der Unterschied zwischen j e zwey 

>)2// + l _L_ | 2 2 " 1 ) 
a u f e i н a n d e r ľol<renden Wer iheн = 

)2// + l пey 
•5 ^ 2 2"+ l "h . 22" 

d e r V e r m e h r u n g von // in das Unendl iche a b n i m m t : so hindert 

d i e s e r Umstand gar nicht, daß unsere fune i ion von .v = ( ) b i s 
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x=l einschließlich stetig ist. Für x = 0 und für alle innerhalb 
0 und I gelegenen Wcrthe ist diese Stetigkeit für sich seihst 
einleuchtend. Daß aher diese Function, wenn wir ihr für den 
Werth x= 1 den Werth W=^ e inräumen, auch für x=l stetig 
sey . erhellet daraus, weil der Unterschied F(i—(o)—J in das 
Unendliche abnimmt. Denn da für jeden innerhalh 0 und I ge
legenen Werth. also auch für den Werth 1 — (o eine der heyclen 
al lgemeinen Gleichungen gilt, entweder 

22" t 2 2 , /+ 2 I 
W= x — - oder 11"= ™ •' — x: 

3 . 2 2 " - 1 3 . 22" 
so ist 7(1—OJ) — J entweder unter der Form 

22M 1 
1 — (x) — — i-

•5 2 2 w — ] 

oder unter der Form 
>2« +2 I 

- ' _ l + t a _ . i 
"-l )2// 

(Mithalten, wenn wir nur n in das-Unendliche vermehren. Unter 

dieser Bedingung aber nehmen heyde Ausdrücke in das Unend

liche ah: denn der erste ist — + —OK der zweyte aher 

t 5.2*"-* 
- - + 01. 

•-; 1211 

§.71. A n m e r k u n g . Verlangt man ein ßcyspiel von einer 
Function, die sich durch einen ganz einfachen algebraischen 
Ausdruck darstellen läßt: so führe ich (I—.v)- sin log (1 — x) au. 
welches für alle Wcrthe von -v = 0 his x=i einschließlich stetig 
ist. oh es gleich eine unendliche Menge größter und kleinster 
Wcrthe innerhalb dieser Grenzen gibt, die aher nicht wie in §. 6(> 
unveränderlich sind, sondern seihst in das Unendliche ahnchincn. 

§.72. Z u s a t z . Fs widerspricht also der Stetigkeit e iner 
Function nicht, daß sie, indem ihre Veränderliche x von a bis fr 
fortschreitet, eine unendliche Reihe von Wcrthcn Fx^Fx^Fx^.. . . 
durchgehe, welche abwechselnd hald größer hald wieder kleiner 
werden, ingleichen auch, daß diese Wcrthe ihr Vorzeichen un
endliche Mahle ändern , d. h. hald positiv hald w ieder negativ 
werdem, nur wird im ersten Falle erfordert, daß die Unter
schiede/f\Vf— Fx19 Fxz — Fx2. Fx\ — 7\v3 nach ihren absoluten 
Werthen in das Unendliche ahnehmen, im zwey ten . daß die 
Wcrthe Fx\. Fxt. Fx2 . . . seihst absolut genommen, in das Un
endliche abnehmen, weil sonst der Unterschied zwischen dem 
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größten (positiven) und dem kle ins ten (negativen) Wer the von Vx 
nicht ins Unendl iche abnehmen könnte , wie unse rLehr sa t z forder t . 

§.75. Z u s a t z . O b j e n e r Wer th , den eine stet ige Funct ion, 
wie sie der Lehrsatz beschreibt , für x=c d. h. für den Wer th 
ihrer Veränder l i chen ann immt , in dessen Nähe sich eine unend
liche Menge von größten und kleinsten Wer then derselben be
findet, selbst ein Größtes oder Kleinstes oder auch keines von 
Beyden sey, kommt auf besondere Umstände an. In dem ßey-
spiele, das wir dem Lehrsa tze beyfügten, ist Vc = \ und also wede r 

2 2 " + 1 + 1 
ein Größtes noch ein Kleinstes, da jedes Maximum — > \. 

2*"-\ > . 2 - « - + i •" 
jedes Minimum abe r < -1- ist. Dieß kommt, weil die Ma-

"3 . 22n 

xinia und Minima in dieser Function e inande r nur dadu r ch in 
das Unendl iche nähe rn , daß j e n e immer kle iner , diese immer 
größer w e r d e n . Begreif l icher Weise abe r kann diese unendl iche 
A n n ä h e r u n g b e y d e r auch zu Stande kommen, wenn die aufein
a n d e r folgenden Maxima und Minima b e y d e fo r twährend größer 
oder fo r twährend k le ine r we rden , und dann wird Fe im ersten 
Lalle ein Maximum, im zweyten ein Minimum seyn . Denken wi r 
uns z. B. e ine Funct ion IL. welche von x = 0 bis x = I von dem 
W e r t h e 0 fo r twährend steigt bis z u d e m Wer the i ; von x = \ bis 
x = % abe r von dem Wer the \ w iede r fo r twährend s inkt bis zu 
dem W e r t h e J- — \ = + von dem Wer the x = % bis x = l~ aber 
mahl s steigt von \ — {- = \ bis \ + i = f : v o n x — s bis x = -ff 
wieder fällt von i + i = |- bis \+\ — -J- = | ; von x=\$ bisjt- = | i 
w iede r steigt von J + ] — '« —s ^ s 1 + T + i — isS von x=li bis 
- v = i l i w iede r fällt von i-+ £ +-J-= i bis l + i + l - A ^ i l - ^ i d 
nach diesem leicht a b z u n e h m e n d e n Gesetze in das Unendl iche 
for tgehe t : so ist e in leuch tend , daß diese Funct ion i nne rha lb der 
Grenzen x = 0 und x=\ e ine unendl iche Menge au fe inander 
folgender Maxima und Minima hat. die b e y d e wachsen und 
sich dem W e r t h e 1 in das Unendl iche nähe rn . Wenn wi r also 
für den Wer th x=l der Funct ion W den 1 beylegen . so w i r d 
sie von .v = 0 bis x=i e inschl ießl ich stetig seyn, und für x=i 
a b e r m a h l s ein Maximum (nämlich das Größ te von al len) er
re ichen. 

§.74. Z u s a t z . Also kann eine stet ige Funct ion (um so ge
wisser e ine, die das Gesetz der Ste t igkei t n icht e inmah l be
obachte t ) für einen gewissen Wer th i h r e r Veränder l i chen x = c 
ein A c u t ? e r s t e s (ein Maximum oder auch Minimum) haben , 

5 
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obgleich es keine auch noch so kleine Zahl (o gibt, von der ge
sagt werden könnte, daß diese Function innerhalb c — (o und c 
fortwährend wachse (oder abnehme) und innerhalb c und c + (o 
fortwährend abnehme (oder wachse). 

§.7?. L e h r s a t z . Ms ist möglich, daß eine Function Fx das 
Gesetz der Stetigkeit von x = a bis x=b einschließlich befolge, 
obgleich sich weder zu a. noch zu fr. noch zu i r g e n d e i n e m 
i n n e r h a l b a und b g e l e g e n e n W e r t h e d e r x ein (o klein 
genug auffinden läßt, um behaupten zu können, daß Fx inner
halb a und a + (O. oder innerhalb b und b — to. oder innerhalb 
x und x ± (o nur Fines von Beyden thue. fortwährend wachse 
oder fortwährend abnehme. 

B e w e i s . /. Denken wir uns zuförderst eine Function von .v. 
ich will sie y1 nennen, die für x=a den Werth A. für x = b 
den von A verschiedenen allenfalls größeren Werth B annimmt, 
innerhalb a und b aber sich g l e i c h f ö r m i g d. h. so ändert, 
daß zu gleichen Zuwächsen von x auch gleiche (positive oder 
negative) Zuwächse von y gehören. Für diese Function muß also 

ü 4 

fortwährend y = A+(x—a) .- ••-•- seyn. 
u a 

2. Denken wir uns nun eine zweyte stetige Function i/2. 
die einen von dem vorigen etwas verschiedenen (lang befolge, 
indem sie nicht fortwährend wachst (oder abnimmt), sondern 
eine gewisse, allenfalls eine endliche Menge von Abwechslungen 
des Steigens und Fallens an den Tag legt. Setzen wir z. ß., daß 
y2 für die zwey äußersten Werthe von x. a und b, und für den 
mittleren i(a+b) einerlcy Werthe mit yl9 beziehungsweise näm
lich die Werthe Ar B und \ (A-^-B) gel)e: innerhalb a und i (a + b) 
aber, und eben so innerhalb %(a + b) und b erst steige, dann falle. 
Mag (ließ nalimentlicli auf eine solche Weise geschehen, daß der 
größte Werth. den y2 innerhalb a und \(a+b) erreicht, für x = 
= a + £ ( b —a) Statt finde und =A+ g (B—A)=$A + * B also noch 
nicht so groß wie ß sey. Der größeren Kinfachheit wegen lasset 
uns annehmen, daß Beydcs das Wachsen sowohl als das Fallen 
immer gleichförmig geschehe; daß somit für alle Werthe von 

x = a bis x = a + i(b—a), ^9 = A + ^rlx—a)-*— 
''" * b — a 

und für alle Werthe von 
* = a + *(6 —a)b i s x=l(a + b), y2 = \(A+B)+ J ^ J . ^ - j c J * " ^ 

sey. Von x = \ (a-\-b) bis x = a + l(b — a) mag eben so y2 wieder 
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s.eiii'on und , , , , 7), . . / a-\-b\B — A 
= |(/l + ß) +i[x- -~2 - j ^Tä se>r,1; 

von .v — a-\-l-(b — a) bis zu b aber soll t/2 fallen und 

seyn. Sonach wird der größte Werth, den y2 annimmt, der zu 
x — a + -}(b—a) gehörige, nämlich B+\(B—A) seyn. Wäre im Ge-
gcniheil ß < y l : so würde alles bisher Gesagte gelten, sobald wir 
nur die Worte Wachsen und Fa l l en , g r ö ß t e r und k l e i n s t e r 
W e r t h v e r ta u sc he n. 

1. Auf eine ähnliche Art. wie wir die Function y2 soeben 
aus der yt hergeleitet, können wir aus der y2 abermahls eine 
dritte Function yz herleiten, indem wir mit jedem der vier 
Stücke, in welche der AlYsiaiid b — a nach dem vorigen Ver
fahren zerlegt worden ist, das vornehmen, was wir vorhin mit 
dem ganzen Abstände thaten, d. h. auch jedes dieser Stücke in 
vier andere zerlegen, innerhalb deren die yz das eine Mahl 
steigt, das nächste Mahl wieder fällt. Wie von der Function y2 

gesagt werden konnte, daß der größte Abstand, zwisclien den 
Wer die n von x\ innerJialb dessen sie nur Eines von Beyden thut. 
entweder nur fortwährend steigt, oder nur fortwährend fällt, nicht 
größer sey als f (b — a); so läßt sich von der Function i/3 be
haupten, daß dieser größte Abstand nicht größer als (|)2(b — a) sey. 

4. Verfahren wir eben so wie mit der y2 auch mit der f unc-
tion ry3. so erhalten wir eine vierte stetige Function y^ J)ey 
welcher der größte Abstand, innerhalb dessen sie bloß steigt oder 
lallt. (\Y(b — a) ist. Usw. 

) . Da diese Schlüsse in das Unendliche fortgesetzt werden 
können: und die Zahl (*)" (b — a) durch die Vermehrung von n 
in das Unendliche abnimmt: so sehen wir, daß sich zu jeder 
auch noch so kleinen Zahl co eine Function yn auffinden läßt, 
bey welcher der größte Unterschied zwischen den Wertheii von x\ 
innerhalb deren die Function fortwährend wachst oder abnimmt, 
< o) isi. obgleich sie dem Gesetze der Stetigkeit ununterbrochen 
folgt. Allein wir sollen darthun, daß niclit in verscliiedeneii 
Functionen, sondern in einer und eben derselben eine so viel
fältige Abwechslung des Steigens und Fallens vorkommen könne. 
daß kein auch noch so kleines o) cingeblich ist, von dem sich 
sagen ließe, daß diese Function innerhalb x und x ± o fort
während steigt oder fällt. 
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6. Fine Function von dieser Beschaffenheit erhalten wir. 
wie ich behaupte, wenn wir die Function Fx nach einein solchen 
Gesetze von der Veränderlichen x abhängen lassen, dafi jeder 
zu .v gehörige Werth der Fx die Grenze vorstellt, der sich zu 
demselben x gehörige Werthe der Function y„ bey der unend
lichen Vermehrung von n in das Unendliche nahen, sofern nicht 
beyde Werthe einander vollkommen gleich sind. Ich werde cvsi 
darthun müssen, daß eine solche Function in der That möglich 
sey, dann wird sich leicht erweisen lassen, daß sie auch dein 
Gesetze der Stetigkeit gehorche, und die Beschaffenheit habe, 
welche im Lehrsätze ausgesagt wird. 

a) Die Möglichkeit einer Function, wie ich soeben die Fx 
beschrieb, wird außer Zweifel seyn, wenn wir erweisen, dafi es 
zu jedem nicht außerhalb a und b gelegenen Werthe der x einen 
bestimmten meßbaren Werth für Fx gebe. Ist nun x = a, so haben 
wir Fa=A: für x=b, haben wir Fb = B: für 

x = i ( a + b), ist F ( ^ ) = UA + B); 

und so gibt es noch eine unendliche Menge von Werthen der Fx. 
die sich durch einen aus A und B zusammengesetzten rationalen 
Ausdruck darstellen lassen; weil es bestimmte Werthe in einer 
der Functionen y1T i/2, i/8 • • • gibt» mit dem sie zusammenfallen. 
Es sind diefi nämlich alle diejenigen Werthe von FJC, welche zu 
solchen Werthen von x gehören, auf die man bey dem Geschäfte 
der Theilung des Abstandes (b — a) früher oder später kömmt. 
Daß aber auch zu jedem beliebigen a n d e r e n Werthe von x. 
der fortwährend zwischen zwey von jenen Grenzwerthen liegt, 
ein meßbarer Werth von Fx gehöre, erhellet so: Wenn wir vor
aussetzen, daß A < B sey; so ist offenbar unter allen Werthen. 
welche die Function y2 annimmt, der kleinste =A, der größte 
= -$-(9ß—A); wenn aber im Gegentheil A>B, so ist A der 
größte und -J(9ß—A) der kleinste. In beyden Fällen also ist d e r 
Unterschied zwischen dem größten und kleinsten Werthe der 
Function y% nicht größer als -§-(ß—A). Da wir nun, um den Werth 
der Function i/3 zu erhalten, mit jedem der 4 Stücke, in welche 
der Abstand (b — ä) zerlegt wurde, eben das vornahmen, was mit 
dem ganzen Abstände (b — a) vorgenommen wurde, um die stimm t-
Iichen Werthe der i/2 zu erzeugen: so leuchtet ein, dafi der größte 
Unterschied zwischen demjenigen Werthe der yZ9 welche zu 
E i n e m der erwähnten 4 Stücke gehören, nur -g- •-g (ß — A) be-
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t rage; indem derjenige Abstand, der vorhin (ß—A) wTar, hier 
nur £(ß—A) ist. Auf ähnliche Weise findet sich der größte Unter
schied zwischen den Wertlien, welcJie zu Einem der 16 Stücke 
gehören, in die der Abstand (b — a) zur Bildung der Functiony z 

zerlegt worden ist, = § (|)2(ß—A). Und so ist allgemein der größte 
Unterschied zwischen den Werthen, welche zu Einem der (4M~"2) 
Stücke gehören, in die der Abstand (b — a) zur Bildung der Func
tion yn zerlegt wird, d. h. deren zugeliörige x keinen größeren 
Unterschied als (jj-)"-2(fc —a) von einander haben, =•§• (ü)w~2(ß—A). 
Vermehren wir also die Zahl n noch um r, indem wir die Func
tionen t/n + i, yn+2, . . . yn+r bilden: so kann der Unterschied 
zwischen denjenigen Werthen der yn und yn+n deren zugehörige je 
von einander nicht mehr als um (i)"~2 (b—a) verschieden sind, 
auf keinen Fall größer seyn, als die Summe, welche zum Vor
schein kommt, wenn wir die eben erwähnten einzelnen Unter
schiede addiren, d. h. als 

*(*)"-» (B-A)+l- (§)»-HB-A)+U%)n(B-A)+... + f (£ ) - ' - 2 (ß - , 4 ) . 

Dieser Unterschied bleibt also immer kleiner als der Werth 
dieser Reihe, wenn wir sie in das Unendliche fortgehen lassen, 
d. h. als 3(j5)w_2.(ß—A). Verstehen wir also unter yn itzt denje
nigen Werth der Function yn, der zu demselben x wie der be
stimmte Werth Fx gehört; so ist der Unterschied zwischen yn 

und Fx auf jeden Fall <3 ( | ) , l _ 2 (ß—A) . Da aber dieser Unter
schied bey der unendlichen Vermehrung von n in das Unend
liche abnimmt; so geht hervor, daß sich der Werth von Fx so 
genau als man nur immer will bestimmen lasse. 

b) Auch zeigt sich, daß diese Function dem Gesetze der 
Stetigkeit folge; denn weil die yn dem Gesetze der Stetigkeit 
folgt, so nimmt der Unterschied der beyden Werthe von yn, 
welche zu x und x + dx gehören, mit dx in das Unendliche 
ab : also muß auch der Unterschied der Werthe Fx und F(x+4x), 
dem die ersteren unendlich nahe treten, in das Unendliche ab
nehmen. 

c) Daß aber bey dieser Function trotz ihrer Stetigkeit eine 
unendliche Menge von Abwechseiungen des Steigens und FaJlens 
in der Art Statt findet, daß für keinen Werth von x9 der nur 
nicht außerhalb a und b liegt, ein (o kiein genug angeblich ist, 
um behaupten zu können, daß Fx innerhalb x und x ±co nur 
fortwährend steige oder fortwährend falle, erhellet daraus, weil 
sich zu jedem auch noch so kleinen co ein n auffinden läßt so 
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groß, daß {$)n~2(b'—a) < <o ausfällt. Bey einem solchen Werthe 
von n stellt t/#i+i eine Function vor, die innerhalb jedes Ab-
standes = oder >(l)w""1(b — a) wenigstens zweymahl steigt und 
zweymahl wieder fällt. Also auch innerhalb x und x±co steigt 
und fällt z/n+i zweymahl; da nun die höchsten und niedrigsten 
Werthe, welche die Functionen von der Form */i- f#«. J5/B- - - • bey 
ihrem abwechselnden Steigen und Fallen annehmen, insgesammt 
auch in der Function Fx vorkommen: so gibt es auch in der 
letzteren innerhalb x und JC ± (o vier zu eben soviel aufeinander 
folgenden Werthen der x gelegene Werthe a. /?, y. ö. davon ß> a 
und y < ß ist: d. b. auch die Function Fx steigt weder fort
während, noch fällt sie fortwährend innerhalb .vuiid.v±G>. 

§.76. L e h r s a t z . Wenn Fe ein äußerster Werth der Func
tion Fx ist, und zwar ein äuKerster wenigstens hinsichtlich auf 
einen positiven (negativen) Zuwachs ihrer Veränderlichen x 
(§. 62); wenn ferner F(c + y) der nächste äußerste Werth ist. den 
es in dieser Function auf Seite des positiven (negativen) Zu
wachses gibt: und wir wissen endlich, daß diese Function dem 
Gesetze der Stetigkeit von x=c bis x=c + y einschließlich ge
horchet: so muß der äußerste Werth, den F(c + y) vorstellt (wenn 
nicht auf beyden Seiten), wenigstens hinsichtlich auf einen ne
gativen (positiven) Zuwachs. Statt finden, und Eines der Beyden 
Aeußersten Fe und F*(c + y) muß als ein Maximum, daß andere 
als ein Minimum befunden werden. 

B e w e i s . /. Es wird genug seyn, wenn wir nur darthun. 
daß falls der Werth Fe ein Maximum ist. und zwar hinsichtlich 
auf einen positiven Zuwachs, der Werth F(c + y) ein Minimum 
seyn müsse, und zwar hinsieht lieh auf einen negativen Zuwachs. 
Denn für die übrigen Fälle ergibt sich der Beweis auf ähnliche 
Art. Weil nun die Function Fx dem Gesetze der Stetigkeit von 
x = c bis x = c + y einschließlich folgt; so muß es nach §. 24 unter 
(\im sämmtlichen Werthen derselben, die sie von x = c bis .v =c + y 
annimmt, wenigstens Einen, welcher der g r ö ß t e , und einen, 
welcher der k l e i n s t e ist, geben, in dem Sinne, daß der erstere 
keinen g r ö ß e r e n , der zweyte keinen k l e i n e r e n neben sich 
hat. Wäre nun Fe kein solcher größter Werth; so müßte es 
irgend einen von c verschiedenen, aber nicht außerhalb c und 
c+y liegenden Werth von x, den wir durch c + fiy vorstellen 
wollen, geben, dessen zugehöriger Werth von Fx oder F(c + fiy) 
ein solcher größter Werth ist. Dieß F(c + fiy) müßte nach §. (>> 
entweder ein Maximum seyn, oder es müßte ein Paar den Werth 
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c + fiy e inschl ießende Zahlen a und ß geben, daß unsere Funct ion 
für a l l e i n n e r h a l b a u n d ß g e l e g e n e n Wer the von x den 
Werth F(c + iiy) u n v e r ä n d e r t beybehä l t . 

2. Das Frste , oder daß F(c + fiy) ein Maximum sey, wider
spr icht geradezu der Bedingung des Lehrsatzes , daß es inner
halb c und c + y kein Maximum oder Minimum geben soll. 

1. Lasset uns also nur nocli die zweyte A n n a h m e prüfen. 
Bey dieser müßte es irgend ein i geben klein genug, daß für 
dasselbe und für a l l e k l e i n e r e n die ( d e i c h u n g 

F (c + fiy — i) = F(c + /r/) 

bestehet . In dieser (de ic l iung läßt sieh / unbedingt ve rmindern , 
abe r nicht eben so unbedingt ve rmehren . Denn wenn wir i = [iy 
nehmen, so ist F(c + (iy—i) = Fc sicher nicht = F(c + fiy). Die Be
schaffenheit , einen A u s d r u c k F(c + piy— /). der = F(c + fty) ist. 
zu liefern, kommt also zwar allen Wer then von /, die k l e i n e r 
als ein gewisser sind, aber n i c h t a l l e n ü b e r h a u p t zu. 
Nach §. gibt es dahe r gewiß eine meßba re Zahl j . welche die 
grüßte de r j en igen ist. von denen gesagt werden kann , daß alle 
Wer the v o n / , die < / sind, die hier beschr iebene Beschaffen
heit noch haben . 

4. Von diesem / nun behaup te ich. es müsse < fiy seyn. der 
Werth F(c + fiy—/) abe r müsse der letzte der jen igen seyn. welche 
dem Wer the F(c+fiy) gleich k o m m e n ; dagegen j e d e r Werth , 
F(c + fiy — (j + c0))„ welcher zum Vorschein kommt, wenn wir statt / 
e ine Zahl j + OJ setzen, OJ möchte auch noch so klein seyn. müsse 
bald < F (c + fiy) ausfallen. 

a) Daß j < fiy seyn müsse, erhellet da raus , weil wir schon 

vorhin fanden, daß Fe <F(c + fiy) sein müsse. 

ß) Daß aber F(c + jtiy — j) noch zu den Wer then gehöre , die 
der Zahl F(c + fiy—/) gleichen, fließt aus der Stet igkeit , die un
sere Funct ion befolgt. Denn weil für alle Wer the von i < /. die 
Cdeicliung F(c + fiy — i) = F(c + /.iy) bes tehe t ; so m u ß sie auch noch 
für i=j bestehen, d. h. auch F(c + [.iy — j) muß = F(ci + ^y) seyn. 
Daß endlich F (c + [iy—(j + <*>)) schon <F(c+ßy) seyn müsse, 
folgt aus der A n n a h m e , (lall j der größte Wer th sey. von dem 
es gilt, daß alle k l e ine ren das Verhal tn iß F(c + fiy—i) = F(c + fiy) 
noch er fü l len ; und aus dem Umstände , daß alle W e r t h e de r 
Funct ion, welche dem größten nicht gleichen, k le iner als dieser 
seyn müssen. 



5. Aus a l l e m d i e s e n aber gehet deutlich hervor, dafi sich 
der Werth F(c + fiy—j) ganz wie ein Maximum .(wenigstens wie 
ein einseitiges) verhalte. Da nun vorausgesetzt wird, daß es kein 
Aeufierstes für unsere Function innerhalb c und c + Y gibt; so 
müssen wir auch diese zweyte Annahme verwerfen. Es erübriget 
also nur zuzugestehen, daß Fe unter den summt!ichen Werthen 
der Function von x = c bis x=c + fiy einschließlich keinen g r ö 
ß e r e n über sich habe. 

6. Unter diesen Werthen mufi es aber auch einen, der keinen 
k l e i n e r e n unter sich hat. geben; und wenn man nur nicht 
sogleich zugeben will, daß dieser der Werth F(c + y) sey: so 
müßte sich dasselbe durch einen Ausdruck wie F(c + fiy) dar
stellen lassen, worin PY<Y ist. Aus §. 63 wissen wir aber, daß 
auch jeder solche k l e i n s t e Werth einer Function entweder 
ein Minimum sey oder daß es zwey die Zahl c+/iy einschlie
ßende Grenzen a und /i gebe, die so beschaffen sind, clafi a l l e 
innerhalb derselben l i e g e n d e n Werthe der Fx denselben Werth 
F(c + fJiy) hahen. Annehmend, clafi F(c + /iy) ein Minimum sey. 
hiefie der Bedingung, clafi unsere Function zwischen c und c + fiy 
kein Aeufierstes habe, gerade zu widersprechen. Allein auch bey 
der zweyten Annahme zeigt sich auf ähnliche Art wie vorhin, 
dafi sie uns nöthige irgend ein. sey es auch nur ein einseitiges. 
Minimum innerhalb c und c + y zuzugestehen. Da wir diefi nicht 
sollen, bleibt uns nichts übrig, als den Werth F(c + y) selbst für 
einen k l e i n s t e n Werth der Function zu erklären. Und somit 
ist dieser Werth gewifi ein Minimum. 

7. Dafi er es aber (wenn nicht in beyderley Hinsichten, 
wenigstens) hinsichtlich auf einen negativen Zuwachs von x seyn 
müsse, ist sehr leicht einzusehen. Denn die entgegengesetzte 
Annahme hätte ja zu Folge, clafi es ein (o klein genug gebe, um 
behaupten zu können-, daß F(c+y—(o) für dieses und für a l l e 
kleineren Werthe =F(c + y) sey: und wir wissen schon, wie 
dieses auf die weitere Folge hinausführt, das es ein Minimum 
von der Form F(c + y — j), d. h. noch zwischen eundc + y irgend 
ein Aeufierstes gebe. 

§. 77. L e h r s a t z . Wenn eine Function Fx für a l l e innerhalb 
a und b gelegenen Werthe ihrer Veränderlichen x dem Gesetze 
der Stetigkeit folgt; innerhalb eben dieser Grenzen aber auch 
mehrere Ae u B e r s t e hat, es seyen diefi ein- oder beyderseitige, 
sind sie nur jedenfalls so vertheilt, daß unter den sämmtlichen 
Werthen von x. die ihnen zugehören, jeder seinen ihm nächsten 



hat: so behaupte ich, daß von je zwey Aeufiersten. welche zu
nächst aufeinander folgen, das Eine immer ein Maximum, das 
andere ein Minimum seyn müsse; es wäre denn, daß beyde 
AeuBerste zu den blofi e i n s e i t i g e n gehören, und daß die 
Function für alle zwischen liegenden Werthe ihrer Veränderlichen 
einen und eben denselben constanten Werth behält : in welchem 
Falle jene beyden Aeufiersten auch von derselben Art, d.h. beyde 
Maxima oder auch beyde Minima seyn können. 

B e w e i s . /. Wenn c ein innerhalb a und b gelegener Werth 
ist. welchem ein äußerster Werth der Fe. nahmentlich ein Maxi
mum und zwar ein h e y d e r s e i t i g e s entspricht; so folgt aus 
dem vorigen Satze, dafi das nächste an Fe grenzende Aeufierste 
auf Seite des positiven sowohl als auch des negativen Zuwachses 
von x (falls es ein solches gibt) ein Minimum sey: und wenn 
umgekehrt Fe ein beyderseitiges Minimum ist, so folgt, dafi das 
nächst angrenzende Aeufierte zu beyden Seiten ein Maximum sey. 

2. Stellt aber Fe ein blofi e i n s e i t i g e s Maximum oder Mi
nimum vor: so muß es vermöge des Begriffes eines solchen 
Aeufiersten auf einer Seite hin einen Zuwachs von x = i geben, 
der klein genug ist, dafi für ihn und alle kleineren F(c + i) =Fc 
verbleiht. Ks läßt sich aber ganz wie im vorigen §. No. 3 be
weisen, dafi es auch einen größten Werth von i = j geben müsse, 
der noch die Gleichung F(c+j) = Fe erfüllt; daß somit F(C+J + OJ) 

bereits > oder < als Fe seyn müsse: woraus denn folgt, dafi 
F(c+j) ahennahls ein Aeufierstes, nämlich ein einseitiges Aeufiel
st es sey. 

1. Von welcher Art aber diefi Aeufierste sey, ist unbestimmt: 
es kann hey einerley Fe sowohl ein Maximum als auch ein 
Minimum seyn. wie wir uns leicht durch irgendein Beyspiel 
überzeugen können. Denn setzen wir, dafi Fx für alle Werthe 
von x = 0 bis x = c den Werth ax habe, für x = c also =ac werde, 
dann aber für alle Werthe von x = c bis x = c + j fortwährend 
= ac verbleibe: so haben wir, wenn a und c positiv sind, an 
dem Werthe ac das Beyspiel eines einseitigen Maximi: und es 
hindert uns nichts das nächstfolgende einseitige Aeufierste, das 
für x = c + j eintritt, so einzurichten, daß es ein Maximum, oder 
auch dafi es ein Minimum werde. Das Erste geschieht, wenn wir 
z .B. festsetzen, dafi für alle Werthe von x>c+j, Fx = ax — aj: 
das zweyte. wenn wir Fx = 2ac + aj—ax annehmen. 

§. 78. Z u s a t z . Die im §. 77 angegebene Bedingung, dafi die 
Maxima und Minima in ihrer Aufeinanderfolge wechseln, ver-
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stehet sich also bey Functionen, welche an keine andere Be
dingung als das Gesetz der Stetigkeit gebunden sind, keines
wegs von selbst und tritt nicht nothwcndig ein. Denn wenn es 
kein auch noch so kleines o) von der Art gibt, daß sich be
haupten ließe, die Function Fx steige oder falle fortwährend 
innerhalb x und x±o): so sieht man. daß zw ischen je zwcy 
Werthen x und x±(om deren zugehörige Fx und F(x±o)) ein Paar 
Ae II B e r s t e sind, noch irgend ein dritter Werth von x liege, 
dem gleichfalls e in Aeußersles zugehört. Ist aber (ließ, dann läßt 
sich von einem Paare nächst aufeinander folgender Aeußersten 
gar nicht sprechen, und eben darum auch nicht behaupten, daß 
das Kine derselben ein Maximum, das andere ein Minimum 
seyn müsse. 

§.79. L e h r s a t z . Es lassen sich Kundinnen Fx denken, die 
innerhalb gewisser Grenzen a und b ihrer Veränderlichen .v fort
während wachsen oder abnehmen, clabey auch fortwährend 
meßbar verbleiben , und doch nicht stetig auch nur Tür einen 
einzigen innerhalb a und b ge legenen Werth der x sind. 

B e w e i s . Wenn Fx auch nicht für einen einzigen innerhalb 
a und b gelegenen Werth von x stetig seyn soll; so muß (nach 
§. 2.) für jeden dieser Werthe Einer von folgenden drey Källen 
eintreten: 

a) en tweder der Unterschied F(x + Jx) — Fx muß. so klein 
wir auch Jx annehmen mögen, unmeßbar bleiben, oder 

b) dieser Unterschied muß obgleich meßbar doch beständig 

> y s ich darstellen, oder endlich 
1 

c) er wird zwar auch zuwei len < ^, aber verbleibt (ließ 
nicht, wenn wir Jx in das Unendliche abnehmen lassen. 

/. Der erste Eall kann nun allerdings bey unserer Function 
für keinen innerhalb a und b ge l egenen Werth von JC eintreten. 
Kür einen solchen ist nämlich nach der Voraussetzung, welche 
i\cr Lehrsatz macht, der Werth von Fx, und wenn wir Jx so 
klein nehmen- daß auch noch x + Jx innerhalb a und b liegt, 
auch der Werth von F(x +Jx), mithin auch der Unterschied 
F(x+Jx) — Fx eine meßbare Zahl. 

2. Auch i\^v dritte Eall kann sich hier nie ergeben; denn 
weil vorausgesetzt wird, daß Fx innerhalb a und b fortwährend 
w a c h s e oder fortwährend a b n e h m e : so kann der Unterschied 
F(x + Jx) — Fx, nach seinem absoluten Werlhe genommen, bey 
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der Verminderung von zJx immer nur abnehmen: ist er somit 

für einen gewissen Werth von Jx einmahl schon < . . geworden, 

so kann er bloß dadurch, daH wir dx in das Unendliche ab

nehmen lassen, nicht wieder >> v- werden. 
IM 

3. DaH aber der zweyte Kall bey einem jeden innerhalb 
ä und b gelegenen Werthe der x sich einfinde, führt keinen 
Widerspruch mit sich; sobald wir nur nicht voraussetzen. daH 
die Zahl ^ für welche das VerliältniH F(x+Jx) — Fx ^ ^ be
stehen soll, bey allen Werthen von x eine und dieselbe ver
bleibe. Nun ist es allerdings wahr, daH der Unterschied F(x+Jx) 
— Fx für diesen Kall selbst dann, wenn Jx eine u n e n d l i c h 
k l e i n e Zahl (in der §. erklärten Bedeutung des Wortes wird), 
seinem absoluten Werthe nach immer noch größer als eine ge
gebene endliche Zahl verbleiben müsse. 

Bezeichnen wir also durch x und x-\-i ein Paar beliebige 
innerhalb a und b gelegene Werthe der frey Veränderlichen, und 
denken wir uns den Unterschied i in eine unendliche Menge 
unendlich kleiner Theile zerlegt, etwa wie solche zum Vorschein 
kämen, wenn wir denselben durch eine beliebige unendlich 
große Zahl n dividiren würden: so sind wir freylich zu der Be
hauptung berechtigt; daß eine unendliche Menge von Verhält
nissen, wie die nachfolgenden bestehen: rt-л 

Ы) /. x+J-\_F 

2 
ní \ n 

I Vv+-' \-Flx+ ' 

"'И»)-''K' 
ľ\x+,"\-ľlx + {n~ ' ľh:ì n 

Aus diesen Verhältnissen folgt durch Addirung des dröHeren 
zum GröHeren, wenn wir die gleichen Theile. die mit entgegen
gesetzten Vorzeichen in der Summe erscheinen, weglassen, weil 
sie sich unter einander aufheben: 

F(x + /') — Fx > el + e2 + c3 H + e„. 
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Hier ist nun rechter Hand allerdings e ine Summe, welche aus 
einer unendlichen Menge endlicher Zahlen von e inerley Vor
zeichen bestehet. Indessen w issen wir (aus §.), daß e ine solche 
Summe keineswegs unendlich groß zu seyn brauche. Ist aber 
diese Summe nur endlich, so hindert nichts, uns auch den Unter
schied F(x + i)—Fx\ der seinem absoluten Werthe nach immer 
größer als j e n e Summe seyn muß, nur endlich groß zu denken . 
Somit können denn auch die Werthe von Fx alle meßbar ver
bleiben . 

§. 80. Le h r s a t z . Wenn eine Function Fx für einen gewissen 
Werth ihrer Veränderlichen x = c e inen Sprung thut (§. 2), für 
andere unter der Form c + (o oder c—(o en thaltene aber Stetigkeit 
hat: so läßt sich jederzeit e ine beständige meßbare Zahl von der 
Beschaffenheit angeben, daß ihr der Unterschied F(C±OJ) — Fe 
nach seinem absoluten Werthe bey der unendlichen Abnahme 
von (o so nahe kommt, wie ke ine andere Zahl. 

B e w e i s. Nach der im §. 2 gegebenen Erklärung e ines Sprunges 
muß der Werth Fe e in meßbarer seyrn; und weil die Function 
für alle die jenigen x9 die einer der Formen c + (o oder c — OJ 
unterstehen , stetig seyn soll; so müssen auch alle d ie jen igen 
ihrer Werthe. welche en tweder der Form F(c+(o) oder F(c—(o) 
unterstchen, meßbar seyn . Mithin ist es auch der Unterschied 
F(C±OJ) — Fe. Bleibt nun (weil auch diefi möglich ist) der Werth 
von F(C±OJ) anzufangen von e inem gewissen (o für alle kleine
ren abwärts beständig, e inerley z. ß. =A\ so ist A—c selbst die 
Zahl, von der w ir in unserem Lehrsatze reden; eine beständige 
meßbare Zahl, welcher der Unterschied F(C±OJ) — Fe so nahe 
kommt, wie keiner anderen . Ist aber F(c±(o) veränderlich, so 
folgt doch aus der Stetigkeit, die diese Function für alle OJ, 
welche kleiner als e in gewisser sind, beobachten soll, daß es 
eine beständige meßbare Zahl A gibt, der sich F(c±(o) in das 
Unendliche nähert. Bezeichnen wir nämlich die verschiedenen 
Werthe. in welche F(C±OJ) übergehet, wenn wir OJ nach einem 
beliebigen Gesetze in das Unendliche abnehmen lassen, durch 
x±. x2-, -xr3. . . . . : so gilt von diesen Zahlen, daß der Unterschied 
Xn+m — xn nach seinem absoluten Werthe betrachtet, so groß man 
auch die Zahl m annehmen mag, fortwährend kleiner verbleibt, 
als ein gewisser Bruch, der selbst so klein werden kann , als 
man nur immer will , w e n n man nur erst die Zahl n groß genug 
angenommen hat. 
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Aus §. wissen wir nun, es gebe jederzeit eine, aber aucli 
nur eine einzige meßbare Zahl A, der sicli die Zahlen x\. x2- J C 3 ? . . . 
in das Unendliche nähern. Ist aber A eine Zahl von der Art, 
daß A — F(c±(o) seinem absoluten Werthe nach in das Unend
liche abnimmt d. h. =Si wird; so ist 

F(c±(o) — Fc=A—Si — Fc=A — C-Si. 

Also ist A — C jene beständige Zahl, von der unser Lehrsatz 
behauptet, daß ihr der Unterschied F(c± (o) — Fe so nahe rücken 
könne, wie keiner anderen. 

§. 81. E r k l ä r u n g . Es sey mir erlaubt, die Zahl, die dieser 
Lehrsatz beschreibt, d. h. jene beständige meßbare Zahl, welcher 
der Unterschied F(c±(o) — Fe bey der unendlichen Abnahme 
von (o so nahe tritt, wie keiner angeblichen anderen, die G r ö ß e 
d e s S p r u n g e s , welche die Function Fx für den Werth x = c 
macht, zu nennen. 

§. 82. L e h r s a t z . Wenn eine Function das Gesetz der Stetig
keit nicht anders als nur für gewisse vereinzelt stehende Werthe 
ihrer Veränderlichen verletzet; so kann gleichwohl die Menge 
der Sprünge, welche sie innerhalb zweyer. gegebener Grenzen 
ihrer Veränderlichen macht, unendlich groß werden, und zwar 
selbst, wenn sie innerhalb dieser Grenzen nur Eines von ßeyden 
entweder fortwährend wächst, oder fortwährend abnimmt. Doch 
müssen in diesem Falle die Größen ihrer Sprünge, wenn wir 
sie dergestalt ordnen, daß nie ein größerer auf einen kleineren 
folgt, eine meßbare und somit convergirende Reihe bilden. Wenn 
aber die Bedingung, daß die Function innerhalb der gegebenen 
Grenzen fortwährend wachse oder fortwährend abnehme, nicht 
gesetzt ist; so wird auch die Größe ihrer Sprünge durch kein 
anderes Gesetz, als daß ein jeder meßbar seyn müsse, beschränkt. 

B e w e i s . /. Denken wir uns eine Function, welche für alle 
Werthe von x=Q einschließlich bis x=\ ausschließlich den Werth 
Fx = x annehme; für alle Werthe von x = % einschließlich bis 
x=\+\ = l ausschließlich, den Werth Fx = \ + x\ für alle Werthe 
von x = i einschließlich bis x= ± + % + ± = -} ausschließlich, den 
Werth Fx = % + x; für alle Werthe von x = $ einschließlich bis 
-v = i + l + i + TJfr = -B- ausschließlich, den Werth Fx = -}+x und 
nach dem hier angedeuteten Gesetze in das Unendliche fort
schreite, so daß im Allgemeinen allen Werthen von 

x = '•+ H h - - einschließlich bis x = + — H 1—:••- • 
2 4 2" 2 4 ^ 2 " + 1 



nusschlicßlich. der Werth Fx = ~—h + h + .v zugehört. 

Ks ist offenhnr. daß diese Kiinction für nlJc innerhalb der Grenzen 
0 und i. dünn \ und | . dnnn f und \ u. s.w. gelegenen Werthe. 
(Ins Gesetz der Stetigkeit befolge. Denn nlle für diese Werthe ihrer 
Veründerlichen gehörigen Werthe der Function, sind unter der 
einfnehen Korm a + x enthnlten; nur nimmt von Zeil zu Zeit a 
einen nndern über stets meßbaren Werth, der < 1 ist. an. Kben 
so offenbar ist aber mich, dnß diese Function vom Gesetze der 
Stetigkeit nbweiche und einen Sprung thue für die Werthe 
-V = -i.-J. 5- T I n. s. w. Alle diese Sprünge, deren Menge unendlich 
ist. liegen innerhalb der Grenzen x=0 und x= l. Die Größen 
derselben über sind in eben der Ordnung, in der wir sie a b 
zählten. J> i- ir ji\ d. h. sie bilden eine zusnmmenlnufcndc 
Reihe. Auch ist kein Zweifel, dnß diese Kiinction innerhalb dei
chen genannten Grenzen 0 und 1 fortwährend wachse. Ks ist 
daher gezeigt, dnß eine Kiinction. die eins Gesetz der Stetigkeit 
nur für gewisse vereinzelt stehende Werthe ihrer Veränderlichen 
verletzt, eine unendliche Menge von Sprüngen innerhnlb gege
bener Grenzen zu mnehen vermöge, sofern die Grüßen dieser 
Sprünge selbst dergestullt abnehmen, daß sie sich ordnen lassen 
in eine zu summen laufende Reihe. 

2. \)t\ll über mich nur unter dieser letzteren Bedingung eine 
unendliche Menge von Sprüngen bey einer Kiinction. welche nur 
Eines von Beyden. entweder fortwährend wächst, oder fort
während nbnimmt. Plntz greifen könne, erhellet dnrnus. weil, 
wenn eine Function fortwährend wächst oder abnimmt, der 
Unterschied F(x + dx) — Fx für alle Wert 1K* von x dnsselbe 
Vorzeichen behält, sofern wir auch das Vorzeichen von dx 
nicht ändern. Nehmen wir also zwey Werthe von je. deren der 
Kinc a der Grenze a, der andere ß der Grenze b so nahe tritt, 
uls man nur immer will: so leuchtet ein, dnß der Unterschied 
Fß — Fa seinem nbsoluten Werthe nuch als eine Summe betrachtet 
werden könne, welche nebst mehreren underen Summunden, nlle 
diejenigen Znhlen in sich schließt, welche die Größe der inner
hnlb a und ß vorkommenden Sprünge durstellen. \)a nun die 
Anznhl dieser Sprünge bloß dadurch, dnß man die Grenzen 
a und ß den Grenzen a und b immer näher rückt, so sehr ver
mehrt werden kunn. uls man nur immer will; so ist entschieden, 
daß der Unterschied Fß—Fa und somit wenigstens eine der 
Zahlen Fß oder Fa unendlich groß seyn müßte, wenn die er-
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wähnten Sprünge nicht immer kleiner würden, so zwar, daß sie 
nach ihrer Größe geordnet eine Reihe bilden, die obgleich sie 
in das Unendliche gehet, doch nur einen endlichen Wcrth hat. 

*>. Wenn aber die Bedingung, daß unsere Function nur Eines 
von Beyclen thuc. entweder fortwährend wachse oder fortwährend 
abnehme. wegfällt: dann ist auch keine Notwendigkei t mehr da. 
die Beschaffenheit der Sprünge, welche sie macht, auf die be
sagte Art zu beschränken. 

Denn wenn die Function bald wächst, bald abnimmt, bald 
auch vielleicht keines von Beyden tliut; so haben die einzelnen 
Unterschiede von der Form F(x + 4x)—Fx\ aus denen der Un
terschied Fß — Fa zusammengesetzt wird, verschiedene Vorzei
chen: und somit kann ihre Menge sowohl als ihre Größe seyn. 
welche sie immer will, ohne daß F[i — Fa eine gewisse Grenze 
zu überschreiten braucht. 
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