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ERSTER ABSCHNITT.
STETIGE UND UNSTETIGE FUNCTIONEN.

§.1.Uibergang. Aus §. 27, §. 29 und §. 34 der Einleitung cr-
schen wir, es gebe Fuctionen, deren Differenz in das Unendliche
abnimmt, so fern die Differenz ihrer Verinderlichen selbst in
das Unendliche abnimmt. Und zwar tritt dieser Fall bey den
erwihnten Functionen fiir jeden beliebigen wenn nur doch meB-
baren Werth ihrer Verinderlichen ein. Die Function des §. 30
(Einl.) aber macht eine Ausnahme von dieser Regel in dem be-
sonderen Falle. wenn der Nenner y =0 wird. Denn dann ist

y (x) — A(ec_) _Xtdx x

y 0] 0xay 0
ein Ausdruck, der eine negative unendlich grofle Zahl anzeigt.
Da es ferner erlaubt ist, uns das Gesetz der Abhiangigkeit eincr
Zahl von einer anderen zu denken, wie wir wollen; so verstcht
sich von selbst, dal wir uns auch eine Zahl W denken kimnen,
deren Werth durch die Werthe einer anderen auf eine solehe
Weise bestimmt wiirde, wobei die Differenz 4W nicht nur fiir
einige, sondern fiir alle Werthe der x dic Eigenschaft, in das
Unendliche abzunehmen, wenn 4x in das Unendliche abnimmt,
ermangelte, entweder weil es unter den Werthen, dic 4x an-
nimmt, indem es in das Unendliche abnimmt, einige gibt. fiir
welche 4W gar keinen meBbaren Werth hat, oder weil dieses
AW nicht ins Unendliche abnimmt. Ein solcher Fall wire z. B.
vorhanden, wenn wir festsetzten, daR eine gewisse Zahl W fiir

jeden Werth der x, der unter der Form Zrn.z;{- 1 enthalten ist. =ax.,

fiir jeden anderen Werth aber = ax 4+ b scyn soll. Da es niimlich
. X - 2m+1 .
zu jedem Werthe von x, welcher der Form “—---" nicht unter-

n .
stehet, andere darunter enthaltene gibt, die jenem so nahe treten,
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. . . . 1
daB der Unterschied dx kleiner als jedes gegebene \ werden
1

kann: so iibersicht man leicht. dal es fiir jedes x und fiir jedes
auch noch so klein angenommence x ¢in noch kilcineres Aax gibe.
dabei das zugehorige dW=a Ix+ b oder =a dx —b ausficle:
also gewiB nicht in das Unendliche abnehmen konnte. Diese
Verschiedenheit in dem Verhalien der Funectionen ist gewill
wichtig genug. um die Bezeichnung dureh eigene Kunstworte
zu verdienen.

§. 2 Erkliarung. Wenn cine cinformige Funetion Fa von
ciner oder auch mehreren Veridnderlichen so beschaffen ist. daf?
die Verdanderung. die sie erfihrt. indem eine ihrer Verdnder-
lichen & aus dem bestimmten Werthe & in den veridnderien
x + dxiibergehet. in das Unendliche abnimmi. wenn dx in das
Unendliche abnimmt. wenn also der Werth Fa sowohl als auch
der Werth F (x4 dx). der letztere wenigsiens anzufangen von
cinem gewissen Werthe der Differenz Ax fiir alle kleineren aber-
mahls meBbar ist. der Unterschied F (x4 dx) — Fx aber seinem
absoluien Werthe nach kleiner als jeder gegebene Brueh -(!\__. wird
und verbleibt. wenn man nur dx klein genug nimmt. und so
klcin man e¢s dann auch noch ferner werden liaBi: so sage ich.
daB sich dic Funetion Fa fiir den Werth & stetig verdndere.
und zwar bey cinem positiven Zuwachse oder in posi-
tiver Riechtung. wenn das nur chen gesagte bey cinem po-
sitiven Werthe von dx cintritt: und daBl sic dagegen sich
stetig veriindere bey cinem negativen Zuwachse von x oder
in negativer Riehtung. wenn das Gesagte bey cinem ne-
gativen Werthe von dx Statt hat: wenn endlich das Gesagte
bey cinem positiven sowohl als negativen Zuwachse von x gilt:
so sage ich sehlechtweg nur, dafl Fx stetig sey fiir den Werth x.
oder ich setze. wenn etwa cin Milverstand zu besorgen ist. zu.
daB Fa stetig sey fiir cinen positiven sowohl als negativen Zu-
wachs. In dem entgegengesetzien Falle sage ich. daB die Fune-
tion Fx fiir cin positives oder negatives dx oder fiir beyde
das Gesetz der Stetigkeit verletze, oder unsietig sey
oder sich plitzlieh dndere. In dem besonderen Falle, wenn die
Verletzung der Stetigkeit fiir den Werth x=a daher rithrt, daB
alle Unterschicde. welehe dureh F(a+4x)— Fa vorgestellt werden-
kinnen, wenn das entweder positive oder negative Jx in das

| . . 1 . . .
Unendliche abnimmt. - N verbleiben: erlaube ich mir zu sagen,
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daB dic Function Fx bey dem Werthe x=a cinen Sprung
mache. Riihrt aber dic crwithnte Verletzung daher, da# unscre
Function fiir den Werth x = a ihrer Veridnderlichen gar keinen
meRBbaren Werth hat: so sage ich. daB sie fiir diesen Werth ihrer
Veriinderlichen eine Liick e habe.

§.3. Anmcrkung. Wieich es hier thue, ward der Begriff
der Stetigkeit im Wesentlichen auch schon von Anderen zum
Beispicl im Kliigels Worterbuche (Art. stetig), von Cauchy
(Cours d Algebre, Ch. 2. 8. 2.). O hm (Analysis, Bd. 2. §. 456) be-
stimmt. Und wenn Einige unier ihnen. wie der sonst so ge-
nauc Hr. Ohm. den Ausdruck brauchen. daR die Aenderung
F(x 4+ dx) — Fx nach ihrem absoluten Werthe kleiner als jede
gegebene Grofle D werden und um so kleiner werden
miissc. je kleiner man gx nimmt: so diirfte das Letztere
nur aus Verschen gesagt worden seyn. indem man cigentlich
wohl nur verlangi. daB Fx+ dx) - Fx <D werden und verblei-
b en miisse. wenn x noch immer kleiner gemacht wird. Denn
dafl der Unierschied F(x + 4x) — Fx jedesmal kleiner werde,
wenn dx kleiner gemacht wird. findet doch nicht bey jeder Fune-
tion Statl. der gleichwobl allgemein Stetigkeit beygelegt wird ;
z. B. bey a2 sin log x fiir a=0. wo die Differenz F(x+ dx) — Fx
in (dx)? sin log A iibergehet: und zu jedem auch noch so kleinen
~Ia cin noch kleineres angeblich ist. bey welchem dieser Unter-
schicd wicder grofler wird. EFinige sehr angesehene Mathe-
matiker. wie Kistner (Hobhere Mechanik. 2. Aufl., 5. Abschn..
§. 185 ff) und Hr. Hofr. Frics (Naturphilosophie §. 50) erkldaren
die Stetigkeit ciner Funetion Fa als dicjenige Eigenschaft der-
selben. vermog der sic aus cinem gewissen Werthe Fa in einen
anderen Fb nicht iibergehe. ohne erst alle dazwischen liegenden
angenommen zu haben. Allein man wird in der Folge sehen.
daB dicse Erklirung zu weit ist. wenn anders der Begriff. den
man durch sic angeben will. dem obigen gleichgelten soll. Etwas
ganz Kigenes hat die Evklirung Eytelweins (Hohere Analysis,
Bd. 1. 8.16). daf} cinec Funetion stetig zu nennen sey, wenn die
simmtlichen Werthe. welehe sie innerhalb gewisser Grenzen
ihrer Veridnderlichen annimmt. reell und endlich sind: unstetig.
wenn ciner oder ctliche unendlich grofl oder unmogliceh
werden. Nach dieser Erklirung miiBten wir gegen allen Sprach-
gebraueh behaupten, daB die im vorhergehenden 8. erwiihnte
Funetion. deren Werthe fortwihrend entweder =ax oder =ax+b

2m 4+

7/]
-

. . - 1 . .
sind, je nach dem x von der Form oder micht. eine ste-
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tige scy. Hr. Eytelwein entlehnte seine Erklarung offenbar nur
aus Betrachtungen der gewihnlichsten Functionen, die sich durch
unsere bisher gebriuchlichen algebraischen Zeichen darstellen
lassen. Von diesen nimlich gilt allerdings. daff sic innerhalb
derselben Grenzen. innerhalb deren sic weder unendlich grof
noch imaginiir werden (also meflbar verbleiben) auch sietig sind.
Allein es ist wohl zu merken. da dieses bey einigen derselben
nahmentlich bey den sogenannten transcendenten Funetionen.
nur eben dann der Fall sey. wenn wir bey der Bestimmung
ihres Begriffes schon (stillschweigend) festsetzen. daB sie nur
eben nach dem Gesetze der Sietigkeit verdnderlich seyn sollen:
wie ich dief# an scinem Orte deutlicher zu zeigen hoffe. — Viel
enger hat den Begriff der Stetigkeit Lacroix aufgefaBt, wenn
er (in s. Traité élémentaire de calcul diff. et int. §. 60) das
Wesen der Stetigkeit in dic (nach seiner Vorstellung) allgemeine
. | S . T J -l
Eigenschaft der Function setzt. in dem Verhiltnisse 7, Cine
Grenze zuzulassen. Diese wichtige Eigenschaft nicht aller, aber
doch sehr vieler Functionen, verdient es freylich schr. mit cinem
cigenen Worte bezeichnet zu werden. Allecin auch die Beschaf-
fenheit. die wir im vorigen §. beschricben, verdient nicht we-
niger cine Benennung. Da nun beyde nicht nur an sich selbst
unterschieden. sondern auch trennbar sind, in dem die oben
beschricbene Stetigkeit vorhanden seyn kann. ohne daff jene des
Hrn. Lacroix da zu scyn braucht: so wird es wohl am Besten
seyn. bey dem von Lagrange. Cauchy u A cinge-
fiihrten Sprachgebrauche zu verbleiben. unter der Stetigkeit
ciner Function nur die im vorigen §. beschrichene Eigenschaft
zu verstehen: von Funetionen aber. bey welehen der Quotient
AFx ciner gewissen von dx unabhingigen Grenze in das Un-
endliche nahet. zu sagen, dafl sic cine abgeleitete (une
fonction dérivée) hiitte. Uibrigens mufl ich crinnern. dal} man
den freylich nur sclten vorkommenden Umstand. wo  cine
Function nur in ciner Richtung, nidmlich nur hinsichtlich auf
cinen positiven oder nur negativen Zuwachs stetig ist. nicht nur
in der Erklirung bisher ganz iibergangen. sondern (wie es mir
scheint) auch in der Anwendung zu wenig beachtet habe.

§. 4. Lehrsatz Eine Zahl W, die von der x, welche wir
sochen fiir verinderlich hetrachten, ganz unabhiingig ist, in dem
z. B. x in dem Begriffe von W ogar nichi vorkommt, oder darin
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zwar vorkommt. aber auf eine Weise, daB sich der Werth von W
nicht iindert, x mag was immer fiir cinen Werth erhalten. wic

ax — bx

z. B. wenm wir W= hitlen, wo a, b. ¢ bestindige und

von x unabhiingige Zahlen bedeuten, kann gleichfalls als stetig
betrachtet werden. und zwar in Hinsichi auf jeden Werth von &
und in beyden Richtungen.

Beweis. Bezeichnen wir die zu x und x4+ dx gehorigen
Werthe von W durch Fx und F(x 4+ 4x); so miissen wir Fx =
= (x4 dx) und mithin F(x+ dx) — Fx =0 sctzen. Also il

. . . . . 1
sich immerhin sagen. daBl der Unterschied dFx < v werde und

i

verbleibe: denn 0 ist allerdings <2 {

85 Lehrsatz Jede Funeition von der Form adwx. in
weleher x cine frey Veriinderliche, aber cine von a ganz unab-
hingige meBbare Zahl bezeichnet. ist stetig fiir jeden meRbaren
Werth der x und hinsichilich auf cinen positiven sowohl als
cinen negativen Zuwachs. Dasselbe gilt auch von jeder Funetion

. . . . < . X
von-der Form ax oder xa, imgleichen auch von der FFunction i
sofern nur a nicht Null ist. Endlich ist auch jede Funetion von

der Form 7 stetig fiir jeden Werth der a. der nur nicht Null ist.
"

Beweis., Ergibt sich aus §.27. §.29. 8.56 der Einleitung.

§.0. Lehrsatz Auch cine jede belichige Potenz ciner frey
verdanderlichen Zahl x ist fiiv alle meBbaren Werthe dieser Ver-
anderlichen in Hinsicht auf einen positiven sowohl als negativen
Zuwachs sictig.

Beweis. Wenn die Potenz vom ersien Grade isi. bedarf
der Satz keines Beweises. weil x? einerley mitl x selbst ist. Wenn
aber die Potenz vom zweyien oder cinem noch héheren Grade
ist: so bedeutet. wenn wir dieselbe durch at darstellen. n cine
Zahl > 1. und der Unterschied

AFx = A (x") = (x + x)'— X"

findet sich. (nach §.. wenn wir das dortige a= x+Jx. b=«
scizen), nach seinem absoluten Werthe < n (x + dx)—!4dx, ein
Ausdruck, der mit 4x offenbar in das Unendliche abnimmt,
x mag was immer fiir cinen, wenn nur stets meBbaren Werth
haben.



3. 7. Lechrsatz. Jede ganze rvrationale Funetion
ciner frey Verdanderlichen ist fiir jeden meBbaren Werth dieser
letzteren und hinsichtlich auf cinen positiven sowohl als nega-
tiven Zuwachs stetig.

Beweis. Wir nennen eine Funetion von x rational und
ganz. wenn sic fiir alle Werthe von & gleiehgeltend ist mit cinem
Ausdrucke von der Form

a+ bx 4 ca?Fdas 4 - [am,

worin a, b, ¢, d. ...l insgesammt meBbare Zahlen. m aber cine
belichige wirkliche Zahl bezeichnet. Ist nun
Fx=a+4 bx+4cx2+dx3+ -4 [am:
AFx=F(x+dx) — Fa =
=la+4b (x4 dx) + ¢ (v Fdx) Fd (¥ Fdx)Pp oo L (e  Ax)v] -
—la+ bx+ a2+ dxs 4. [x"] =
=bdx— c[(x+ Ix)2— )+ d[(x - dx)3— 23] -4
+ l [( N _[__ dx)m . xm].
- Aus dem vorigen 8. wissen wir aber. dal} jede der in den Klam-
mern von der Form [] cingeschloBene Zahl mit dem unendlichen
Abnehmen von Ix gleichfalls in das Unendliche abnehme, und
somit durch £,. &,. ..., vorgesiellt werden konne: daher ist
der ganze Ausdruck
AlFx = bdx -8+ dQ - - -+ 8,
Kin jedes dieser Glieder nimmt (naeh §.) in das Unendliche ab,
und somit (weil ihre Anzahl unveriinderlieh ist) auch ihre alge-
braische Summe: daher der Werth von AFx selbst.

SO isi

5.8 Lehresatz, Auch cine jede gebroehene rationale
Funection einer frey Verinderlichen ist stetig fiir jeden mef3-
barcn Werth dieser letzteren. der nur den Nenner nicht zu Null
macht. und hinsichtlich aul ¢inen positiven sowohl als nega-
tiven Zuwachs.

Beweis, Wir nennen cine Funetion Fx rational und ge-
brochen, wenn sie fiir alle Werthe von & gleichgeltend ist mit
ciner Funetion von der Form

a+bx+ex?+dxd -0 4 Ix"
@+ px + yx? + ox%+ .- 4 Ax"

Bezeichnen wir nun zur Abkiirzung den Zihler dieses letzteren
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Ausdrucks durch fx, den Nenner durch ¢x, so sind fx und ¢x
cin Paar rationale und ganze Functionen. und somit stetig fiir
jeden Werth von x und in beyden Richtungen. Es ist aber

_fletdx)  [x _ [x+dlx _ fx

APx = dx) —Fx= 0 ) " ox — gx Fapx g8

welehes, wenn weder 9a noch @(x+4x) =px+ dpx =0 ist.

_ yx.xtogx Afx—fx.px—[x.dgx _ gx . dfx—[x . Apx
px(px + Apx) Px . (px + APpx)

gesetzt werden kann. Nun ist, wenn @x d.i. der Nenner der gege-
benen gebrochenen Funetion nicht =0 ist, gewill auch px 4+ dpx
wenigstens anzufangen von einem gewissen Werthe der Diffe-
renz dex. niimlich von einer solchen, die ihrem absoluten Werthe
nach <2 @x ist. nicht =0. Also vermag A4Fx in das Unendliche
abzunchmen. wenn nur der Zihler in dem letzieren Ausdrucke
d.i. gx . fx —[x. dpx in das Unendliche abnimmt. DicB ge-
schicht aber fiir jeden Werth von x. wenn 4x in das Unend-
liche abnimmit. weil fa und dpx in das Uncendliche abnehmen.

8.9. Lehrsatz. Wenn es wahr seyn soll. daB eine Funetion
Fx fiir cinen bestimmien Werth ibrer Verinderlichen x und hin-
sichtlich auf cinen entweder positiven oder ncgativen Zuwachs
derselben unstetig werde: so muB ciner von folgenden drey
Fillen cintreten: crstens entweder der Ausdruck Fa oder der
Ausdruek F(x+ ax) bezeichnet keine Zahl, dic meBbar ist und
meRbar verbleibi. wenn wir dem 4x in der letzteren anzufangen
von cinem gewissen jeden beliebigen kleineren Werth ertheilen:
oder zweyiens der Unterschied F(x 4+ 44x) — Fa verbleibt seinem
absoluten Werthe nach fortwithrend groBer als eine gewisse Zahl,
so klein man auch 4x werden lasse: oder drittens dieser Unter-
schied wird zwar fiiv gewissc Werthe von Jx kleiner als der
1
N

jeder Zahl irgend cin noch kleineres 4x. bey welehem der Unter-

gegebene Brueh - verbleibt es aber nicht, sondern es gibt zu

schicd F(x+ dx) — Fa abermals > N wird.

Beweis. Dall auler diesen drey Fillen kein anderer Statt
finden konne. leuchtet von selbst cin; dafl aber jeder derselben
unter gewissen Umstdanden zum Vorschein kommen kénne, mogen
uns folgende Beyspicle zeigen.

yk

-



20

Al 3 Al '4 - [*e e .
I. Die Funetion I'x=i—--—‘;_ ist fiir den Werth x =1 unstetig.

weil schon der Werth Fa selbst. in welehen sie fiir =1 iiber-
gehet. unmeBbar. ndmlich unendlich grof ist.

2. Wenn die Zahl y auf cine solehe Art von der & abhiingt.
daB wir fortwiithrend dic Gleichung y*=1—a? haben: so ist fiir
den Werth x =1 und fiir ecin positives Jx. y unsietig. weil der
Ausdruck F(x+ /x) gar keine mellbare Zahl vorstelli. Denn
diese Zahl miiite von ciner solechen Beschaffenheit seyn. daB ihr
Quadrat =1 — (I + Jx)?==—2.4x — a2 d. h. ciner negativen
Zahl gleich komme. Eine solehe aber gibt es bekanntlieh nicht.

5. Setzen wir, daB fiir x =1 und alle kleineren Werthe Fa=3x.
fiir alle groBeren aber Fa=5x scyn soll: so ist Fa fiir den
Werth x =1 und fiir ein positives Ja unsietig. weil der Unter-
schied F(x 4 Jx)— Fa =51+ ax) —3=2+5.x fortwithrend > 2
verbleibet.

4. Setzen wir. dal fiir jeden Werth von a. weleher der Form .
l 211

unicerstehet. sofern n jede beliebige wirkliche Zahl vorstellen
kann, der Werth von Fa=1 sey. daft aber fiir alle andercn
Werthe von x. Fa=2x sey: so ist Fa fiir den Werth & =0 und
ein positives <a unstetig aus dem dritien im Lehrsatze ange-
gebenen Grunde. Hier namlich ist Fa=F(0)=0, weil der Werth

x=0 der Form ,l)" nicht unterstehet. F (x4 2/x) == IF(dx) aber wird

fiir jeden Werth von wx. der von der Form ) ist. z. B.
-
1 1 { {
B . PR . S. W,

4 8 16 32
= 1. fiir jeden anderen aber =24x. Also ist auch der Untersehied
F(x44x) — Fx bald =1. bald =24x. Er nimmi also. wenn A
in das Unendliche abnimmt, wohl gleichfalls ab. doch nicht so.
daB es nicht zu jedem Ax irgend cin noch kleineres (nimlich
Kines von der Form .)n) gibe, liir welehes dieser Untersehied
wicder =1 wird.

§.10. Lehrsatz. Die Eigenschaft stetig zuo seyn, kommi
manchen Functionen auch nur fiir cinen gewissen vereinzell
stehenden Werth ihrer Veridnderlichen zu.

Beweis. Denken wir uns cine Zahl W= Fx, welche von
der Veriinderlichen a nach einem solechen Gesetze abhangen soll,
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daB man fiir alle dicjenigen Werthe der o welehe der Form
2m -1 . Ly S

e untersichen, W= 2x. fiiv alle iibrigen aber W=5x habe:
so behaupte ich diese Funetion von x sey fiir den Werth v =0
stetig. fiiv jeden anderen aber unstetig. DaB Wiy den Werth
A =0 stetig zu nennen sey. erhellet davaus. weil der Untersehied
I (v 1x) - Fx i diesen Werth vonx. = F(dx) — IF(0). mit Ix
2m 1

in das Unendliche abnimmt. Denn F/(0) ist. weil O der Form ™7

nicht unterstehet =5.0=0: F(4x) aber ist entweder = 248 oder

‘

5.0x. jenachdem da der Form unicrstchet oder nieht.

on
Nun ist aber offenbar. daB sowohl 240a. als 5.6 mit AAx selbst
in das Unendliche abnehme. Also ist unsere Funetion fiir x =0
stetig. Fiir jeden anderen Werth aber ist sie unstetig. Der Unier-
schied F(xy -4y — Fa kann namlich immer nur cinen von lol-
cenden vier Werthen haben. 5a0x. x4-5dx. —x+424x. 2405, jenach-
dem weder A 4-.1x. noeh v oder nur a. oder nur x4+ x. oder
X 2m -+ 1 )
sowohl x4 .7x als aueh A der Form on unterstechen. Wenn
nun & nicht =0 ist: so sicht man. daB dieser Unterschied nur
im crsien und vierien Falle. keineswegs aber im zweyten und
dritten mit _/x selbst in das Unendliche abnehme. Offenbar isi
aber kein c/x so klein. daf nicht cin kleineres angeblieh wiire.
welehes der Form 2’“\;!_‘ unterstehet. da der Bruch -)m(),_,l‘ g wenn
wir bey cinerley m. den Exponenten noin das Unendliche ver-
mchren. Kleiner als jede gegebene Zahl zu werden vermag. In

) ]

. . . m—+1 .
cdem Falle also. v mag der Form = unterstehen oder nieht.

J )

o

nimmt doceh der Untersehied F(xv4dx) — Fa mit <x nicht ins

Unendliche ab. sondern es gibt zu jedem Jx cin kleineres. bey

welehem dieser Untersehied im ersten Falle v 452740 im zwevien
N A 2008 betriagt.

S. (1. Lehrsatz, Wie cine Funetion das Gesetz der Stetig-
keit beobaehten kann sowohl fiir cinen gewissen vercinzeli
stehenden Werth als auceh fiiv cinen ganzen Inbegriff von Werthen
ihrer Veranderlichen. so viele ihrer innerhallh gewisser Grenzen
a und b licgen. oder aueh durehgiangig fiiv alle Werthe ihrer
Verinderlichen: so kann auch umgekehrt cine Funetion das
Gesetz der Stetigheit verletzen sowohl fiir cinen gewissen
vercinzelt stehenden Werth und  hinsichtlich aul cine cinzige
oder aul beyde Riehtungen. als auch fiiv cinen ganzen Inbegwifl



von Werthen ihrer Verdnderlichen. soviele innerhalb gegebener
Grenzen a und b licgen. oder auch durchgingig fiiv alle Werthe
threr Verdnderlichen: und dieB zwar Beydes sowohl dureh
Spriinge als dureh Liicken.

Beweis, Was der Lehrsatz von den Fillen. in welehen cine
Funetion das Gesetz der Stetigkeit beobaceh ten kann. aussagi.
ist aus dem Vorhergehenden schon klar, s ist also nur zu cr-
weisen. was er von den Verletzungen dieses Gesetzes aussagi.

[. Wenn wir nun festsetzen. dabl die Zahl 0 i alle Werthe
von e die <O sinds den Werth 4 fiir 2= 1 aber und alle gri-
Beren den Werth 5a haben: so erhalten wir das Beyspiel ciner
Funetion. die das Gesetz der Stetigkeit iy cinen vereinzeli ste-
henden Werthe namlieh fiir v=1. hinsichtlich aul dic negative
Richtung und zwar durch cinen Sprung verleizt. Hatten wir
festgesctzt. daB W fiv alle Werthe von x. die - 1 und fiir = |
den Werth 4a fir alle groBere aber den Werth 5x habe: so wiire
dic Function fiir den Werth x =1 nur bey cinem negativen Zu-
wachse stetig. Setzen wir endlich fir alle Werthe von a0 1L
W ==4x: liir alle Werthe von a>1. W=5x: liir v==1 aber 210
so ist diese Funetion fir diesen leizgenannten Werth in keiner
von beyden Richtungen stetig: fiir alle dibrigen aber stetig in
beyden Richtungen.

2. Die Function. die wir im 8. 1. betrachiceten. verlewze das
Gesetz der Stetigkeit fiir alle Werthe ihrer Veranderlichen. und
zwar durch fortwihrende Springe.

5. Sctzen wir fest. das W ofiiv alle Werthe der & den Werih
I'= ax haben sollte. mit Ausnahme aller ganzzahligen Werthe
von a. fiir welehe W gar nicht vorhanden oder doeh nicht melzbar
sevn soll: so haben wir cin Beyspiel ciner Function. die fiir
gewisse vereinzelt stechende Werthe ihrer Verdnderlichen, hicr
niamlich fiir dic Werthe 1.0 2. 3. 4.0 .. in inf.. das Geseiz der
Stetigkeit dureh cine Liicke verletzet.

4. Setzen wir endlich. daB W fiiv alle innerhalbh @ und g ge-
legenen Werthe ihrer Veranderlichen gar nicht vorhanden oder
doch nicht meBbar. fiiv alle iibrigen Werthe aber = ax seyn solle:
so haben wir cine Function. welehe fiir alle Werthe ihrer
Verianderlichen von a = a bis x =g (ausschlicBlich) cine Liicek ¢
hat. Ul s w.

§.12. Lehrsatz Blos aus dem Umstande, daB cine Funetion
F'x fiir alle innerhalb a und b gelegenen Wethe ihrer Verdnder-



lichen hinsichtlich eines positiven (oder negativen) Zu-
wachses stetig ist, folget noch nicht. daB sic auch hinsichtlich
cines negativen (oder positiven) Zuwachses stetig sey.

Beweis. Wenn Fx fiiv jeden innerhalb a und b gelegenen
Werth der & stetig ist hinsichtlich auf ein positives -/x: so muf
wohl. wenn wir @ positiv nechmen, F(x 4+ o)— Fx=8 seyn: und
wenn wir i so nchmen. daff auch noch x — i innerhalb a und b
licgt; so mufl auch F(x—i+ w)— F(x—i) =&, scyn. Diirften
wir nun i= o setzen, so gibe die letztere Gleichung allerdings
Fx—F(x—o0)=8,: d. h. auch der Unterschied F(x —o)—Fx
konnte nach seinem absoluten Werthe in das Unendliche ab-
nchmen, woraus man versucht seyn konnte zu folgern. daB Fx
auch fiir cin negatives dx stetig sey. Allein es ist nicht zu ver-
gessen, dal in der Gleichung F(x —i+4+ o) — F(x —i)=8, der
Werth von £, nicht nur von . sondern auch von x—i, und somit
auch von i abhéinge. Daher denn nicht sofort geschlossen werden
darf, das £, hier eine Zahl bezeichne. die mit i ins Unendliche
abnimmt: denn es konnte ja seyn, daB fiir den Werth i= o der
Unterschied F(x—i)— Fx fortwihrend groBer als eine gewisse
meBbare Zahl verbleibt, obgleich der Unterschied F(x + o) — Fx
in das Unendliche abnimmt, weil die Bedingung der Stetigkeit Fiir
den Werth x—i und fiir einen positiven Zuwachs nur fordert. daf
Fix —i4+w)—F(x—i) bey einerley i durch cin gewisses @
in das Unendliche abnehme. Diell @ aber kann bey verschiedenen
Werthen von i verschieden seyn, und so nahmentlich konnte
allemahl erforderlich seyn. daR c¢s kleiner als i werde, um
den Unterschied F(x—i+ow)—F(x —i) < }b zu machen. Wiire z. B.
fiir alle Werthe von x <2, Fx=x2, fiir x =<2 aber Fx = x3, so
wiirde sich Fx fiir jeden positiven Zuwachs allerdings stetig
crweisen. Denn auch fiir den Werth x=2 hiitten wir

Fx+4dx) —Fx =2 +4x)3—23 =12 4x + 6 dx? 4 dx3.
Fiir cinen negativen Zuwachs aber findet sich
Flx—A4x) — Fx=Q2—4dx)? —23= — 4 — 44x + Ax?,
Hier also ist die Function unstetig.

§.13. Lehrsatz. Blos daraus, daf cine Function Fx fiir alle
innerhalb a und b gelegenen Werthe ihrer Verdanderlichen x stetig
sey, folgt nicht, daR es fiir alle innerhalb dieser Grenze gele-
genen Werthe von x eine und eben dieselbe Zahl e geben miisse,
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klcin genug. um behaupten zu konnen. daBl man 4x nach scinem

absoluten Werthe nie <. e zu machen brauche. damit der Unter-
. . \ |

schied F(x4dx) —Fx -2 N ausfalle. -«

Bewcis, Es ist weder an sich. noch dem gegebenen Be-
griffe der Stetigkeit widersprechend anzunchmen. daft fiiv jedes
andere & irgend ein anderes. z. B. nahmenilich fiir jedes . das
ciner gewissen Grenze ¢ sich nihert. cin kleineres Adx noth-
wendig sey. um die Bedingung zu erfiillen. daB der Untersehied

. . r. . .
Fla 4 Ia)— Fa <2 v wird und verbleibt. sofern man 4x noch
immer verkleinert. Ein Beyspiel haben wir an der Funetion
Fa= (o fiir solche Werthe von a. die sich dem Werthe von 1
in das Unendliche nahen. Sehreiben wir niamlich zur Abkiir-
. e \ Ax . -
zung ¥ =1—1( so ist I'(x+4dx)— Fa= .77 :soll diel} 2
i i(i—dx) N
werden: so mull i < 0 seyn. Also je kleiner i wird. um

N 41

desto kleiner muBB man aueh 4x machen. und wenn @ ins Un-
endliche abnimmt, d. h. wenn x sich der Grenze 1 in das Un-
cendliche nahet. so mull x nach und nach kleiner als jede

gegebene Zahl werden. bloB damit der Untersehied dlx = 1"\,
ausfalle.

§. 14. Lehrsatz. Wenn wir von ciner Zahl W= Fx wisscn.
dal sic entweder iiberhaupt oder doeh inncerhalb gegebener
Grenzen a und b ihrer Veranderlichen x dem Gesetze der Stetig-
keit gehorehe: und es wird uns iiberedie? hekannt. daB sie fiir
Werthe von a. die cinem bestimmten innerhalb a und b gele-
genen e so nahe treten konnen, als man nur immer will. Werthe
annchmen. deren Untersehied von der bestindigen meBbaren
Zahl M in das Unendliche abnehme: so diivfen wir sehlicllen,
daB sie fiir x=m in den Werth M iibergehe oder daB Fm=M scy.

Beweis. Da wegen der Stetigkeit. welehe die Function
W= Fx auch fiir den Werth x=m an den Tag legen soll, der
Unterschied F(m4 o) —Fm =8 scyn mull, wenn o und £ die ge-
wohnliche Bedeutung haben: und da sieh nach der Voraussetzung
IFim+ o) — M =28, [indet: so mul} auch dureh Abzug M —Fm=
=8, 8, — 8, scyn: cine Gleichung, aus weleher, weil M und
Fm unvervinderlich sind. 3 = Fm folgt.
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§.15. Zusatz. Aul diese Art sind wir durch die Voraus-
setzung der Stetigkeit im Stande, den Werth einer Funetion in
manchen Fillen zu bestimmen. in welchen er ohne diese Vor-
ausscizung unbestimmt wire. Wenn uns z. B. angegeben wiirde,
dall cine gewisse Zahl W oin allen denjenigen Fiillen., in denen
cine andere Verinderliche a einen positiven Werth hat, =a+ x
seyn miissc: so ist durch diese Angabe allein sicher noch nicht
bestimmi, welchen Werth W fiir den Fall annehmen miisse, da
a =0 wird. Diirfen wir abernoch iiberdicl} voraussetzen, da W
sich fortwiihrend, oder doch wenigstens um den Werth x=0
herum. nur nach dem Gesetze der Stetigkeit @ndern solle: so ist
durch diec Vereinigung dieser Umstiinde uns schon bestimmi,
welchen Werth W fiir x=0 annchmen miisse. Es darf dieB
naunlich kein anderer als der Werth W=a seyn; weil nur bey
dicsem der Unterschied

AW =F(x+4dx) — I'x=(a+ x+4x)— (a+ x) =dx

in das Unendliche abnehmen kann. wenn dx in das Unendliche
abnimmt.

ilben so ldBt sich. um cin noch merkwiirdigeres Beyspiel
zu geben. iiber den Werth des Unendlichen Zahlenaus-
druckes 1—1+1—1+4-...in inf.. den wir friiher 8.) nicht zu
bestimmen vermoehten. entsceheiden. sobald wir bewirken, daf
die unendliche Reihe { —x 4+ x2— x84+ xt— ... in inf. fiir den
Werth =1 in den unendlichen Zahlenausdruek 1—14+1—1+4.-.
in inf. iibergehe: und festsetzen. dafl dieser Uibergang nach dem
Gesetze der Stetigkeit erfolgen solle. Denn weil die unendliche
Reihe {—a+x2—x34-xt— ... in inf., fiir jeden Werth von x.,

. . | 1 .
der <1 ist, meBbar ist. und den bekannten Werth (Fa hat: ¢in
. (. . o
Werth, der sich dem Werthe | in das Unendliche nahet. wenn x

dem Werthe tin das Unendliche nahet: so sicht man. daB das Ge-
setz der Stetigkeit fordere. den Werth der Reihe 1—14+1—14 ...

in inf.=-, anzunehmen.
§.16. Zusatz. Besonders crcignet es sich bey Ausdriicken,

welehe die Form eines Bruches haben, nicht selten. daB sie
fiir cinen gewissen Werth einer in ihm vorkommenden Verinder-

. . 0 .. .
lichen x in den Ausdruck 6 iibergehen. welcher an sich ganz

unbestimmt ist. und jede beliebige Zahl vorstellen kann. So ge-
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AP — T —0
X3 — 2x? — Qx4 {8
fiir den Werth =50 Diirfen wir aber vorausscizen. dalt sich
dic Zahl. welehe ein soleher Ausdruck vorsiellt. entweder allge-
mein. oder doeh in der Nihe desjenigen Werithes von a weleher

schicht dieB z. B. gleieh mit dem Ausdrueke

.0 . " . TN
denselben in | verwandelt stetig verindere: so ist es oft moglich.

0
durch diesen Umstand den Werth. den die in Rede stehende Zahl
in diesem FFalle annimmt. vollkommen zu bestimmen.

Setzen wir namlich anstatt des Werthes v =ea. dic den ge-

.0 :
gebenen Ausdruck in 0 verwandelt. den Werth v =a 4 o: und

gelingt es uns nach gehoriger Entwicklung desselben cine Zahl

zu finden, weleher der Werth diecses Ausdrueks so nahe tritt

als man nur immer will. sofern wir @ in das Unendliche abnehmen

lassen: so diirfen wir sehlicBen. 1 sey der cigeniliche Werih.

den unsere Zahl fiie den Werth & =ae annimmt. In dem obigen

Beyspicle erhalien wir. wenn wir fiir v den Werth 54 o selzen:
B4+ w)p—70+4+w) —06 - 200 4 90* 4 0F

G+ 0)E—20G402—9G+0)+18 b0+ Tw?+ o

oder wenn wir die Ziahler und Nenner dureh o dividiren

20 4+ 9w + w?
O6+70m4 w?
An diesem ist ¢s nun sichtbar. daB ¢r sich mit der unendlichen
. 20 10 1 . )
Abnahme von o dem Werthe - = in das Unendliche nahere.

(0 6 5
Also ist 3 der Werth. den die gegebene Funetion

2

X —=Tx—0
X3 —2x? — 9x 4 I8
fir den Werth x=5 annchmen muB. solern sic dem Gesetze
der Stetigkeit entweder durchgingig. oder doch um diesen Werth

2

s T : a’—at
herum gehorehen soll. Auf iihnliche Weise findet sich. daf? b
ad — .
; - oar—2ax+ x? ..
fiir den Werth x=a, den Werth 3a2: — fiir x=a, den

az— x?
Werth 0 annchmen miisse. wenn diese Funetion fiir x = a stetig
seyn soll.
$.17. Lebhrsatz. Wenn cine Function Fx. welehe fiir alle
inncrhalb a und b gelegenen Werthe der x stetig ist. cinen und
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chen denselben Werth M fiir so viele Werthe der x annimmt.
daR es innerhalb a und b nicht zwey cinander so nahe liegende
meBbare Zahlen gibt, innerhalb deren nicht cin solcher Werth
von x liegt, der Fx abermahls = M macht: so bhehaupte ich.
daft Fx eigentlich innerhalb a und b gar nicht verinderlich
scy, sondern fortwihrend =M verbleibe.

Beweis. Stellt x einen belicbigen innerhalb a und b gele-
genen Werth der x vor: so muBl, weil Fx stetig seyn soll. irgend
ein i klein genug angeblich scyn, daR fiir dasselbe und alle

- . . . | .
kleincren Werthe F(x+1i) — Fx < v wird und verbleibt. Wenn

es nun inncrhally a2 und b nicht zwey einander auch noch so nahe
liegende meBbare Zahlen gibt, innerhalb deren nicht ein solcher
Werth von x liegt; so muR auch innerhalb x und x+i cin sol-
cher Werth liegen. Bezeichnen wir diesen durch x4 j, so ist j
eine Zahl von demselben Vorzeichen mit i. und ihrem absoluten
Werthe nach < i. Also muf auch fiir » + j das oben angegebence
' T . N 1 . .

Verhiiltnis F(x+ j) — Fx < N bestchen. Allein F(x+ j)=M. Also
mus M — Fx nach seinem absoluten Werthe << 5, seyn. Da nun

M und Fx cin Paar von i ganz unabhingige meRbare Zahlen sind,
wiihrend der Bruch N durch dic Verminderung von i in das Un-
N

endliche abnehmen kann: so erhellet. 8. 14). daB M =Fx scyn
miisse. Also hat die Function Fx fiir jeden innerhalb a und b
gelegenen Werth der x einen und eben denselben Werth,

§.18. Zusatz. Wenn also umgekehris, Fx cine auch inncr-
halb der Grenzen a und b stetig verianderliche und von x ab-
hingige Zahl bezeichnet: so kann es wohl seyn. dal Fx inncr-
halb der Grenzen a und b unendliche Mahle zu cinem und chen
demselben Werthe M zuriickkehrt, doch mull es auf jeden Fall
moglich seyn. innerhalb a und b liegende Werthe von x anzu-
geben, welche cinander so nahe stehen, daft kein dritter Werth.
der Fx =M macht, zwischen denselben liegt. Mit anderen Worten :
Unter den Werthen von x, die Fx=M machen, mul ¢s zu jedem
Einen, der ihm der ndchste ist, geben d. h. einen anderen
ihm so nahe liegenden geben, daR kein dritter noch niiher liegt.

$.19. Lehrsatz. Wenn die unendlich viclen Werthe. dic
cine einférmige Function Fx annimt, indem ihre Verdanderliche x
ciner gewissen meflbaren Zahl ¢ so nahe riickt. als man nur
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immer will. — absolut genommen grofler als cine jede mefthare
Zahl werden: so ist diese Funetion fiir den Werth a=c¢ gewil?
nicht stetig.

Beweis. Wiire sic es: so miillie der Werth Fe irgend ciner
meBbaren Zahl (' gleichkommen: und der Unterschied F(e+ o) —
— Fe miiBte blos durch Verminderung von @ in das Unendliche
abnehmen. Allein vermég der Voraussetzung wird F(c¢+ ) blos
durch Verminderung von o, nach scinem absoluten Werthe groBer
als jede meBbare Zahl. und somit kann F(e+ 0)— Fe = F(¢c+ o) --(
gewill nicht ins Unendliche abnehmen.

Beyspicel. So wird die Funetion c 4 x grofler als jede ge-

gebene Zahl. wenn & dem Werthe ¢ ins Unendliche nahet. Darum
ist diese Funetion fiir den Werth x = ¢ auch nicht stetig.

§. 20. Lehrsatz, Wenn die unendlich vielen Werthe. die cine
Funetion Fx annimmt. indem ihre Verinderliche x alle von
x = a bis & = b cinscehlicBlich vorkommenden Werthe erhilt. von
ciner solechen Beschaffenheit sind. daB sich zu jeder meBbaren
Zahl irgend ciner aus ihnen ausfinden liBt. der diese Zahl iiber-
trifft. so ist diese Function gewill nicht fiir alle Werthe von
x =a bis x=0b cinschlicBlich stetig.

Bewcis. Wihlen wir eine unendliche Reihe melbarer
Zahlen, deren jede folgende grifler als die vorhergehende ist.
und dic jede belichige Grofle erreichen, z. B. die Zahlen 1. 2.

5. 4....ininf.. so muB e¢s auch eine Reihe von Werthen der &
geben. vy, &y Xy, Xy ... ininf., dic alle innerhalb a und b liegen.

und so besehaffen sind. daff die zugehirigen Werthe der Fune-
tion Fx, Fx, Fxg Fx,... absolul genommen cin jeder groBler
sind, als das gleichviclie Glied in der erst angenommenen Reihe,
nimlich Fay =1, Fay 22, Fxy >3, Fx, >4 usw. Wir wissen nun.
(aus §.). dalB sich die unendlich vielen Zahlen x,. x.. x5 x,...
entweder alle, oder doch ein so grofler Theil derselben, dal ihre
Menge schon selbst unendlich ist, in ein Paar Grenzen p und ¢
cinschlieBen lassen, weleche einander so nahe riicken konnen.
als wir nur immer wollen, und es ergibt sich (aus §.%)). daft cine
dicser Grenzen durch ¢, die andere durch ¢+ o vorgestellt werden
kinne, wenn wir durch ¢ cine gewisse nicht auficrhalb a und b
licgende bestiindige Zahl, durch o aber cine Zahl. dic ins Un-
endliche abnehmen kann, bezeichnen. Einer unendlichen Menge

*) NB. Dic zwei §§. auf welche sich hier berufen wird. sind in der Lehre
von der MeBbarkeit der Zahlen erwiesen.
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der Zahlen xy, ay. 2y, &y Lo entspricht aber auch cine unendliche
Menge der Zahlen Fay, Fa,, Fay, Fap ... und diese leiztere mul
gewil Zahlen enthalten. die cine jede gegebene meBbare Zahl
iibersehreiten. Denn weil die ersie dieser Zahlen oder Fa, > 1.
dic zweyte oder Fxy - 20 die dritie oder Fay -5 ist usw.: so ist
unter nodieser Zahlen. selbst wenn die kleinsten ausgewiihl
werden. nothwendig wenigsiens Eine. die = nist. enthalten. Hier-
nichst ergibt sich nun aus dem vorigen Lehrsatze. dall unserce
Function. wenn sonst fiir jeden anderen. fiir den Werth & = ¢
gewil nicht stetig seyn konne: weil innerhalb ¢ und ¢ + 0 Werthe
von I'x vorkommen. die jede gegebene meBbare Zahl iiber-
schreiten. Da nun ¢ entweder =a oder = b oder innerhally a
und b licgt. soist hiemit erwiesen, was unser Lehrsatz aussagt.

§.21. Zusatz. Wenn also im Gegentheil cine gewisse Fune-
tion Fa Tiir alle Werthe von a=a bis =050 cinschlicBlich sietig
ist: so muB auch irgend cine meBbare und bestindige Zahl N
angeblich seyn. welehe groBer ist als jeder cinzelne Werth. den
diese Funetion von x=a bis xv =0 cinschlicBlich annimmit. wenn
wir ihn absolut betrachten.

§.22. Lehrsatz, Wenn cine Funetion Favon x=a bisa =10
cinschlicBlich stetig ist. und es gibt cine bestandige meBbare
Zahl (" von der Art. daB dic unendlich vielen Werihe der Fa.
welehe zum Vorsehein kommen. wenn wir ihrer Verdanderlichen
nach und nach cine unendliche Menge innerhalb a und b gele-
gener Werthe ertheilen. sich der Zahl Cin das Unendliche nihern:
so gibt s auch unter den Werthen von v =a bis v=10 cin-
schlieBlich wenigstens Einen =c¢. fiir welehen Fe= " wird.

Bewceis. Bezeichnen wir die unendlieh vielen Werthe der o
welehe die Bigensehaft haben, daB die ihnen zugehirigen Wevihe
der Fa sich der Zahl O in das Unendliche nahern. dureh ayp. as.
ANy Ny i inf. so folgt (aus 8). dal} sich. wenn aueh nieht alle
diese Werthe, doeh cine unendliche Menge derselben cinsehlieBen
lassen in cin Paar Grenzen von der Form ¢ und ¢ + o wenn wie
durch ¢ eine nicht auBerhalb a und b gelegene Zahl bezeichnen.
Hicraus ergibt sich aber (nach 8. 14.). dalf. weil unsere Funetion
fiir den Werth x=c¢ stetig seyn soll, Fa=(" scyn miisse.

§.23. Zousatz. Wenn wir die beyden Werthe Fa und Fb nichi
mitnehmen diirfen. so ist es keineswegs sicher. dalt cine jede
bestiindige Zahl C. der sieh die Werthe der Fa in das Unendliche
nahen. unter den Werthen derselben auch einen haben muli.
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der ihr vollkommen gleieh ist. Denn weil wir von der Zahl ¢,
von der wir erwiesen haben. daB Fe=C seyn miisse, nur vor-
aussetzen konnen. daB sic nicht auflerhalb a und b liege. keines-
wegs aber. dalt sie zwischen a und b liegen miisse: so konnte
es sich zuweilen aueh crgeben, daB eben nur der Werth. in
welehen Fa i v=a oder fiitr = b iibergehet. der gegebenen
Zahl € gleichkommit. So gibt ¢s z. B. keinen innerhalb 0 und 4
celegenen Werth derv Veranderlichen an fir welehen die Funetion
T45x in den Werth =27 iiberginge, obgleich ¢s eine unend-
liche Menge von solehen Werthen der x gibic Tir welehe sieh Fix
dicsem Werthe in das Unendliehe nahert. DieB kommit. weil jener
cinzige Werth von an fiir welehen 74-5x genau =27 wird. eben
nur cine von jenen beiden Grenzen niamlich x =4 ist.

8240 Lehrsatze Wenn cine Funetion Fx von x=a bis x =0
cinsehlieBlich stetig ist: so gibt es unter den simtlichen Wer-
then. welehe sic annimmit. wenn wir uns vorsiellen. daB man
der o nach und nach alle Werthe von a bis b cinsehlicBliech cr-
theile hatte. jederzeit cinen groBten in der Bedeutung. daB
Kkein anderer groBer: und cben so auch cinen kleinsten in
der Bedeutung, daB kein anderer kleiner ist als er.

Bewceis, Der Satz bewithret sich selbst in dem Falle. wenn
unscre Funetion von a bis b cinschlieBliech cinen und ¢ben den-
sclben Werih behialt: denn dann ist dieser bestandige Werth
selbstihr gvoBoer sowohl als aueh ihr klcinster in der so-
chen erkliavten Bedentug, Nimmit aber Fxoinnerhalb der ge-
cebenen Grenzen a und b versehiedene (d. h. ungleiehe) Werthe
an: dann kann freylich nieht ¢in und derselbe Werth sowohl
ihr groBter als auch ihr Kleinster heiBen, s wird indessen genug
seviewenn wir nur darthun. daB unsere Funetion cinen groBien
Werth haben miisse: denn Jeder wird cinschen, daBl sich aul
dhnliche Avi aueh das Vorhandenseyn cines kleinsten Werthes
crweisen lasse. Aus 80210 wissen wir nun bereits. daft eine meB-
bare und bestandige Zahl N angeblich seyn miisse. von der ge-
sagt werden kann. daB alle Zahlen. die N sind. auch grolier
als irgend ciner von jenen Werthen sind. die unsere Funetion
von xv=a bis x=0>b cinschlicBlich annimmt. Gleichwohl ist ein-
lcuchtend. daB nicht von ciner jeden aueh noch so kleinen Zahl
hehauptet werden konne. daB alle Zahlen. die groBer als sie sind,
auch grofier als alle Werthe unserer Funetion sind. Denn nehmen
wit cine Zahl D. dic - Fa ist: so ist kein Zweifel. von dieser
lasse sich keineswegs sagen. daB alle Zahlen. die groBer als D



sind, auch groBier als alle Werthe der Fx sind: indem gleich Fa
eine Zahl ist. die > D und doch nicht grofler ist als jeder Werth
der Fx; niimlich nicht als der Werth Fa selbst. Es muf (nach $§.)
also cine bestindige meBbare Zahl M geben, welche die kleinste
unter denjenigen ist. von denen gesagt werden kann, dafl alle
Zahlen. die groBler als M sind, auch griofler seyn miissen als alle
Werthe, die unsere Function von x=a bis a=>b einschlieflich
annimmi. Von dieser Zahl M nun behaupte ich, sie sey cin Werth,
den unsere Funetion fiir irgend cinen nicht auflerhalb a und b
gelegenen Werth ihrer Verdanderlichen sclbst annimmt, und zwar
cin solcher. dariiber sie keinen grofleren annimmt. Gebe es unter
den simmtlichen Werthen der Fa, dic sic von x=a bis x=»>
einschlicBlich annimmt. nicht einen cinzigen, der = M ist: so
kénnte s nach dem vorhergehenden Satze auch keine Werthe
~der I'x geben. dic sich der Zahl M in das Unendliche nihern.
Fs miite demmach cine Zahl g klein genug angeblich seyn, um
behaupten zu konnen. daB der Untersehied M — Fx fiir alle Werthe
von x=a bis =0 cinschlieBlich > g verbleibt. Daraus ergebe
sich aber. daBl die Zahl M nicht die kleinste ist. von der be-
hauptet werden kann, dal alle groBeren auch die Beschaffenheit
haben. groBier als alle Werthe der Fxvzu seyn. Denn auch M—p
wiire cine Zahl. und zwar cine kleinere, von der sich cben das-
selbe behaupten licBle. Es erviibriget also nur zu zugestehen, daf?
es unter den verschiedenen Werthen, die unsere Funetion von
x=a bis =0 cinschlicBlich annimmt. wenigstens Einen gebe.
der =M ist. Uiber diesen kann aber kein grioflerer secyn: weil
sonst nicht wahr wiire, dafl alle Zahlen, dic groBer als M sind,
auch groBer als alle Werthe unserer Funetion von x=a bis x=»b
sind. Es ist somit entschieden. daB unter diesen Werthen sich
wenigstens Einer befinde, der keinen grofieren iiber sich hat.

§8.25. Zusatz. Die Werthe Fa und Fb miissen nothwendig
miigerechnet werden: denn daBl sich unier den sammtlichen
Werthen, die eine stetige Funetion von x=a bis x=>b aus-
schlicBlich annimmt. immer ein groBter und ein kleinster
befinden miisse. liBt sich keineswegs behaupten. So gibt es z. B.
unter den siimmtlichen Werthen, welche die Funetion 5x von
x=1bisx=10ausschlicBlich annimmt. weder einen grofiten
noch cinen klcinsten. Keinen groBten: denn zu jedem innerhalb
t und 10 gelegenen Werthe von x, z. B. 9. fiir welchen diese Fune-
tion den Werth 45 annimmt, gibt es auch einen anderen (einen
nither an 10 licgenden). z. B. 94, fiir welchen 5x cinen grofleren
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Werth. namlich 47} erhilt. Keinen kleinsten: denn zu jedem
innerhalb 1 und 10 gelegenen Werth von a. z. B. 2, fiir welchen
diese Function den Werth 10 annimmi, gibt ¢s noch cinen an-
deren (einen nidher an | liegenden). z. B. 4. fiir welehen ihr Werth
=74 <10 wird.

§.20. Zusatiz. Wenn es sich also im Gegentheil zeigl. daf?
unier den sammtlichen Werthen, die cine gewisse Funetion Fa
annimmt. indem man ihrver Veriinderlichen a alle gedenkbaren
Werthe v=a bis x=b. diese mit cingeschlossen. ertheilet. ent-
weder kein groBter oder kein kleinsier in dem Sinne ist. dalt
sich zu jedem noch cin griflerer oder cin kleinerer angeben
lift. so muBl es wenigstens cinen unter den Werihen von v =a
bis &= b cinschlieBlich: geben. fiir welechen diese Funetion das
Gesetz der Stetigkeit verletzt. Ein Beyspiel gibt die Funetion
(ri.x' fiir den Werth v=c.

§.27. Lehrsatz. Es gibt Funcetionen Fa. dice sich nach cinem
solchen Gesetze dndern. daB wir zu jeder meBbaren Zahl M.
welehe man uns als liegend zwischen zwey voncinander ver-
schiedenen Werthen der Fa. Fa und Fb. dic zu den Werthen der
Verdnderlichen x=a und x = b gehoren. angeben mag. auch im
Stande sind. nur zwischen den Zahlen a und b licgende meBbare
Zahl m aufzufinden, deren zugehoriger Werth fiir Faod. h. Fm,
der gegebenen Zahl M gleich kommt.

Beweis. Kine solche Funetion ist z. B. gleich ex. Denn wenn
wir & cinmahl a. cin andermahl b scizen: so cerhalten wir die
Werthe Fa=ca und Fb= ¢b. Bedcuiet nun M cine zwischen den
Werthen Fa und Fb. daB ist ca und ¢b. gelegene Zahl: so muft
cb Z M Z ca seyn. Daher ist auch, wenn wir beiderseits dureh ¢
dividiren b Z "tlZ a solern ¢ positiv ist. und a Z o Z b sofecrn

o - Mo N
¢ negativ ist. In jedem Falle ist aber 7 cine zwisehen a und b
gelegene Zahl: und wenn wir diese an die Stelle von & in unsere
Funetion sctzen., so erhalten wir (fgz.Vl. Also gibt es aller-
dings cinen zwischen a und b gelegenen Werth der Veridnder-
lichen, fiir welehen die Funetlion ¢x den zwischen ca und ¢b
gelegenen Werth M oannimni.

§.28. Krkldarung. Wenn cine Function Fx die so ebén be-
schriebene Beschaffenheit hat. d. h. wenn es zu jeder Zahl M.
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die zwischen zweyen ihrer Verinderlichen Fa und Fb liegt, auch
fiir ihre Veriinderliche x einen zwischen den Zahlen a und b
licgenden Werth m gibt, fiir welchen Fm= M ist; so sagen wir
kurz, dic Function Fx iibergche aus keinem ihrer
Werthe Fain cinen anderen b, ohne erst jeden da-
zwischen liegenden M angenommen zu haben. Durch
diesen Ausdruck deuten wir zweyerley an: crstlich dal jede
zwischen den Zahlen Fa und Fb liegende Zahl, d. h. jede Zahl,
dic dem Verhiiltnisse #a Z M und M Z Fb entspricht, auch ciner
der Werthe scy, welchen die Fx irgend ein- oder vielleicht auch
mehrere Mahle annimmt; und zweytens, dall dieses, wenn
nicht ofter, wenigstens einmahl bey einem Werthe x=m ge-
schehe, der zwischen den Werthen a und b liegt. d. b. dem Ver-
hiltnisse a Zm und m Z b entspricht.

§.20. Lchrsatz. Eine Funection, welche entweder dureh--
gingig, gder doch innerhalb gegebenen Grenzen stetig ist, iiber-
gehet aus keinem ihrer Werthe in cinem anderen davon ver-
schiedenen (d. h. ungleichen) Werth ohne erst alle dazwischen
licgende wenigstens cinmahl angenommen zu haben.

Beweis. Scyen a und b ein Paar innerhalb derjenigen
Grenzen, auf welche sich die Stetigkeit der Function Fx erstreckt,
gelegenen Werthe ibrer Verinderlichen, bey welehen die Werthe
Fa und Fb sclbst cinander ungleich sind. Bezeichnen wir nun
den kleineren derselben durch Fa: so ist, wenn die Zahl M cine
belicbige zwischen Fa und Fb gelegene Zahl vorstellt, M—Fa
positiv, und wegen der Sietigkeit der Funetion fiir x=a gibt
es cine positive sowohl als negative Zahl i. klein genug, daB
auch noch M—F(a+i) positiv ausfiallt. Dazu bedarf es niamlich
nur, i scincm absoluten Werthe nach so klein zu nehmen, dal
F(a+1i) —Fa < (M—Fa) wird und verbleibt, so schr man auch i
noch ferner abnehmen liBt. Fiir diese Werthe von i und fiir alle
kleineren gilt von dem Ausdrucke M —F(a+i), daBf er fort-
withrend positiv scy. Nehmen wir nun it mit demselben Vor-
zeichen, welches der Unterschied b—a hat, und vergroBern das-
selbe nach seinem absoluten Werthe allmihlich bis es den
absoluten Werth b—a erreicht: so wird a+i=a-+4 (b—a)=0>b,
und M—F(a+4+1i)=M—Fb gewill nicht mehr positiv, sondern
schon negativ, weil sonst nich gesagt werden konnte, daB
M zwischen Fa und Fb liege. Die Eigenschaft, den Ausdruck
M—F(a+i)positiv zu machen, kommt also der verdnderlichen
Zahl i wohl fiir alle Werthe zu, die kleiner sind als ein gewisser,

3
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aber nieht fir alle iiberhaupt. Ohne Zweilel gibt es also (nach $.0.)
cine meBbarve Zahl m. die ihrem absoluten Werthe nach die
eroBice derjenigen ist. von denen gesagt werden kann, dal? alle
absolut kleineren Werthe von i diese Eigensehaft noch haben.
Untersuchen wir nun. von weleher Besehalfenheit dieses msey
und welehen Werth der Ausdruek M — F(a+1i) annchme. wenn
wir der @ den Werth moselbst ertheilen.

I. Zuvorderst ist aus der Art. wie wir m bestimmien. von
scelbst cinleuehtend. daB es dasselbe Vorzeichen wie i d. i wie
b — a habe: hiczu aber fige ich noch die Bemerkung. dic m sey
scinem absoluten Werthe nach << b—a. Weil nimlich M — /D,
wic wir bereits bemerkten. negativ ist: so mulb es wegen der
Stetigkeit der Funetion x fiir den Werth x=0b. cine positive
sowohl als negative Zahl o geben klein genug. dafl auch noch
M—1I(b— o) ncgativ ist. Setzen wir also. weil dieB erlaubt ist.
fest. daB o dasselbe Vorzeichen habe wie b—a und somit auch
wie ¢ und m. Wire nun m scinem absoluten Werthe nach nichi
< b—a: so miilitc es entweder =b —a oder —~b—a seyn.

A, Tm oersten FFalle wave b=a -4 m. und somit M—[7(b—w)==
= W—IF(adm -o) negativ: d.h. es gebe cinen Werth fir i=m—o.
der seinem absoluten Werthe nach -~ mist. und den Ausdruck
M — I (a4 i) gleichwohl schon negativ maeht. s wiire also nicht
wahr, dabB alle . dic ihrem absoluten Werthe nach = m sind.
M —I(a—+1) positiv machen.

B. Im zweyten Falle. wenn me seinem absoluten Werthe nach
>b—a wiire: wiirde b — a sclbst schon cinen Werth [iiv i kleiner
als m o vorstellen. der den Ausdruek W —#(a-+10) =M —1Ib ne-
cativ. macht: im geraden Widerspruche mit der Voraussetzung.,
daB alle i die Kleiner als m sind. M —F'(a-+1i) positiv. machen
sollen. Bs eriibriget also nur zuzugestehen. dalm seinem abso-
futen Werthe nach -2 b-—a scy. Dann aber ist (nach 8. ) a+4m
sicherlich ¢in Werth, der innerhalb der Grenzen a und b liegt.

2. Der Werth, den der Ausdruck M—F(a4-10) liiv i =m an-
ninmi. o he W—F(a+m). kann weder positiv noch negaiiv seyn.
Denn

a) ware M-—F(a-+m) positiv. so g'aihv cs. weil a4-m inner-
halb a und b licgt. und somit die Funetion Ia fiie den Werih
x=a4mostetig ist, cin o klein genug. dalt auch noch M —
— I(a+m-+o)positiv wire. Aber ciner der Werthe m 4+ o oder
m-—o ist gewilt absolut grofler als m: somit wire m nicht der
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grofite Werth, von dem gesagt werden kann, dafl alle i, die <m
sind, grofite M — F'(a+1i) positiv machen.

b) Eben so wenig kann M— F(a+m) negativ seyn, weil es
sonst ein @ klein genug gibe, dalf auch M — F(a + m + ) negativ
wiirc. Und da ciner der Werthe m + o oder m — o kleiner als m
ist: so wire cs nicht wahr, daB alle i, dic <m sind, den Aus-
druck M—F(a+i) positiv machen. Da auch M meBbar ist, und
aus der Stetigkeit der Function Fx folgt, daB der Werth F(a+m)
gleichfalls ein meBbarer sey: so mull auch der Unterschied
M—F(a+ m) cine meBbare Zahl vorstellen. Da er nun aber weder
positiv noch negativ ist; so eriibriget nur, daB M—F(a+ m) =0
oder M=F(a+ m) sey. Es ist sonach erwiesen, dall es einen und
zwar inncrhalb a und b gelegenen Werth von x gebe, niamlich
a+m, bey dem dic Function Fx=F(a+m) in den verlangten
Werth M iibergehet.

§.30. Zusatz. In diesem Lehrsatze ist nun bchauptet und
dargcthan worden, daf es fiir jeden zwischen Fa und Fb gelege-
nen Werth M wenigstens cinen zwischen a und b gelegenen
Werth der x gebe, der Fx= M macht, sofern die Function Fx fiir
alle Werthe der x von a bis b einschlicBlich stetig ist. Dal} es aber
nur einen einzigen dergleichen Werth fiir x gebe, bey welchem
Fx in M iibergehet, sagen wir keineswegs. In der That gibt es
Fille, wo sich mehr als Ein solcher Werth nachweisen laBt. So
nimmt z. B. die Function x%— 9x2? 4 26x 41 fiir x =1 den Werth 19,
und fiir x=5 den Werth 31, den zwischen 19 und 31 gelegenen
Werth 25 aber sowohl fiir x=2, als auch fiir x =3, als nimlich
auch fiir x=4 an. Und nicht blos mehrere, sondern sogar un-
endliche viele von einander verschiedene Werthe der Verédn-
derlichen, die alle innerhalb der Grenzen a und b liegen., konnen
zu einem und eben demsclben zwischen Fa und Fb liegenden
Werthe M fiihren, ohne dal Fx darum aufhoren miiBite, eine
stetige Function zu seyn. Wenn wir z. B. festsetzen, daf# dic Func-
tion Fx fiir alle x, die <5, den Werth Fx=4x, fiir alle x=5
und Z 10 aber den unverianderten Werth Fx =20, fiir alle x
endlich, die > 10 sind, den Werth 7x —50 habe: so iiberzeugt
man sich leicht. daB die Art. wie sich die Funection Fx verian-
dert, dem §. 2. erkldrten Gesetze der Stetigkeit gemif sey: indem
der Unterschied F(x+4x)— Fx fiir jeden Werth von x in das
Unendliche abnimmt, wenn #/x in das Unendliche abnimmt. Fiir
alle x nimlich, die <5, haben wir

IF(x+4dx) — Fx =4(x +4dx) — 4x = 44x.

3*
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Fiir x=5 und cin negatives x, haben wir immer noch
Fx —dx)—Fx =405 —dx) — 4.5 = — 4dx.

Fiir cin positives x dagegen. nimlich fiir alle Werthe von a.
die innerhalb 5 und 10 liegen. ist F(x 4 dx) — Fx unverindert
=20 —20=0: welches der Vorderung, daf 4Fx in das Unend-
liche abnehmen solle. eben nicht widerspricht: weil diese nur

den Sinn hat. dal AFx < |\’ werden und verbleiben miisse: was
in der That geschicht, waiil ja auch 0< 11/ ist. Auch fiir den
Werth x=10 und cin negatives 4x haben wir noch immer
Flx —dx) —Fx=20—20=0.
Fiir cin positives dx aber ergibi sich
Flx+4dx) — Fx=7(10+.1x) —50—20 =7 . dx.
Eben so findet sich fiir jedes x. das > 10,
Flx+dx) —Fx=7(x+ dx) —50—7x +50=7.dx.

Also ist unscre Funection ohne Zweifel stelig fiir alle Werthe
ihrer Verinderlichen. Fiir den Werth x=1 aber hat sic den
Werth 4, fiir x=11 den Werth 27, und wenn wir fragen. fiir
welchen innerhalb 1 und 21 gelegenen Werth der x sie in den
zwischen 4 und 27 liegenden Werth 20 idibergehe: so ist die
Antwort. daB sic dicsen Werth zuvorderst fiiv x=5 erweise.
dann aber fiir cine unendliche Menge von Werthen. nimlich fiir
alle von 5 bis 10 cinschlieBlich. beybehalte. und erst fiir Werthe
von x, die >10 sind. wiirde andere Werthe bekommen.

§.51. Lehrsatz. Wenn cine Funetion Fy fiiv den bestimmien
Werth ihrer Verdnderlichen, den wir so eben dureh y bezeichnen.
stetig ist entweder nur hinsichtlich auf cinen positiven oder nur
hinsichtlich auf cinen negativen Zuwachs von y oder in bheyden
Hinsichten zugleich. und wir betrachten nun diese Verdnderliche y
sclbst als Function ciner anderen frey verinderlichen Zahl a.
wobey sich findet, daft diese Function fx=y fiir den bestimmten
Werth von x, der fx =y macht, gleichfalls stetig scy. und dieB8
zwar wenigstens hinsichtlich auf einen solehen Zuwachs von .
dabey das zugehorige 4y dasselbe Vorzeichen crhiilt. in Betreff
dessen auch Fy Stetigkeit hat: so behaupte ich. dal die Funetion
von x, F(fx). welche zum Vorschein kommt, wenn wir in dem Fy
an die Stelle des y dic fx setzen, gleichfalls stetig sey und dicB
zwar hinsichtlich auf dieselbe positive oder negative Natur des
Zuwachses, die schon erwiihnt wurde.



Beweis. Weil die Funetion Fy stetig seyn soll fiir den-
jenigen Werth ihrer Veranderlichen. die wir soeben dureh y be-
zeichnen: so mull wenigsiens fiir cin gewisses (positives oder
ncgatives) Vorzeichen von dy. deren Unterschied F(y +4y)—Fy
in das Unendliche abnehmen. sofern nur 4y in das Unendliche
abnimmt. Scizen wir aber y=[a. so ist y+Ady=f(x+ 4x)., und
Sy =[(x+dx) — [x. Hat nun aueh fx Stetigkeit fiir denjenigen
Werth von a, der eben die Gleichung fa =y hervorbringt. und
bey demjenigen (positiven oder negativen) Zuwachse a, der
uns cin Ay mit jenem Vorzeichen, wice es zur Stetigkeit der Fy
crforderliech ist. hervorbringt: so kann durch bloBe Veridnde-
rung von x. dy in das Unendliche vermindert werden. Also
wird. wenn wir statt y den Werth fa und statt 7y den Werth

J(x 4 cdn) — [x setzen. I'(y +4dy) —Fy = F(f (x4 dx))— ' ([x)

oleichfalls in das Unendliche abnehmen konnen. sofern wir nur
Axin das Unendliche abnehmen lassen
$.32. Anmerkung. Dic in diesem Lehrsatze gemachte Be-
schrinkung. betreffend die positive oder negative Natur des
Zuwachses. [iir welehen die Fy Stetigkeit hat. ist wohl nichi
iiberfliisssig. ob man sie gleich gewohnlieh weglalit. Wire z. B.
dic Funetion Fy=)1—y. so wiire sic fiir den Werth y=1. nur
stetig hinsichilich aal cinen negativen Zuwachs. Setzen wir aber

— 2 "" 22 ‘
Y= — 1 |
nigen Werthe von x. der fx=y-=1 macht. nimlich bey x =

so ist dicll ¢ine Funetion, dic bey demje-

nur stetig ist hinsichtlich auf ¢in positives Ax. aus welchem
oleiehfalls nur cin positives Jy hervorgehet: daher den F(fx)
fir den angegebenen Werth in der That gar keine Stetigkeit be-
weiset, Unter dieser Voraussetzung ist namlich

() = I/(1 v Vi 4l)

1 . I . -
welehes Tir o= zu Null wird. fiir v = | F4x aber imaginér

9
ausfallt. wir mogen A positiv oder negativ annchmen.

§.35. Zusatz Nieht eben so wie von der Stetigkeit der
Funetion Iy fiiv cinen gewissen Werth von y. und aus der Stetig-
keit der fa fiir denjenigen Werth von x. der fa =y macht. auf dic
Stetighkeit der F(fa) geschlossen werden kann. [@Bt sich auch um-
cckehrt von der Unstetigkeit der Funetionen Fy und fx fiir cinen
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gewissen Werth ihrer Verinderlichen, sofort auch auf die Un-
stetigkeit der F(fx) fiir diese Werthe schlieBen: sondern ob F(fx)
in der That unstetig seyn werde 0(](‘1' nicht. kommt noch auf
cigene Umstinde an. So ist Fy = y+, i unstetig fiie den Werth
y=1: und wenn wir y= . setzen, so ist fx eine Function. dic

fiir £ =0 unstetig wird. F(fx) aber wird nun unstelig sowohl
wenn x=0. als auch wenn & denjenigen Werth (= 1) annimmt.
der fx=y=1 d. h. das Fy unstetig macht. Wdl‘(‘ dagegen dic

| X
Cunction Fy = - - : so wiirde fiir = = )
Function Fy iy so wiirde fiir y =[x = v I'(x) g Mt

fiix den cinzigen Werth x =1, der Iy unslvhg macht. unstetig.

8. 534. Lehrsatz. Wenn cine veridnderliche Zahl von mehre-
ren freyen Verinderlichen abhiingi: so kann sic hinsichtlich
der Einen und in Bezichung auf einen gewissen Werth derselben
stetig: hinsichtlich ciner anderen aber und in Bezichung auf
cinen anderen Werth unstetig seyn.

Beweis. So ist z. B.. wenn W=x+ “")“LU ist. diese verin-
derliche Zahl stetig zu nennen hinsichtlich der x und zwar fiir
jeden Werth derselben (vorausgesetzt, dall nur y e¢ine meBbare
und von 10 verschiedene Zahl ist): in Hinsicht auf y ist cben
diese Zahl W nur stetig zu nennen. {ur alle dicjenigen Werthe.
dic > oder <7 10 sind.

§.35. Lehrsatz. Blos aus dem Umstande. daB cine gewisse
Function F(x. y.z....) von mchreren Verinderlichen x. y. z. ..
hinsichilich der Einen x und in Bezichung aufl gewisse Werthe
derselben stetig — oder auch unstetig — ist, so lange den iibrigen
Veriander hchvn Y, z. ... die bestimmten Werthe y. z. . .. l)(‘lg(‘l(“"
werden, kann nicht gefolgert werden, dalt diese Funetion jene
Stetigkeit oder auch Unstetigkeit beybehaltet. wenn cine cinzige
der Zahlen y, z,. .. den angegebenen Werth veridndert.

Beweis. Wenn die Zahl W= F(x, y.z....) cinc Funetion
nicht nur der x, sondern auch noch der y. z, ... ist: so hingt
der jedesmalige Werth dieser Zahl nicht nur von dem Werthe
der x, sondern auch von den Werthen der y, z.... ab; und das
Gesetz dieser Abhiingigkeit kann ein solches scyn, dalt die Ver-
inderung, welehe W erfiihrt, wenn x in x+4dx iibergehet, bey
cinem gewissen Werthe der y.z,... mit dx selbst in das Un-
endliche abnimmt, wo dann W stetig heilen wird. bey einem
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andern Werthe der y, z.. .. aber nimmt die erwihnte Verinde-
rung nicht in das Unendliche ab, und somit wird nun W un-
stetig secyn, und im Gegentheil. Also werden wir blos aus dem
Umsiande, weil die Funetion W=1F(x, y,z ...) von ciner solchen
Beschaffenheit ist. daff sic bey cinem gewissen Werthe der y.z. ...
in Hinsicht aul dic Verinderliche & dem Gesetze der Stetigkeit
folgt oder im Gegentheile demselben nicht gehorehe, noeh nieht
bereehtigt seyn zu sehlieBen, dafd sie sich auch bey cinem andern
Werthe der gy, z.... cbhenso verhalten miisse. So ist z. B die
1
54y

cinen von —>5 verschiedenen Werth annchmen: fir den Werth

IFunetion x2 4 stetig in Hinsicht auf x. wenn wir fir y

- . . ) . . . I

y = —>5 aber ist diese Function unsietig: weil 5+
v e : > 1
wird. Dic Funetion Y

1 | 1 1

. ....ininf.
l—y+lvy+3*y+4——y+ /

unmeBhar

x4

ist stetig liir jeden Werth von x. so lange y nur cben keine
derjenigen Werthe annimmit, die in der Reihe der natiivlichen
Zahlen 1.2,5. 4. .. licgen. Ul sow.

$.36. Lehrsatz, Selbst wenn wir wissen, dal? die Verander-
liche W nur von den zwey Verinderlichen a und y abhiinge, und
dalt sic sich sictig crweise fiiv alle Werthe der x. die innerhalb
a und b licgen. withrend y cinen bestimmien innerhalb ¢ und d
gelegenen Werth behauptet. und ebenso sietig siech erweise fiir
alle Werthe der y. die innerhalb ¢ und d licgen. withrend & ¢inen
bestimmiten innerhalb a und b licgenden Werth behauptef. —
diirfen wir gleichwohl nieht sehlicBen, daB W ostetig sey auch nur
fiir cinen cinzigen Werth von &, wihrend y von jenem vorigen
versehicdenen Werth annimmt: und cbenso wenig, daB3 W ostetig
scy liir cinen cinzigen Werth von y. withrend & ¢inen von jenem
vorigen verschiedenen Werth emplingt.

Beweis. Denn das Gesetz der Abhiangigkeit der Wovon
den beiden Verdnderlichen x und y kénnte ja auch von ciner
solechen Beschaffenheit seyn. dall wohl allerdings bey cinem be-
stimmten innerhalb ¢ und d gelegenen Werthe von gy, die Aende-
rung von W mit der von x, und chenso auch bey cinem be-
stimmicn innerhalb a und b gelegenen Werthe von x die Acn-
derung der Womit der von y in das Unendliche abnimmt, daB
aber sobald im crsten IFalle y und zugleich x cinen anderen
Werth annimmt, keines von Beyden mehr Statt hat. Denn was
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hindert uns z. B. festsetzen, dal W fiir jeden innerhalb a und b
gelegenen Werth von & und wiihrend des bestimmten innerhalb
¢ und d liegenden Werthes von y=c¢+ 9y den meBbaren Werth
W=x2 annchme, bey jedem anderen Werthe der y aber un-
mebBbar sey, daB ferner eben so fiir jeden innerhalb ¢ und d
gelegenen Werth von y. und withrend x den bestimmiten inner-
halb a und b licgenden Werth ¥x=a+ea crhilt, den meBbaren
Werth W=y? annchme. bey jedem anderen Werthe der x aber
unmeBbar sey? In diesem Falle nun gibe es offenbar nicht cinen
cinzigen auflerhalb ¢+ 7 gelegenen Werth von y. und nicht
cinen cinzigen aullerhalb a + e gelegenen Werth von x. von der
Art. daB bey diesen beyden Werthen W einen meflbaren Werth
crhiclte. Sollte nun”W= F(x, y) sich stetig crweisen fiir irgend
cinen Werth von x, wihrend y cinen von ¢+ p verschiedenen
annimmt: so miiffic. wenn wir den Werth von x durch 4x. jenen
von y aber durch e+ y+ 4y bezeichnen, der Unterschied

F(x+ dx. c+y+4dy) —F(x. ¢c+y+47)
mit 4x in das Unendliche abnehmen. Es miiBite also auch beyde
Ausdriicke
F(x, c+y+4dy) und I'(x+dx. ¢+ + dy)

meBbare Zahlen bezeichnen. Allein nach der Voraussetzung, dic
wir nur chen gemacht, mufl wenigsiens Einer von diesen beyden
Ausdriicken cine meBbare Zahl vorstellen, weil entweder x oder
x4+ 4x cinen von a 4+ @ verschiedenen Werth hat.

§.37. Anmerkung. Sachkiindige wissen, das es selbst unter
derjenigen Classe von Functionen, dic nur cinem einzigen fiir
alle Werthe ihrer Veriinderlichen gleichlautenden Gesetze folgen.
schr cinfache Beyspiele geben, die zum Beweise unscres Lehe-
satzes angeliihrt weeden konnen. So ist die Funetion

xy+(—x)l2—y+Vy—2|

stetig fiir jeden Werth von x, wenn wir der y den Werth 2 geben,
und fiir jeden Werth von y. wenn wir der & den Werth 1 an-
wird. Nehmen wir aber fiir y irgend einen von 2, oder fiiv x
irgend cinen von 1 verschiedenen Werth; so liBt sich im ersten
Falle kein einziger Werth fiir x, im zweyten kein einziger fiir y
auffinden. bey welchem diese Function Stetigkeit hiitte.

§.38. Erkldrung. leh sage. daR die Function mchrerer
Verdnderlichen F(x. y. z....) Stetigkeit habe zugleich fiir den
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Werth von x und bey einem positiven oder negativen Zuwachse
desselben ingleichen fiir den Werth y und bey e¢inem .
positiven oder negativen Zuwachse desselben, wie
auch fiir den Werth z und bey einem positiven oder
negativen Zuwachse desselben, wenn folgende Um-
stinde cintreten:

a) wenn diese Funetion fiir den Werth x und bey der an-
gegebenen Natur scines Zuwachses Stetigkeit duflert, fiir jeden
Werth der y, z..... der nur nicht aulierhalh der bezichungs-
weisen Grenzen y und y-+4y, z und z+4z.... licgt, wo 4y,
Az, ... dic angegebenen Vorzeichen haben,

b) wenn chen diel auch von y gilt, d. h. wenn die Funetion
fiir den Werth y und bey der angegebenen positiven oder ne-
gativen Natur seines Zuwachses Stetigkeit duBert. bey jedem
Werthe der x. y. z. .. .. der nur nicht auflerhally der bezichungs-
weisen Grenzen x und x+dx, z und z+ 4dz,... liegt, wo 4x,
Az. ... dic angegebenen Vorzeichen haben:

¢) wenn chen diel} auch von z gilt, u.s. w.

Wenn die Zuwiichse der x. y, z.... sowohl positiv als auch ne-

galiv scyn konnen: so sage ich nur schlechtweg, daBl F(x, y, z,...)
fiir die Werthe x, y. z.. .. Stetigkeit habe. Und nun errith man
schon von sclbst den Sinn der Redensarten, daB F(x, y, z,...)
1 . . 40 e ' . .
Sietigkeit habe fiir alle Werthe von x, die innerhalb a und b;
von y, dic innerhallb ¢ und d; von z, die innerhall e und f liegen
u. s. w. oder [fiir alle Werthe von x, y, z, ... mit Ausnahme dieser
und jener: u. s, w.

§.39. Lehrsatz. Wenn cine Funetion mehrerer Veriinder-
lichen W=F(x, y, z) stctig ist hinsichtlich aller ihrer Verinder-
lichen fiir die dureh &, y, z... bezeichneten Werthe, und in Bezug
auf cinen positiven sowohl als negativen Zuwachs derselben;
so kann der Unterschied

AW =F(x+dx. y+4dy, z+4dz....)—F(x,y.z,...).

den man erhiilt, indem sich allle jene Verinderlichen zu-
gleiceh um gewisse Zuwichse dx. 4y. . .. stetig verdndern, nach
. . . 1
scinem absoluten Werthe kleiner als jeder gegebene Bruch N
werden und wird auch kleiner verbleiben. wenn man die Zu-
wiichse dx, Ay, Az. ... nur klein genug annimmt. und so sehr
man sic dann auch noch hinterher vermindert.



Beweis. Nach 8.9, (Einl) ist in der Rede stchende Zuwachs
AW=Fx+dx. y+ Ay, z+4dz...)—F(x,y,z. ..)=
=dx Flx,y.2z,..)+ A4, Flx+4dx.y.z,...)+
+A, F(x+Adx.y+Ady.2z...)+ -

Weil aber die gegebene Function F(x. y. z. . . ) stetig seyn soll fiir
den Werth x bey cinem positiven sowohl als negativen Zuwachse
desselben, sofern nur y.z.... ihre Werthe behalten: so nimmt

deF(x,y.z...)=Fx+ dx.y,z,..) —F(x. y,z....)
mit dx in das Unendliche ab. Weil ferner die gegebene FFunetion
auch stetig seyn soll fiir den Werth y, sofern nur x und z ihve
Werthe behalten. oder um cinen positiven oder negaliven Zu-
wachs verindern, der so klein werden kann. als man nur immer
will; so muB auch

Ay F(x+dx.y.z...)=F(x+ dx,y+dy.z...)—F(x+dx.y.z....)

mit 4y in das Unendliche abnehmen. Weil aber so unsere Fune-
tion stetig scyn soll fiir den Werth z, sofern nur x. y.... ihre
Werthe behalten, oder um einen positiven oder negativen Zu-
wachs verindern, der so klein werden kann. als man nur immer
will: so muf} auch

A, F(x+4dx. y+Ay.z...)=F(x+dx. y+4dy. z+dz. ...) —
—Fx+4dx.y+4dy.z...)

mit 4z in das Unendliche abnehmen kionnen. Also ist kein
Zweifel. daB auch dic algebraische Summe der eben betrachteien
drey Ausdriicke d. h. AW selbst in das Unendliche abnehmen

kinne, wenn dx, 4y, dz. . .. in das Unendliche abnehmen kénnen.

§.40. Lechrsatz. Wenn cine Funetion mehrerer Verinder-
lichen F(y, z....) stetig ist fiir cine jede dieser Verdanderlichen
wenigstens fiir den bestimmten Werth derselben. den wir soehen
durch y, z.... bezeichnen und hinsichilich auf cinen gewissen
positiven oder negativen Zuwachs. und wir betrachten nun diese
Verinderlichen selbst als Funetionen einer neuen frey verdander-
lichen Zahl x, y=fx, z=px,... w.s.w.. wobey sich crgibi, dal
diese Functionen fx, ¢x, ... fiir cinen und chen denselben Werth
von x, denjenigen namlich, der die nun cben angefiihrten Glei-
chungen fx =y, px=12z,... hervorbringt, und fiir cinen und ebhen
denscelben positiven oder negativen Zuwachs 4x Stetigkeit haben,
und chenso dicjenigen positiven oder negativen Zuwiichse Ay,
dz... crhalten, in Betreff deren die Funetion F(y, z, .. .) Stetig-
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keit hat: so behaupte ich, daR diec Function von x, F(fx, ¢x....),
welche zum Vorschein kémmt, wenn wir in F(y, z,...) an die
Stelle der y, z, ... bezichungsweise fx, @x, ... sctzen, gleichfalls
stetig sey, und diel zwar hinsichtlich auf den bereits erwiihnten
Werth von x, der die Gleichungen fx=y, px=z,... gibt. und
in Bezug auf den positiven oder negativen Zuwachs. der die cr-
withnten positiven oder ncgativen Zuwichse dy. 4z, ... verlangt.

Beweis. Wenn x in x4+ dx iibergehet, iibergehet fx=y in

fx+dx)=y+ Ay, px=z in p(x +dx)=z + dz u.s.w.
Daher ist diec Verdnderung, weleche F(y,z....)=F(fx, px....) cr-
fahren, wenn x in x+ 4x iibergehet, oder

F(f (x+ 4dx), o(x+ dx),...) — F(fx,px....)=
=Fy+4dy,z+dz,..)—F(y,z...)=
=Fly+4y,z,..)—F(y,z...)+Fly+dy. z+4dz....) —
—Fy +4y,z,..)4---.

Nach der Voraussetzung aber sind fiir den festgesetzten Werth
von x, und fiir cin bestimmtes Vorzeichen von dx. fx und ox. . . .
stetige Functionen, dic Unterschiede

fx+dx)—fx=dy, p(x+ 4x) —p(x)=dz. ...

nehmen also mit 4x in das Unendliche ab: und da sie iiberdieB
auch cin jeder dasjenige Vorzeichen haben. welches erforderlich
ist, wenn sich die Function F(y, z...) stetig] erweisen soll: so
folgt aus der vorausgesctzten Stetigkeit dieser Function fiir y,
dall F(y+4y, z,...)— F(y, z,...) mit 4y oder dx in das Un-
endliche abnehmen konne. Auf ihnliche Weise folgt aber aus der
Vorausscizung, daft auch die Function F(y, z.. . ) fiir den Werth z
und bey cinem Werthe von y, der nur nicht auBlerhalb der
Grenzen von y und y+ 4y liegt. also auch bey dem Werthe
y + Ay sclbst, Stetigkeit duBlert, daB auch der Unterschied
Fly+4dy, z+dz,..)—F(y+4dy. z...)
in das Unendliche abnehmen kénne, wenn 4x in das Uncendliche
abnimmt. U.s. w. *
Hicraus ergibt sich denn deutlich, da auch der ganze Un-
terschied
F(f (x+4x), p(x +4x)....) — F(fx, 9x....) oder A4F(fx. px,...)

mit 4x in das Unendliche abnehmen kinne, d. h. daB F(fx, gx. .. )
fiir den bestimmten Werth von x, und das bestimmte Vorzeichen
von dx Stetigkeit habe. '
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§. 41. Anmerkung. Uiber die Nothwendigkeit der in diesem
Lebrsatze angebrachten Beschriinkung. betreffend die positive
oder negative Natur der Zuwiichse 4y, 4z, . .. brauche ich nach
dem im §. 32, Gesagien wohl nichis mehr zu crinnern.

§. 42, Zusatz. Nur von der Stetigkeit der Funetionen F(y, z.. . )
und y=/[x. z=ox. ... lehrt uns der vorhergehende Satz unter
gehoriger Kinsehrinkung auf die Stetigkeit der F(fx, ox. .. .)
schlicBen: nicht aber liBt sich auch umgekehrt von der Un-
stetigkeit ciner der Functionen F(y.z...) y=fx. z=9x. ...
fiir cinen gewissen Werth von x, sofort der SchluB auch aul
dic Unsictigkeit der F(fa. ga....) machen: wic schon aus 8. 35.
crhellet.

§. 43. Zusatz Also ist jede Function. dic eine algebraische
Summe. ingleichen auch die c¢in Produect ist aus einer end-
lichen Menge anderer Funetionen einer und eben derselben frey
Veriinderlichen a stetig fiir alle Werthe dieser Verdnderlichen.
hichstens mit Ausnahme deren. fiir welche cine oder die andere
dicser Funetionen selbst unstetig wird. Denn eine Summe, in-
gleichen auch cin Produet von ciner endlichen Menge frey Ver-
inderlichen Zahlen. ist stetig fiir alle ihre Werthe. (8. 5.)

S. 44. Zusa tz Eince Function. welche ¢in Quotient zweyer
andern Funetionen von einer und eben derselben frey Verdnder-
lichen a ist. hat Stetigkeit fiir alle Werthe dieser Verdanderlichen.
hichstens mit Ausnahme derjenigen, fiir welche eine oder die
andere dieser Funetionen selbst unstetig werden, oder dicjenige.
dic der Divisor ist. in den Werth Null iibergehet.

5. 45. Lehrsatz. Jede ganze rationale Funetion ciner
Verdnderlichen x d.h. jede Funetion. welche sich unter der Form

ax"+ bx" '+ ¢x" 24 .- 4 Ix+m
darsicllen liBi. worin a.b. c....l, m meBbare Zahlen bezeichnen,
ist fiir jeden meBbaren Werth ihrer Verinderlichen stetig.

Beweis. Den jedes einzelne Glied dieser algebraischen
Summe wice ax”. bx"1, ... ist sletig fiir jeden Werth von x. (8. 6.)
Also auch ihre ganze Summe.

5. 460. Lehrsatz, Auch jede gebroehence rationale
Funetion ciner Verdanderlichen x d. h. jede Function, welche
sich darstellen liBt unter der Form

ax" + bx"'4 ex" 2+ - Ix+p
axm + ﬁxm—-l + yxm-—2+ ces +2x+n
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ist stetig fiir jeden Werth ihrer Verdinderlichen x. der nur den
Nenner ax™ 4 fat— 4 px—2 A ooe 4 A 470
nicht zu Null machit.

Beweis. Ergibt sich aus dem vorhergehenden.

§. 47. Uibergang. Da wir aus 8. 29. schon wissen. dalBl alle:
stetigen Funetionen dic Eigenschaft haben, aus cinem ihrer
Werthe in cinen anderen nicht zu iibergchen. ohne erst alle
dazwischen licgenden Werthe wenigstens cinmahl berviihrt zu
haben, so leilet diefl aunf die Frage. ob diese Eigenschaft den
stetigen Functionen nicht vielleicht ausschlieBlich zukomme.
dergestali, dal} jede Function, die diese Beschaffenheit hat, auch
stetig seyn muB. Dic Beantwortung dieser Frage licfert der
folgende

8. 48. Lechrsatz Blos aus dem Umstande, daB? cine gewisse
Funetion aus cinem ihrer Werthe in cinen anderen iibergehet.
ohne crst alle dazwischen licgenden ein oder mechrere Mahle
angenommen zu haben, folget noch keineswegs, daB ihre Acende-
rung dem Gesetze der Stetigkeit gehorche.

Beweis. Die Voraussetzung, dal} cine, gewisse Zahl W von
jedem ihrer Werthe in einen anderen nur dadurch iibergchet.
daB sic erst alle dazwischen licgenden annimmt, vertrigt sich
mit der Voraussetzung. daB sic fiir jeden Werth ihrer Verinder-

. - 2m+-1 N

lichen x, welche der Form v unterstchet = ax. fiiv jeden an-
deren Werth aber cinen belichigen anderen Werth habe. Denn
wenn der Werth, den W fiir diese anderen Werthe von x an-
nchmen soll, nicht festgesetzi ist: so liBt sich. weil es zwischen

je zweyen Werthen. die durch die vorige Voraussetzung bestimmt
D
2m+1

sind. d. h. zwischen je zweyen, welche zu zwey der Form ™)
unicerstchenden Werthen von x gehoren, cine unendliche
Menge von Werthen der W gibt, jederzeit annchmen, daR sich
unter diesen unendlich viclen Werthen auch alle diejenigen be-
finden, dic zwischen den erwiihnten beyden liegen. Daunn aber
crfiillt W die Bedingung des Lehrsatzes, ist aber gleichwohl. wie
wir aus §. 1. schon wissen, fiir keinen Werth ihrer Verdnder-
lichen stetig.

§.49. Lehrsatz Es gibt Funetionen, bey welchen es ent-
weder allgemein oder doch fiir alle innerhalb gegebener Grenzen
licgende Werthe ihrer Veriinderlichen gibt, dalt zu jedem gro Be-
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vren Werthe der letzteren auch cin groBerer. oder im Gegen-
theile ein kleinerer Werth der Funetion gehoret.

Bewceis. Bey der Function Fx=ax gehoret, sofern a po-
sitiv ist. zu jedem grioBleren x, ein groflerer Werth von W. st
niimlich x; > x7: so ist. wenn a positiv ist. (nach §. 00.) auch
ax, >~ ax, d. h. Fay > Fxp. Ist aber im Gegentheile a negativ, so
gehoret zu dem groflieren x immer cin kleineres Fx: denn da
ist (nach & 00) axy < ax; d. h. Fxy, < Fxy.

§.50. Erklirung. Wenn eine cinformige Funetion von a.
= Fx von der Beschaffenheit ist, dalf es entweder allgemein oder
doch fiiv alle innerhalb gegebener Grenzen a und b liegende
Werthe ihrver Veriinderlichen gibt. daB jedem gréfieren Werthe
“dicser Veriinderlichen auch ein grofierer Werth von ihr selbst
zugcehoret: so sagen wir. daff diesc Function entweder fort-
withrend oder doch innerhalb der Grenzen a und b wachse
oder steige. Wenn aber im Gegentheile zu jedem groBeren
Werthe der x cin klcinerer der Function zugchoret: so sagen
wir. daf} sic entweder fortwihrend oder doch innerhalh der
Grenzen a und b abnehme oder falle.

§.51. Zusatz. Wenn cs also falsch seyn solle, daB einc
Funetion. welehe doch lauter meBbare Werthe a und b hat.
innerhalb dieser Grenzen fortwithrend wachse oder abnehme:
so mul} ¢s ein Paar innerhalb dieser Grenzen gelegene Werthe
von x geben. z. B w und ¢. welche in dem Verhiltnisse p <<
stchen. withrend die zugehorigen Werthe der Funetion in dem
Verhilinisse Fu > Fo stchen: im zweyten Falle dagegen mul?
das VerhiliniB Fu Z Fo Statt finden. Und jederzeit, wenn wir
finden. daB Fu > Fo ist. so konnen wir schlicBen. daf# dic Func-
tion wenigsiens nicht fortwithrend wachse, und wenn wir finden.
daB Fu<Fo. daB} sic wenigstens nicht fortwdhrend abnehme:
wenn endlich Fu= Fo ist, dall sic weder fortwihrend wachse
noch fortwihrend abnehme.

§.52. Zusatz. Wenn cine Function Fx innerbalh a und b
bestindig wichst oder bestindig abnimmt, und es sind x und
x 4+ dx ein Paar innerhalb a und b gelegene Werthe; so mul?
im crsten Falle (Fx +4x) —Fx bestiandig einerley Vorzeichen
mit dx, im zweyten Falle aber bestindig das entgegengesetzte
Vorzeichen von 4x haben.

§.53. Lehrsatz. Wenn eine Funetion Fx innerhalb a und b
foriwihrend wichst oder abnimmt; so nimmt sie jeden
ihrer Werthe innerhalb chen dieser Grenzen nur einmahl an.
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Beweis. Denn wiren g und @ cin Paar innerhalb a und b
gelegener Werthe von x., fiir welche Fu= Fo wird: so wiirde,
da g und ¢ cinander ungleich sind, und also ciner derselben, wir
wollen annchmen ¢, cine groBere Zahl ist, aus §.51. folgen, dal}
unscere Funetion innerhalb a und b weder fortwiihrend wachse
noch fortwithrend abnchme.

§.54. Lehrsatz. Wenn cine Function Fx innerhalb a und b
fortwihrend wiichst und es ist Fo > Fu, so mul} auch ¢ >p
scyn. Und wenn im Gegentheile die Function fortwithrend ab-
nimmi, und cs ist Fp>Fo, so mull p<<e seyn.

Bewcis. Wir brauchen nur den ersten Theil zu erweisen.
Weil Fo > Fp, so miissen ¢ und g cin Paar ungleiche Zahlen seyn;:
und weil beyde innerhalb a und b gelegen, also meBbar seyn
sollen; so mufl entweder ¢ >u oder > ¢ scyn. Allein dic letz-
tere Annahme ¢ > ¢ giibe, weil dic Function innerhalb a und b
bestiindig wachsen soll, auch Fu>Fo. Da dieses nicht ist, so
folgt o> u.

§.55. Lehrsatz. Wenn cine einformige Function Fx inner-
halb a und b von keinem ihrer Werthe zu cinem anderen iiber-
gehet, ohne erst alle dazwischen liegende angenommen zu haben;
und wir finden drey aufeinander folgende Werthe ihrer Ver-
iinderlichen x: ¢ g, ¢ (d. h. drey solche Werthe, daB & < pu < o),
deren drey zugehorige meflbare Werthe der Function weder in
dem Verhiiltnisse Fe < Fu < Fo noch auch in dem Fe> Fu > Fo
stchen: so ist kein Zweifel, daB diese Function wenigstens Einen
ihvrer Werthe innerhalb a und b zweymahl beriihrt.

Beweis. Wenn die drey meBbaren Zahlen Fe, Fu, Fo weder
in dem Verhiiltnisse Fe < Fu < Fo noch auch in dem Fe > Fu > Fo
stchen. und wir lassen den Fall, wo ihrer zwey oder gar alle
drey gleich angenommen werden, (in welchem Falle die Wahr-
heit dessen. was unser Lehrsatz aussagt, ganz von selbs ein-
lcuchtet) hinweg: so kann nur eniweder Fe< Fu> Fe¢ oder
Fe> Fu<Z Fe scyn.

1. Ist Fe <Fu>Fo, und es soll nicht Fe=Fe seyn: so er-
iibriget nur entweder Fe < Fg oder Fe> Fo. Im ersten Falle ist
I'e << Fo << Fu: also kann unsere Function aus dem Werthe Fe
in den Werth Fgjnicht iibergehen, ohne erst cinen Werth =Feo
angenommen zu haben, d. h. es muBl zwischen ¢ und g eine mef}-
bave Zahl 2 geben, bey welcher FA=Fe¢ wird. Da nun 4 als lie-
gend zwischen € und ¢ gewifl verschieden ist von ¢: so gibt es
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zwey innerhalb a und b gelegene Zahlen 2 und ¢. bey welehen
die I'unetion denselben Werth annimmt. I zweyien Falle. wenn
I'e ~ Fo. haben wir o Fe  Fu: also kann unsere Funetion aus
dem Werthe Foin den Werth Fuonieht iibergehen. ohne erst cinen
Werth == Fe angenommen zu haben. es mul? also zwisehen gund ¢
cinen Werth 2 geben. ir welehen I = Fe wird. Da nun 2 als
licgend zwischen pund ¢ gewilB verschicden ist von e so gibi
es zwey innerhalb a und b gelegene Zahlen € und 2. bey welehen
unscere Function denselben Werth annimmt.

2. Aul cine dhnliche Arvt wird der Beweis geliihri. wenn
das VerhiltniB Fe~ Fu - I'o vorausgesetzi wird.

§.560. Zusatz._ Wenn uns also bekannt ist. dal cine Fune-
tion inncrhalb a und b von keinem ihrer Werthe zu cinem an-
derven iibergehet. ohne erst alle dazwisehen licgende angenemmen
zu haben und jede nur cinmahl beriihet: so miissen die zu den
drey aufeinander folgenden Werthen e g ¢ ihrer Veranderli-
chen zugehorigen Werthe der Funetion nothwendig nur in cinem
der beyden Verhiltisse sichen. entweder e Fu - Fo oder
Ie>Iu - Io.

$.57. Zousatz, Bezeichnen e g w0 mehr als drey aul-
cinander folgende Werthe der w die alle innerhalb a und b

licgen. d. hoist e =0 w.... so mull entweder Fe<In
< Fe- Fy...oder F'e ~Fu o - Fy...scyn.
§.358. Lehrsatz, Wenn cine Funetion innerhalb a und b

aus keinem ihrer Werthe in cinen anderven iibergehet. ohne crst
alle dazwisehen liegende angenommen zu haben. und jeden
nur cinmahl bervithrt. auch fortwihrend meBbar verbleibi:
so findet nur Eines von Beyden Statt. entweder sie wiichst fort-
withrend oder nimmit fortwihrend ab innerhalb a und b.
Beweis, s seyen gund ¢ ¢in Paar innerhalb a und b ge-
legene Werthe der Verinderlichen a und w2 o0 Weil nun dic
Funetion Fa innerhalb a und b jeden Werth nur cinmahl an-
nimmt: so miissen e und Fo ungleich: also. weil sic aueh beyde
meBbar seyn sollen. entweder Fu-o Fo oder ' - FFo seyn. Im
crsten FFalle, behaupie ich. wachse die Funetion. im zweyten
nchme sie ab. Es wird geniigen, das Erste allein zu erweisen.
DicB wivd nach 8.49.. 50. geschehen, wenn ieh zeige, dalB lir
je zwey innerhalb a und b gelegene Werthe der a, z. Bo ap und a,.
welehe in dem Verhidltnisse x; -7 x, stehen. aueh das Verhialinil3
Ix, - Fay cintrete. Unterseheiden wir aber zufordersi die beyden
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Fille, wenn eine der Zahlen x,. x, mit ciner der p, ¢ einerley
ist, und wenn alle vier Zahlen von cinander verschieden sind.

A) Dic Voraussetzung. daB cine der Zahlen x; oder xp mit
ciner der g oder ¢ cinerley sey. umfasset folgende vier Fille:

1. x;=p; dann muB entweder (x;, =u) < o< x, oder (x;, =pn)
< x,< 0 seyn. lm ersten Falle flieBt aus dem vorigen Zusatze,
daB entweder (Fx, = Fu) < Fo < Fx,
oder (Fx, = Fu) > Fo > Fx,
seyn miisse. Da das Letztere der Bedingung, daB Fp <2 Fo scy,
widerspricht; so folgt das Erstere, und es ist also Fa, << Fx,. Im
zweyten Falle muB entweder

(Fx, = Fu) << Fxy << Fo,
oder (Fxy, = Fp) > Fxy > Fo scyn;
und weil das Letziere abermahls der Bedingung Fu < Fo wider-
spricht: so findet das Ersterce Statt. oder cs ist Fx, << Fx,.
2. x,=¢. Dann bestchet das VerhiltniB p <2 (9= x,) << %,
‘woraus sich crgibt, daff nur Fines von Beyden
Fu < (Fo= Fx,) <" Fx,

oder Fu> (Fo= Fx,) > Fx,
scyn kinne. Da aber das Letztere der Bedingung Fu < Fo gera-
dezu widerspricht. so folgt das Erstere und es ist also Fa; < Fx,.

5. & = w. Dann bestehet das Verhiltnif x, < (xy = p) << @: also

mufl entweder Fa, < (Fxy = Fp) < Fo
oder Fx, > (Fx, = Fu) > Fg seyn.

Das Letztere widerspricht der Bedingung. dafl Fu << Fo scy. Also
bestehet das Erstere. oder wir haben Fx, -2 Fx,.

4. xy = 9¢. Dann mufl entweder

Nyl <Z (0= ay)

oder B <Xy <. (@ = Xy) scyn.

Aus X, < p << (@ = x3) folgt Eines von Beyden,
eniweder Fx, < Fu < (Fo= Fx,)

oder Fxy > Fu > (Fo= Fxy,).

Da nun das Letziere nicht seyn soll, weil Fu < Fo, so folgt das
Srsiere oder Fa, < Fay. Aus p < x; - (0= a,) folgt, dafl entweder

I"‘"« <~i I?-xll <\ (I"g = Fx,)
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oder Fu oy - (Fo= Iy,

sev. Und weil das Letziere der Voraussetzung Fu - Fo o wider-

spricht. so mull das Frstere Statt haben. also mull Fa, - Fay seyn.
B) Wenn alle vier Zahlen xyo wny: w0 versehieden sind @ so

kann nur Fincer von den drey Fallen Statt haben: die Zahlen

X, und x, licgen beyde innerhalh gund ¢ oder beyde auBerhalb.

oder nur cine inner- die andere auBerhalb.

[ Wenn o und ay beyde innerhalb gound ¢ licgen sollen. so

Kann nur g xp vy 0 sevne Und dann ergibt sich aus 8057,
daBl entweder Fa o Iy Fayo Fo
oder o lu Py Py Fo o sevn miisse,

Da nun das Lewztere der Voraussetzung o Fo widerspricht:
so Tolgt das Frstere und es ist also abermahls Fapo Fay,.

2. Wenn oy und vy, bevde aulBBerhalh oound ¢ licgen: so kann
nurseyvn a0 yoderay oy e o oder e o<y
und somit muB entweder

Fay o lu Foo Iy,
oder Fay Fuo Fo o Fay seyn.
Da nun das Letztere ungereimo weil Fu Fo: so Tolgt abermahls
das Forstere oder Fayp o Fa.

5. S0l Fine der Zahlen x, und &y innerhalb gound ¢ die an-
dere auBerhalb licgen. so kann nur entweder

AN Ny
oder [ O/ OH
sevn. Das Frstere oder die Annahme a0 w0 vy - o it nur
den Werth Fx, - Fu Fayo o
oder Iy lw - Ixy, o

wo sich dann wegen Feoo Fo ergibte dalt nur das Frstere Stati
[inden Konne. also daB Fayp o Fay sey. Das Zweyte oder die An-

nahme 0 o o xy LB nure die Werthe zwischen
Fou Fx, o Foo Fx,
oder Fou IFxy o - Fay:
und weil dann Fuoo Fo seyn solll so folgt. daB nur das Frstere

oder daB FFay o Fay seyn miisse. Somit bestattiget sieh in jedem
Falle. daB Fap Fay sey: dohe die Funetion wichst fortwidhrend.
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§.59. Lehrsatz. Wenn cine Funetion innerhalb a und b
fortwithrend wiichst oder foriwiithrend abnimmt. und von keinem
ihrer Werthe zu cinem  anderen iibergehet. ohne erst alle
dazwischen licgenden beriihrt zu haben: so ist sie innerhalb
a und b stetig.

B e weis. Bezeichnet » cinen belichigen innerhalh a und b
licgenden Werth der Verdnderlichen, so muBl aueh der zugehorige
Werth iheer Funetion = Fa. und wenn wir x so nehmen. dal3
auch noch x 4-.7x innerhalb a und b liegt, auch F(x 4+4x), somit
aunch F(x 4-Ix) — Fa eine meBbare Zahl darstellen. Setzen wir
diese = D und bezeiechnen dureh ¢ cine absolute Zahl, die <2 1 ist:
s0 ist auch gD scinem absoluten Werthe nach <2 D: und somit
Fx -+ D cine Zahl. die innerhalb Fx und Fx + D= F(x +4x) licgt,
also ciner der Werthe. die unsere Funetion annehmen muB, bevor
sic aus dem Werthe Fx in den Werth F(x 4 4x) dibergehet. Be-
zeichnen wir nun den Werth der Verinderlichen. fiir welehen
dic Funetion in den Werth Fx + 1D iibergehet. dureh x4 mdx;
so mull auch x+7mdx innerhalb x und x4 20x licgen. also 0<< 7w <7 1
seyn. Da aber gin das Unendliche abnehmen kann: so kann auch

. . o 1
. D in das Unendliche abnehmen. und somit auech - N werden.
Es 2ibt also zu jedem aueh noeh so kleinen Brueh . cine Differenz
i) J ;
von x.= % . dx. bey der die Differenz F(x + mdx) — Fa < N wird.

tind wenn wir nun 2 immer noch kleiner nehmen. so wird. weil
unscere Funetion fortwidhrend wiichst oder abnimmt. auch der
tinterschied F(a + ndx) — Fx fortwihrend kleiner: und verhiilt
sich demnach vollkommen so. wie das Gesetz der Stetigkeit es
fordert. '

§.60. Lehrsatz. Wenn a. b. ¢ deey auleinander folgende
Zahlen bedeuten (d. h. wenn a<tb<<¢): so ist es moglich. daB
cine IFunetion innerhally a und b fortwihrend wachse. innerhalb
b und ¢ aber foriwiithrend abnehme. oder audh umgekehrt inner-
‘halb a und b abnchme. innerhalb b und ¢ aber wadhse. und diel?
zwar sclbst. wenn die Funetion innerhalb a und ¢ fortwiahrend
stelig ist.

Bewceis. Wenn b nichi zwischen a und ¢ lige: sondern wenn
entweder a=c¢ wiire oder b kleiner als die kleinere oder grofler
als dic groBiere der beyden Zahlen a und ¢ wiire: so wiirde es
allerdings ungercimt seyn zu verlangen. daB cin und chen dice-
selbe Funetion innerhalb a und b wachse (oder abnebhme). inner-

. o



halb b und ¢ aber abnehme (oder wachse). Denn im ersten IFalle
sind ja dic Grenzen a. b ound ¢. b gar nicht verschieden: im
zweyten aber licgen alle Zahlen. welehe die erste (oder die zweyte)
cinschlieBt. auch innerhallb der zweyten (oder der ersten). Licgt
aber b zwischen a und e: dann licgt kein Werth der s der inner-
halb a und b licgt. auch zugleich innevhalh b und ¢ und es st
also moglich. daB dic Function innerhalh a und b cinem ganz
anderen Gesetze gehorehe. als innerhalb b und ¢ wie dieB der
Fall scyn muB. wenn wir verlangen. daB sie dort wachse. hier
aber abnehme oder umgekehri. Dall s nun Funetionen. dic
dieses leisten. gebe und dieses selbst. indem sie das Gesetz der
Stetigkeit fortwiahrend von a bis ¢ befolgen. soll uns das Bey-
spicl der Funetion axv—a2 beweisen, Von dicser wissen wir aus
S. T daB sie als cine rationale ganze Funetion fir alle Werthe
von x steiig verbleibis Ist iiberdicB a positiv: so behaupte ich.
dal sic von xv=0 his xv== (: fortwihrend wachse. von a = ()l bis

x=a aber fortwithrend abnehme. Sind niamlich A& und & 4+ Ax
. ) a : ) .
cin Paar innerhalh 0 und 5 gelegene Werthe: so ist der Unier-
schied -
Fla+dx) — Fa=|a(x+ Adx)— (x4 Ax)?] - Jax — 82| =
=(a — 28 —_dx) dx

offenbar positiv. so oft Ax selbst und der Factor a-—2x — Ax po-
o . . .. a a .
sitiviist. . he so oft & positiv und - ) und auch v fx - s

Dann namlich ist auch die Summe 2x 4+ dx a. Also so ofi

x oy griBer als vist und beyde innerhally 0 und < licgen. st
auch (x4 ax) groBer als Fao d. h. die Funetion wiichst inner-
a
4

d ,
halb 0 und J- Wird aber x , und um so mehr auch v fx
soistdie Summe 2x 20 a. also die Differenz (a—2x — ) 2y
negativ: daher F(x4-dx)- Fx: . h. die Funetion nimmt ab. Ihin

Beyspicel ciner Funetion. die innerhalb derselben Grenzen das

‘ , , : a . .
gerade Gegentheil thut. innerhalb 0 und 5 abnimmt. innerhalh

a . . .- . o
und a aber wiichsi. haben wir an a? — ax. sofern a positiv ist,

[ &)

Denn hier ist die Differenz
F(x+ax) — Fa= (—a+2x+.dx) Ax.

) ) a
also negativ. solange & und x+Jx innerhalb 0 und ) und da-

- 1 a = . ;
geeen positiv, sobald x () und also aveh x+2/x - 5 wird. Wer

- =
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sich das Steigen und Fallen dieser zwey FFunctionen noch an-
schaulicher machen will. wiihle fiir a cine bestimmite Zahl z. B. 8,
und berechne fiir verschicdene bestimmic Wervthe von & die zu-
goehirigen von ax—x?® und x*—ax: ctwa wic in der nachsie-
henden Tafel;

x Sx—x* x*—8x
0 0 ()
+1 + 7 — 7
+2 + 12 —12
43 +15 | —15
+4 + 16 — 16
+5 + 15 — 13
+ 06 + 12 — 12
4+ 7 4+ 7 - 7
+ 8 { 0

8.01. Lehrsatz. Wenn eine Function Fa inneirhalb & und b
fortwiithrend wiichst und innerhalb b und ¢ fortwiihrend abnimmt,
um den Wereth b herum aber stetig veriinderlich ist: so ist der
Werth Fb griffer als alle unter der Form F (b + @) enthaltenen.
wenn wir @ klein geoug withlen und ins Unendliche abnehmen
lassen. Wenn aber im Gegentheil die Funetion Fx inncerhalb
a mud & abnimmt. und innerhalb b und ¢ wiichst. so ist der
Werth Fb klciner als alle unter der Form F{b + ) enthaltenen,

Beweis. Wir brauchen nur den ersten Theil zu crweisen.
Wean Fa innerbalb g und' b fortwithrend wiichst: so mult der
Werth von Fib — ) foriwithrend grifler werden, indem @ anzu-
fangen von cinem gewissen Werthe in das Unendliche abnimmi:
weil b—ao wichst. Wenn ferner Fx oinnerhalh & und ¢ fort-
withrend abmimmi: so muff auch der Werth von F{b + ) fori-
wiithrend grifler werden, wenn © abnimmt. weil dann auch b+ o
selbst abnimmi. Da nun. wenn unsere Funetion um den Werth
b herum stetig seyn soll. F(btw)— Fb in das Unendliche ab-
nchmen mult: so folgt. dall der Werth Fb griofler seyn mull, als
jeder. der unter der Form F({b + o) enthalten isi. Denn witve Fb
zuvirderst kleiner als F(b—o) bey irgend einem Werthe von
w ist: so wiirde der Untersehied F(b— w)— Fb. wenn nun w noch
immer kleiner wird. niehi ins Unendliche abnebmen kénnen,
weil F (b - o) wiichst. Wiire Fb kleincer als F(b4) bey irgend
cinem Werthe von @ ist: so wiirde ebenso wenig der Unter-
schied F{b+4 ) — Fb in das Unendliche abnehmen kiinnen. wenn
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nun ® noch immer kleiner gemacht wird: denn dadureh wiichst
F(b+ w). Also eriibriget nur. daBl Fb sowohl > F (b—w) als auch
S F (b + o) sey.

§.62. Evkliarung. Wenn der Werth. den cine (gleichvied
ob stetige oder unstetige) Funetion Fx fiir cinen gewissen Werth
ihrer Veriinderlichen x =0 annimmt. griBer oder kleiner als
alle dicjenigen ist. welehe dureh F (b + o) vorgestellt werden
konnen. wenn @ anzufangen von cinem gewissen Werthe in das
Unendliche abnimmt: so pflegt man im crsten Falle zu sagen,
daB der Werth Fb cin groBter oder cin GriBites. cin Hawi-
mum: im zweyten Falle dagegen. dal er cin kleinster. oder
cin Klcinstes. cin Minimum scy. An einem Worte. das beyde
Werthe umfaBt. feldt es. wenn wir uns nicht etwa des Worles:
Acullerste (Extrema) bedienen wollen. das wenigsiens besser als
dic von Busse vorgeschlagenen: Emincenzicen klingt. In dem
besonderen Falle. wenn nur fiir ¢in positives oder nur fiiv cin
negatives o das VerhaltniB F(b+ ) - Fb bestehet. das andere abey
F(b+ ®w) =~ Fb nicht Statt hat. entweder weil die Funetion fiir b o
tiberhaupt gar keinen Werth oder doch keine meBbare Werthe
hat. oder weil anzufangen von cinem gewissen o fiir alle klei-
neren abwiirts das VerhidltniB F(bF o) = Ib bestchet: sage ich.
daB der Werth Fb cin halb- oder cinscitiges Maximum oder
Minimum scy. hinsichtlich auf cinen positiven oder negativen
Zuwachs von a. je nach dem das Verhiltini3 F(b+o) .- Fb oder
F(b — o) < Fb Statt finden. Im Gegensatze mit cinem solehen,
nenne ich cin Haximum oder Minimum von der vorhin be-
schrichenen Art zuweilen auch cin vollstindiges. ganzes.
oder beiderscitiges Maximum oder Minimum schlechiweg,
so verstehe ich nur cin vollstindiges.

8. 63. Lehrsatz. Wenn cin gewisser Werth ciner Funetion
Fx cin GroBter oder Klcinster in der sochen evkliirien Be-
deutung ist: so mull ¢r zwar chen nicht auch zugleich das seyn,
was wir 8. 24 den groBien oder den kleinsten Werth ciner
Function unter allen ihren von x = a bis a==b cinschlicflich
Statt  findenden Werthen genannt, selbst wenn  vorausgescizi
werden darf. dall die Zahl m cin innerhalb a und b liegender
Werth sey. Indessen ist es doch jederzeit miglich. cin Paar cin-
ander so nahe liegende und die Zahl m umsehlicflende Grenzen
a und # anzugeben. in Betreff deren es gilt. daB Fm der groBie
oder der kleinste aus allen von x=ea bis x =g cinschlicBlich
Statt findenden Werthen der Funetion ist. Wenn im entgegen-
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gesetzten Falle Fm der groBic oder kleinste von allen
Werthen ist. welehe die Funetion Fa von x=a bis A =b cin-
schlieBlich annimmt: immer in der 8. 24 cerklirten Bedeutung.
daf} nimlich nur kein groBerer oder kein klcinerer Werth da sey:
so ist chen dieB Fm auch cin GrioBtes oder cin Kleinstes
in der Bedeutung des vorigen 3. es miilten denn cin Paar
Zahlen @ und g, zwischen denen m liegt. geben. daB Fa scinen
Werth innerhalb @ und g gar nicht verindert.

Beweis. 10 DaB ein Werth Fm. der ein GroBies oder cin
Kleinstes in der nun eben bemerkien Bedeutung ist. nicht ¢hen
der groBite oder der kleinste fiir alle scyn miisse. welehe die
Function Fax von x=a bis x=0>0 annimmi. leuchtet von sclbsi
cin. Denn zu dem Ersieren wird nur erfordert. daB Fin groBer
oder kleiner sey als jeder unier der Form F(m + o) enthaltene
Werth, wenn wir @ anzufangen von cinem gewissen Werthe in
das Unendliche abnehmen lassen. Diefl aber kann Statt finden.
auch wenn gewisse andere. cinem viel groBieren oder viel klei-
neren Werthe von & zugehorige Werthe der Faim ersten Falle
grofler. im zweyten kleiner als Fin sind. Wenn wir z. B. fest-
setzen. dafl die Function Fx fiir x=a den Werth 10. und fiir
x=>b den Werth 53 annchme. fiir alle iibrigen Werthe von &
aber =1 seyn solle: so ist Fm=5 ohne Zweifel cin GrioBlies im
Sinne des vorigen 8. weil 5> 1. keineswegs aber der griofite
Werth, den Fm von x=a'bis x=>b annimmt: denn dieser ist =10.

2. DaB c¢s aber doch immer moglich scy. cin Paar cinander
so nahe licgende und die Zahl m cinsehlicende Grenzen @ und 8
anzugeben. in Betreff deren es gili. daB Fm der grofite oder
kleinste Werth von allen sey. welehe die Funetion Fx von x=e
bis x=p annimmt: LiBt sich leieht cinschen. Denn da es cin o
klein genug geben mull. daB fiir dasselbe und fiir alle kleineren
Werthe, wenn Fm cin GroBtes ist. das Verhiilini

Fim—w)<<Fm ~ F(n+ o).
wenn aber Fmocin Kleinstes ist. das VerhiltniB

F(m—ow) > Fm<_F(n+ o)
bestehet:. so bilden dicjenigen Zahlen m— o und m + o sclbst
das verlangte Paar.

5. Wenn Fm der groBice oder der kleinste Werth aus
allen denjenigen ist, welche dic Function Fx von x=a bis x=5
annimmt, in der Bedeutung. da# wenigstens kein anderer dieser
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Werthe groler oder kleiner ist: so folgt higraus freylich noch
nicht. daB Fm auch cin GroBies oder ein Kleinstes in der
Bedeutung des vorigen 8. genannt werden dijrfe: weil es ja seyn
konnte. daB unsere Fonetion fiir alle innephalb @ und g gele-
genen Werthe, zu denen auch m gehort, ihyen Werth gar nicht
indert. Dic widerspricht dem Begriffe cineg groften oder auch
cines kleinsten Werthes in der Bedeutung des §. 24 gar nicht,
wohl aber dem cines XuBBersten in der Bedeytung des vorigen §.

4. Ist aber nur nieht eben dieser Fall vorhanden : so ist kein
Zweifel. daB ein Werth, der die Bon(‘nnung des grioBten oder
des kleinsten in der Bedeutung des 8. 24 verdient. auch cin
duBerster sey. Denn nehmen wir nur o klejn genug. daft auch
m + o noch innerhalb a und b licgt: so muBl. wenn Fin der grofie
Werth unserer Funetion ist. nothwendig das VerhiiltniB

Fim—o)«. Fm >F@m+ o),
und wenn Fm o der kleinste Werth ist. das Verhilini®
F(m—aw) > Fm < F(m+ o)
Statt finden. Denn die nicht zugeben. hieBle behaupten: es gebe
irgend cin . dabey im ersten Falle entweder
F(m— o) > Fm oder F(m+ o) > Fm,
im zweyten aber entweder
Fim—w) << Fm oder F(m+ o) < Fm ist.
Dann aber konnte Fin im ersten Falle offenbar nicht der grofite,
im zweyten offenbar nicht der kleinste aus allen Werthen seyn,
die Fa von xa=a bis x=>b annimmt. Ist aber
Fim—o)-~Fm ~Fm+ o) oder F(m—o) ~Fm-ZF(@m+ o).
und besicht dieses VerhialiniB. auech wenn man o in das Unend-

liche abnehmen lifit, so ist Fm im ersten Falle ¢in Maximum,
im zweyten ein Minimum in der Bedeutung des vorigen §.

§.04. Lehrsatz. Wenn cine Funetion von a bis cinschlieli-
lich b stetig ist und fortwiithrend wiichst oder fortwihrend ab-
nimmt: so ist im crsten Falle Fa der kleinste und Fb der
grofite. im zweyten Falle aber Fa der groBte und Fb der
klecinste Werth aus allen. welche die Funetion von x=a bis
x = b cinschlicBlich annimmt.

Beweis. Lasset uns abermahls den ersten Fall betrachten.
Bezeichnen wir cinen beliebigen innerhalb & und b gelegenen
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Werth der Veridnderlichen durch x: so soll erwiesen werden,
dal} Fa < Fx < Fb scy. Weil aber auch a+® und b—o cin Paar
innerhalb a und b gelegene Werthe bezeichuen, sofern wir nur
o <. (b— a) nehmen. so mull. wenn wir o klein genug nehmen,
damit x inncrhalb a4+ o und b—o licge. wegen des fortwiihren-
den Waehsens der Funetion auch

Fla+ o) < Fx << F(b— w)

seyn. Da nun F(a4 o) und F(b—w) bey der unendlichen Ab-
nahme von o den Werthen Fa und Fb in das Unendliche nahen:
so mull auch Fa-7 Fx< Fb seyn.

8.65. Lechrsaiz. Auch Functionen. welehe fiir alle inner-
halb der gegebenen meBbaren Grenzen a und b licgenden Werthe
ihrer Veridnderlichen ¥ dem Gesetze der Stetigkeit gehorehen.
kénnen bloR dadurch. daB ihre Verdnderliche nach und nach
dic unendlich vielen Werthe x,. &y, x4, x,.... annimmt. deren
jeder folgende groBer (oder aueh kleiner) als der niichst vor-
hergehende ist. die aber alle innerhalb a und b liegen. — ab-
wechselnd bald = als cine gewisse bestandige Zahl M, bald
wicder Z als cine von jener verschiedene bestindige Zahl m
werden: ingleichen auch abwechselnd einen positiven und
dann wicder einen negativen Werth annechmen oder (wie
man dicB Letztere ausdriickt) ihe Vorzeichen unendliche
Mahle weehseln.

Beweis. 1. Setzen wir. daB die Zahl W fiir alle Werthe

von x>0 und Z § den erth W“ x. fiir alle Werthe von x>}
und Z $ aber den Wcrlh W— >~ fiir alle Werthe von x >4 und
Z % den Werth W= - fiir u]](‘ Werthe von x> & und < 1
;. l().x . .
den Werth W= ».) : und allgemein fiir alle Werthe von
O2n—1__ = __92n | B 221: — l__ r)2n x
R und 2% -~ den Werth B'=""- fiir
22:1—1 92n 2
22n___1 z2u+l_|
alle Werthe von x> " und 2 = — aber den Werth
) 2271 t)2n+l

W=22 x—22+4 1 annchmen solle: so ist leicht ¢inzusehen. daf?
diese Funetion fiir alle innerhalb 0 und 1 licgende Werthe der x
dem Gesetze der Stetigkeit folge. Denn daB fiir diejenigen Werthe
von x, dic zwischen 0 und §. dann § und £, } und § usw. liegen,
stetig scy. folgt schon daraus. weil W fiir diese Werthe durch-
giingig von der Form a+bx ist (8. 7). dal} aber W auch fiir die-
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jenigen Werthe von a die in der unendlichen Reihe
{ 5 T 15 2
2 ’ 4 ’ S ’ |() _)"._’n -1 3211

vorkommen. Stetigkeit habe. zeigt sich. wenn wir die Werthe

2/1vl_| ‘)'Zuﬁl

vergleichen. die je zwey nachst aufeinander folgende Bestim-
mungsweisen [ir diese Iille geben. indem sie cinander unendlich
nahe ricken. wenn wir den Untersehied des v in das Unendliche
) 221171 ___ I .
abnehmen lassen. So findet sieh fiir v=7 - - =1 und
. dan—1_| . , . .
[lir &= dw. W=1 — 21 @: fiilr x = findet
)2n— 1 - _32/1

. )2117_' i
sich =0 und fiir v =" , o H=22 o, llicraus crschen wir
)an

zugleich. daB bhey dieser Funetion dicjenigen Werthe von o die
in der Reihe
t 5 T 15
3 - -L . 8 - l()> e e '-‘)2“471 - —).2”

2n—1___ | yn |

licgen. fiir 7 abweehselnd den Werth 5 und 0 hervorbringen.
Da nun dic angeliihrien Werthe von aw deren Menge unendlieh
ist. fortwihrend innerhalb der Grenzen 0 und 1 verbleiben: so
sicht man. daB dic Zahl ' in der That leister. was in dem ersten
Theile unseres Lehrsatzes vorausgeseizt wird. Die Zahlen W ound
m sind namlich hicr D and 0: a und b aber 0 und .

2. Hiemit ist aber auch schon der zweyie Theil des Satzes
crwicsen. Denn stellt 1 eine Zahl vor. die innerhallb der Grenzen
0 und 1 unendliche Mahle abwechselnd dic Werthe D ound 0 cr-
reicht: so stellt H— 2 ¢ine Zahl vor. die innerhalh chen dieser
Grenzen unendliche Mahle abweehselnd & und — £ doho positin
und wicder negativ wird.

$.60. Anmerkung Sachkiindigen wird von selbst cin-
lcuchten. dall auceh Funcetionen. die durch cin cinziges von dem
besonderen Werthe ihrer Verinderlichen ganz unabhingiges Ge-
setz bestimmbar sind. die Eigensehaft hiaben konnen. die dieser
Lehrsatz besehreibi, So nimmt z. Bosin log (1) innerhall v -0
und =1 unendliche Mahle dic Werthe -1 und — 1 an.

.07 Zusatz. Wohl zu bemerken ist. dalb wir in unserem
Lehrsatze die Stetigkeit der in Rede sichenden Fanction Fa
blof fiiv alle inncrhalb a und b licgenden Werthe ihrer Ve
inderlichen vorausgescizt. iiber den Umstand aber. ob sic auely
fiir dicse Grenzen. welehe a und b setzt. stetig seyn miisse oder
auch nur konne. noch nichts entsehieden haben.
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§.68. Lehrsatz. Wenn cine Function Fx fiir alle innerhally
a und b gelegenen Werthe ihver Veriinderlichen dem Gesetze
der Stetigkeit folgt, und dabey gleichwohl unendliche Mahle
abwecehselnd bald = als eine bestindige Zahl M. bald wieder =
als cine von jener verschiedene bestindige Zahl m wird. oder
ihr Vorzcichen unendliche Mahle weehselt: so kann dielf doch
nur auf cine solche Weise geschehen. dalf im ersten Falle jeden
beliebigen innerhalb M und m gelegenen Werth. im zweyten den
Werth Null unendliche Mahle crreicht. und zwar fiir Werthe
von x. dic so beschaffen sind. daB jeder cinen ihm nichsten
d. h. so nahe liegenden habe. daB kein dreitter ihm noch nither
licgender angeblich ist.

Beweis. Nach der Voraussetzung. die unser Lehrsaiz macht.
ist ohne Zweifel eine Reihe von Werthen der x angeblich, deren
jeder folgende groBer (oder kleiner) als der niichst vorherge-
hende ist. ob sie gleich sammtlich innerhalb a und b liegen. dice
ferner so beschaffen sind. da8 die ihnen entspreechenden Werthe
der Function Fx im ersten Falle abwechselnd bald = W bald
wieder Z m, im zweylen aber abweehselnd positiv oder negativ
sind. Da nun nach §. 29 einc stietige Function aus einem Werthe
M in cinen anderen m nicht iibergehen kann, ohne erst alle da-
zwischen liegenden Werthe wenigstens cinmahl beriihri zu haben:
so mull es. wenn C cine beliebige zwischen M und m liegende
Zahl bhedeutet, im ersten Falle zwischen je zweyen Gliedern
der vorhin beschrichenen Reihe der Werthe von x. wenigsiens
cinen Werth von x geben. fiir welchen Fa in den Werth (7 iiber-
gehet. Gibt es also cine unendliche Menge von Werthen der .
so mull ¢s sicherlich auch cine unendliche Menge dazwischen
licgender Werthe von & geben. fir welehe Fx in den Werth ¢
iibergehet. Dal aber jeder dieser Werthe cinen ihm niichsten
haben miisse, crgibt sich aus 8. 18. Dasselbe gilt auch von dem
zweyten Falle, den unser Lehrsatz annimmt. wenn namlich
Fx sein Vorzeichen unendliche Mahle wechselt: denn zwischen
einem Werthe, der positiv, und cinem anderen. der negativ ist.
bildet die Zahl Null cinen mittleren.

§.09. Lehrsatz. Wenn cine Function Fx bloff dadureh. daB
ihre Verinderliche x gewisse innerhalb der meBbaren Grenzen
aund b gelegene Werthe x,, x;3. x5 ... von unendlicher Mengc
annimmt. — abwechselnd bald = als eine gewisse bestiindige

Zahl M. bald wieder Z als cine gewisse von M verschiedene
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bestindige Zahl m wird: und dieser Weehsel kehrt bey der
uncendlichen Menge der Zahlen x,. x,. a5. ... unendliche Mahl¢
wieder: so behaupte ich. daB diese Funetion dem Gesetze der
Stetigkeit gewill nicht cinschlieBliech von a bis b gehorche;
sondern entweder fiir x=a oder fiir x=0 oder fiir irgend einen
innerhalb a und b gelegenen Werth ihrer Verdnderlichen. wenn
nichi fiir mehrere dergleichen Werthe. unstetig sey.

Beweis., Weil die unendlieh vielen Werthe der x, niimlich
die Ay xy. gL fiir welehe Fx abweehselnd einen Werth =2 M
und dann wicder cinen 2 m annimmt. alle innerhalb der meB-.
baren Geenzen a und b liegen: so folgt (aus §.), daB es moglich
seyn miisse. entweder alle diese Werthe, oder doch einen solchen
Theil derselben. der selbst schon cine unendliche Menge von
ihnen enthiilt. in cin Paar Grenzen cinzuschlieBen. welche cin-
ander so nahe riicken kionnen. als man nur immer will: und
diese Grenzen sind entweder @ und a +w. wenn wir durch ©
cine absoluie Zahl bezeichnen. die ins Unendliche abnehmen
kann. oder b und b—w. oder endlich eine innerhalb a und b
gelegene Zahl ¢ ciner — und ¢ 4+ ® oder ¢ — o andererseits.
Findet das Krsic Statt, so behaupte ich. daff unserc Function
fiir den Werth v =a. und einen positiven Zuwachs; im zweyten
Falle. daB sie fiir den Werth x=b und cinen negativen Zu-
wachs: im dritten endlich, daB sic fiir den Werth x=c¢ unstetig
sey. Iis wird genug seyn. wenn ich nur den ersten Fall beweise.
Sind nun die Werthe x,. x,. x5. . . .. fiir welche Fx abwechselnd
bald == M. bald wicder Z m wird. in der Niihe des Werthes x =a
so dicht angchauft, daB sich eine unendliche Menge derselben
von den zwey Grenzen a und a+ o einschliefen lassen, so klein
wir auch » machen mogen: so ist offenbar, daB sich der Unter-
schied F(a+ ) — Fo bey der unendlichen Abnahme von @ nicht
so verhalte, wice das Gesetz der Stetigkeit erheischt. Nach diesem
sollte ndmlich der erwithnte Unterschied nach seinem absoluten
Werthe <~ | werden und verbleiben. wenn wir @ nur klein

N

genug nehmen, und so sehr wir es dann auch noch fernerhin
vermindern. Hier aber gibt es fiir jedes auch noch so kleine o
zwey kleinere. fiir deren Eines F(a+4 @)= M und fiir das anderc
Z m wird. Bezeichnen wir also jenes durch o, und dieses durch
®,: so haben wir F(a+ ®,)=>M und F(a+ o) Z m: woraus

Fla+ o) — F(a+4 0,) = (M —m).
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Nach dem Gesetze der Stetigkeit aber sollte auch

Fla+w,) —Fa << i/ und F(a+ o,)—Fa <lV
seyn: daher der Unterschied F(a + w,) — F(a+ o,) jedenfalls < ',%
seyn miiflte: und somit nicht = (M —m) ausfallen diirfte. -

Also ist Fx fiir den Werth x =0 gewill nicht stetig.

§. 70. Lehrsatz. Auch cine Funetion, welche fiir alle Werthe
ihrer Veriinderlichen x von a cinschlieBlich bis b einschlieBlich.
dem Gesetze der Stetigkeit folgt. kann innerhally eben dieser
Grenzen unendliche Mahle abweehselnd steigen und fallen: doch
wird erfordert, daB weder ihre Maxima noch ihre Minima nach
ihren absoluten Werthen in das Unendliche wachsen. ingleichen,
dal der Unterschied zwischen den groBten und kleinsten Werthen, .
die sic abwechselnd erreicht. indem x fortwiihrend wiichst oder
fortwilhrend abnimmt. in das Unendliche abnehme.

Beweis., Es hat keine Schwierigkeit sich cine Funetion
stetig zu denken fiie cinen jeden solehen Werth ihrer Verdnder-
lichen x, zu welchem sich cin i klein genug nachweisen lafi.
nur um bchaupien zu konnen. daB dic Function innerhalh x
und x+i oder x und x—i fortwihrend wachse oder fortwahrend
abnehme. Allein wenn Fx unendliche Mahle abwechselnd steigt
und filllt, wihrend x entweder fortwiithrend wiichst oder fort-
withrend abnimmt, in beyden Fillen aber stets inmerhalb der
‘Grenze a und b verbleibet: so muB es cine unendliche Menge
von Werthen x;. x.. a5. x4, ... der Verdanderlichen & geben. deren
jeder folgende groBler (oder kleiner) als der vorhergehende ist.
ob sic gleich insgesammt innerhalb a und b licgen: und von je
zwey dieser niichst aufeinander folgenden Werthen muld sich
behaupten lassen. dafl Fx innerhalb derselben wachse oder ab-
nehme, und von dem folgenden Paarc das Gegentheil. so dal
dic Werthe, die Fa selbst fiir dic Werthe ay. xp, x5. Ay ... an-
nimmi, abermahls Maxima und Minima sind. Hicraus crgibt sich
aber, wie schon im vorigen 8. nachgewicsen wurde, dalt sich
centweder bey dem Werthe x =a oder bey x =b. oder bey cinem
oder mehreren innerhalb a und b gelegenen Werthen von & so
viele xy, Xy, &5, ... ancinander hiufen. dal je zwey Grenzen.
dic aus einem solchen Werthe und cinem anderen verinderlichen
gebildet werden konnen. so nahe sie auch einander riicken.
immer doch eine unendliche Menge der x,, x,. &3 ... zwischen
sich einschlicBen. Bezeichnen wir also diesen cinen oder cinen
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von diesen mehreren Werthen der & dureh ¢ (wo dann e ent-
weder =a oder = b oder innerhallb a und b gelegen seyn muB);
so gibi cs kein § klein genug. um behaupten zu konnen. daB Fx
innerhalb ¢ und ¢+1i oder innerhalb ¢ und ¢—1i foriwithrend
wachse oder abnehme. Dureh diesen Umstand wird nun die
Stetigkeit der Funetion Fao fiir den Werth a=c¢ allerdings ge-
fahrdet: und wenn entweder die Maxima oder die Minima nach
ihrem absoluten Werthe in das Unendliche waehsen: so konnte
die Funetion gewiB nicht stetig seyn. weil sich im Widerspruch
mit §. 24 unter den simmtlichen Werthen derselben von x=a
bis a=b cinschlieBlich entweder kein groBier oder kein
klcinster inder,chen daselbst erklirten Bedeutung vorfinde.
Also ist nothig, daBl jene Maxima sowohl als jene Minima einen
gewissen melBbaren Werth nicht iiberscehreiten. Allein nach Aus-
weis der vorigen 8. wiirde die Stetigkeit der Funetion auch noch
dann unmoglich gemacht. wenn jene Maxima und Minima. die
Fa abwecehselnd unendliche Mahle errcichi, die ersteren insge-
samt 7 als cine gewisse bestindige Zahl M, die Letzieren ins-
gesamt Z als cine andere bestiindige Zahl m verbleiben. Wenn
dagegen. wie in unserem gegenwiirtigen Lehrsatze vorausgesetzt
wird. der Unicrsehicd zwischen diesen Maximis und Minimis in
das Unendliche abnimmt: so kann unsere Funetion die Bedin-
gung. welehe zur Stetigkeit erforderlich wird, immerhin auch
fiir x=c crfiillen. Denn wenn es gleich fiir jedes @ noch ein
Paar klcinere o und o, gibt, fiir welehe F(c + ) ein Maximum
und F(c + oy) cin Minimum, das Erstere also wieder um etwas
groBer. das Letziere aber um etwas kleiner als der frithere Werth
F(¢+ o) wird: so hindert diefl doeh nicht, da8 der Unterschied
Fle+o)—Fe-= { werde und verbleibe. so schr man aueh hinter-
her @ noch vermindert. ITaben wir niimlich ® nur erst so klein
genommen. das der Untersehied zwischen allen Maximis und

Minimis. dic¢ zu noch kleineren Werthen von o gehoren. - N ver
bleibt. so wird. wenn Fe - F(e 4 o) ist, der Unterschied F(c+ o) = Fe
sicher nicht - F(c+ o) —Fe¢. und wenn Fe > F(c 4 o) ist, der

Unterschied F(et o) —Fe sicher nicht > F(¢+ 0,) — Fe ausfallen
konnen: so schr man aueh o hinterher noch vermindert. Also

wird F(¢+ o) — F¢ fortwithrend <—11\{ verbleiben.



Beyspicel Lasset die Zahl W nach cinem solehen Gesetze
von & abhingen. daB fiir alle Werthe von

r= 0 bis & W=«
= L bis & W=1_«
= 3 bhis 1. W=a_1
=1 bis 2. =51 __
=15 his 31 W =x_"75 usw..
fiir alle Werthe der x von der Form
don | D41 | o
- his . W=a— .
_‘).ZII _)_m+1 3 Yo —1
und fiir alle Werthe der & von der Form
_3‘2n+1 1 22::+;)ﬁ_ | . Don4-9 |
bis - W= - — A
Don “+1 REY +2 3 don

Fiir =1 endlich H'=1 scv: soist cinleuchtend. daB dicse Fune-

tion innerhalb der Grenzen =0 und x=1 uncendliche Mahle

steige und falle. So oft namlich der Werth von B unter der
Yon

Form W =—x — N enthalten ist. witchst B, wenn a wiichst:
3 L2

so oft dagegen der Werth von 7 dureh die Gleichung

. 2211»]~2 1
= - —

3 d2on
bestimmt wivd. nimmt H ab. wenn x wichst.

)2 2N 1
0 ! 3 7 15 A1 63 22— L
. 4 N-e o G0

D S - A,
64 D Y2n—+1

cchorigen Werthe von B bilden die Reihe

don )2n4-1
R A T TO et St o T
2 { S 16 52 G4 _’, ) 22” _; ' 32”+1 .
m. M.m. M. m. M. m. m. M.

welehe so abweehselnd. wie sie dureh die darunter gesetzien

Buchstaben m ound M bezeichnet sind. bald Minima bald wiceder

Haxima vorstellen. Weil aber der Unitersehied zwisehen je zwey
RN

aulcinander folgenden Werthen = = = ——-_ hey
3. 22:1+| ERRAL _)2n+l ’

der Vermcehrung von noin das Unendliche abnimmit: so hindert
dieser Umstand gar nicht. dal unsere Funetion von x=0 bis
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a =1 cinschlicBlich stetig ist. Fiir x=0 und fiir alle innerhalb
0 und 1 gelegenen Werthe ist diese Stetigkeit fiir sich selbst
cinleunchiend. Dal} aber dicse Funection. wenn wir ihr fiir den
Werth =1 den Werth W=} cinriiumen. auch fiir x=1 stetig
scy, crhellet daraus. weil der Unterschied F(1 —w)— % in das
Unendliche abnimmt. Denn da fiir jeden innerhalb O und 1 ge-
legenen Werth. also auch fiir den Werth 1 — @ cine der beyden
allgemeinen Gleichungen gilt, entweder
21— prte— |

- 1 .
W=x—"_ —. oder W="c-m’ — x:
3, 22m—1 3. Q2

so ist F(l —@) — !

centweder unter der Form

22::___1
—ow — —1
5, 21
oder unter der Form
'_)2:1-}—2_'
-t
1
- . _l_’_w_.:‘
3., 2

centhalten, wenn wir nur n in das Unendliche vermehren. Unter
dieser Bedingung aber nehmen beyde Ausdriicke in das Unend-

. : . |

liche ab: denn der erste ist =4 - o O der zweyte aber
5 dzn—1
1 .2

5. 2

§.71. Anmerkung. Verlangt man cin Beyspiel von ciner
Function. die sich durch cinen ganz cinfachen algebraisehen
Ausdruck darstellen ldBt: so fiihre ich (1 —x)2 sin log (1 — x) an.
welehes fiir alle Werthe von =0 bis x =1 cinschlieBlich stetig
ist, ob cs gleich cine unendliche Menge groBter und kleinster
Werthe innerhalb dieser Grenzen gibt. die aber nieht wic in §. 66
unverdnderlich sind. sondern selbst in das Unendliche abnehmen.

§.72. Zusatz Is widerspricht also der Stetigkeit ciner
Funetion nichi, daB sie. indem ihre Veriinderliche x von a bis b
fortschreitet. eine unendliche Reihe von Werthen Fx  Fas. Fa. ...
durchgche. welehe abwechselnd bald grofier bald wieder kleiner
werden, ingleichen auch, daBl diese Werthe ihr Vorzeichen un-
endliche Mahle dndern. d. h. bald positiv bald wicder negativ
werden, nur wird im ersien Falle erfordert. daB die Unter-

schicde Fxy — Fxy, Fag— Faxy. Fxy — F x5. ... nach ihren absoluien
Werthen in das Unendliche abnehmen, im zweyien. daff die
Werthe Faxy. Fxy. Fxy ... selbst absolut genommen. in das Un-

endliche abnehmen. weil sonst der Unterscehied zwisehen dem
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croBten (positiven) und dem kleinsien (negativen) Werthe von Fx
nicht ins Unendliche abnehmen konnte. wie unser Lehresatz [ordert.

$.75. Zusatz. Ob jener Werth, den cine stetige Funetion,
wic sie der Lehrsatz besehreibt, fiie a=¢ d. h. fiir den Werth
ihrer Verdanderlichen annimmt, in dessen Nihe sieh cine unend-
liche Menge von groBten und kleinsten Werthen derselben be-
findet, selbst ein GroBies oder Kleinstes oder auch keines von
Beyden sey. kommi aul besondere Umstinde an. In dem Bey-
spiele. das wir dem Lehrsatze beyligten, ist Fe=1 und also weder

: . . 2|
cin Grolites noch ein Kleinstes, da jedes Maxinmum o L
3 201 *
. . oo __ | 3. 2
jedes Minimum aber < List. DiceB kommt, weil die Ma-
'-', )2/1

vima und Minima in dieser Funetion cinander nur dadurch in
das Unendliche niahern. dall jene immer kleiner. diese immer
crofer werden. Begreiflicher Weise aber kann diese unendliche
Anniitherung l)(‘}(lm,‘ auch zu Stande kommen. wenn die auflein-
ander folgenden Maxima und Minima beyde fortwihrend griBer
oder fortwithrend kleiner werden, und dann wird Fe im crsten
Falle cin Maximum, im zweyten ein Minimum seyn. Denken wir
uns z. B. cine Funetion . welehe von =0 bis ¥ =1 von dem
Werthe 0 fortwiahrend steigt bis zu dem Werthe 3: von x=14 bis
xr=3 aber von dem Werthe § wieder fortwihrend sinkt bis zu

dem Werthe ' —4=1: von dem Werthe =134 bis \—g aber-
mahls steigt von }—1L=1 his 1 4++=%: von =71 bis x =15
wicder fallt von +»i—— bis 14+4+—L=2%: von x=1; bisxa=3}
wicder steigt von 144+ —1=2 his }++4L=7; von x =34 bis
x= 83 wicder fallt von 1+ =1 bis §+4+— %=1 und

nach diesem leicht u])zunohmon(lon Gesetze in das Unendliche
fortgchet: soist cinleuchtend. daB dicse Funetion innerhalb der
Grenzen =0 und x=1 cine unendliche Menge aufeinander
folgender Maxima und Minima hat. die beyde wachsen und
sich dem Werthe 1 in das Unendliche ndhern. Wenn wir also
fiiv den Werth a=1 der Funetion W den 1 beylegen. so wird
sic von a=0 bis a=1 cinschlicBlich stetig scyn, und fiir x=1
abermahls ein Maximum (namlich das GroBie von allen) er-
reichen.

§.74. Zusatz. Also kann cinc stetige Funetion (um so ge-
wisser eine. die das Gesetz der Stetigkeit nicht einmahl be-
obachtet) fiir einen gewissen Werth ihrer Verdanderliche
cin Acullerstes (ein Maximum oder auch Minimum) haben.

5
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obgleich es keine aueh noch so kleine Zahl o gibt. von der ge-
sagt werden konnte, daft diese Funetion innerhalb ¢ — o und ¢
fortwihrend wachse (oder abnehme) und innerhalb ¢ und ¢+ @
fortwithrend abnehme (oder wachse).

8. 75 Lehrsatz Es ist moglich. daB cine Function Fx das
Gesetz der Stetigkeit von ¥=a bis a=> cinschlicBlich befolge.
obgleich sich weder zu a, noch zu b. noch zu irgend cinem
inncrhalb a und b gelegenen Werthe der x ein o klein
genug auffinden liBt. um behaupten zu konnen, daB Fx inner-
halb a und a4+ o, oder innerhalb b und b—wo. oder innerhalb
x und &+ @ nur Fines von Beyden thue. fortwithrend wachse
oder fortwithvend abnehme. _

Beweis. 1. Denken wir uns zuforderst eine Funetion von a.
ich will sic y, nenncn, die fir x=a den Werth A. fiir =06
den von 4 verschiedenen allenfalls groBleren Werth B annimmi.
inncrhalb a und b aber sich gleichférmig d. h. so idndert.
dall zu gleichen Zuwiichsen von x auch gleiche (positive oder
negative) Zuwichse von y gehoren, Fiir diese Function mul} also

fortwithrend y= A4+ (x—a) b::: seyn.

2. Denken wir uns nun cine zweyle stetige Funetion y,.
die einen von dem vorigen etwas verschicdenen Gang befolge.
indem sic nicht fortwihrend wachst (oder abnimmt), sondern
einc gewisse. allenfalls eine endliche Menge von Abwechslungen
des Steigens und Fallens an den Tag legt. Setzen wir z. B., dal
ys fiiv dic zwey duBersten Werthe von a. a und b, und fiir den
mittleren % (a+b) cinerley Werthe mit y,, bezichungsweise nim-
lich dic Werthe 4. B und }(A--B) gebe: innerhalb a und 4 (a+ b)
aber. und eben so innerhall 3 (a+ b) und b erst steige. dann falle.
Mag dic nahmentlich auf eine solehe Weise gesehehen, daB der
grofitc Werth, den y, innerhalb a und i(a+b) crreicht, fiir x=
= a+$ (b—a) Statt finde und =4+ 5 (B—A)=3 A+ & B also noch
nicht so grof wie B sey. Der groBeren Einfachheit wegen lasset
uns annchmen, dal Beydes das Wachsen sowohl als das Fallen
immer gleichformig geschehe; daB somit fiir alle Werthe von

x=a bis x=a+§(b—a) yg=/1+%(x—a)%z:
und fiir alle Werthe von
x=a+3(b—a) bis x=}(a+b). y;=1(A+B)+ (a—})—lz__ x) llj———-/:

scy. Von x=1(a-}+b) bis x=a+7(b—a) mag eben so y, wieder
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steigen und (A4-B) +3 (x—— a—l—b) B—A1 seyn:
2\ 3 : H

2 /b'—"a

von x =—a-1(b—a) bis zu b aber soll y, fallen und
— B () B

seyn. Sonach wird der griBte Werth, den y, annimmt. der zu
x=a-+I(b—a) gehorige. namlich B4 1 (B—A4) seyn. Wiire im Ge-
centheil B<<A: so wiirde alles bisher Gesagte gelten. sobald wir
nur dic Worte Wachsen und Fallen, groBBter und kleinster
Werith vertausehen.

5. Aul cine dhnliche Art. wie wir die Funetion y, sochen
aus der y; hergeleitet. konnen wir aus der y, abermahls cine
dritic Funetion yy; herleiten. indem wir mit jedem der vier
Stiicke. in welehe der Abstand b—a nach dem vorigen Ver-
fahren zerlegt worden ist. das vornehmen, was wir vorhin mit
lem ganzen Abstande thaten, d. h. auch jedes dieser Stiicke in
vier andere zerlegen, innerhalb deren die y; das eine Mahl
steigt. das nachste Mahl wieder fdllt. Wie von der Function y,
eesagt werden konnte. daBl der groBte Abstand, zwischen den
Werthen von . innerhalb dessen sie nur Eines von Beyden thut.
entweder nur fortwahrend steigt, oder nur fortwihrend fillt, nicht
eroBer sey als 2 (b—a): so laBi sich von der Function y; be-
haupten. daB dieser groBte Abstand nicht groBer als (3)2(b—a) sey.

4. Verfahren wir eben so wie mit der y, auch mit der IFune-
tion ys;. so crhalten wir eince vierte stetige Funetion y,;. bey
weleher der grofite Abstand. innerhalb dessen sie bloB steigt oder
fallt. (3)3 (b—a) ist. Usw.

5. Da diese Scehliisse in das Unendliche fortgesetzt werden
konnen: und die Zahl (3)"(b—a) durch die Vermehrung von n
in das Unendliche abnimmi: so sehen wir, dal} sich zu jeder
auch noch so kleinen Zahl o eine Funetion y, auffinden liBt.
bey weleher der groBte Unterschied zwischen den Werthen von .
inncerhalb deven die Funetion fortwihrend wachst oder abnimmit.
<= w ist. obgleich sie dem Gesetze der Stetigkeit ununterbrochen
Tolgt. Allein wir sollen darthun, daB nicht in verschiedenen
Funetionen, sondern in ciner und eben derselben eine so viel-
[iltige Abwechslung des Steigens und Fallens vorkommen konne.
daB kein aueh noch so kleines @ angeblich ist, von dem sich
sagen licBe, daB diese Funetion innerhalb x und x4+ o fort-
withrend steigt oder fillt.
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6. Eine Function von dieser Beschaffenheit crhalten wir,
wic ich behaupte. wenn wir die Function Fx nach cinem solchen
Gesetze von der Verinderlichen x abhiingen lassen, dalt jeder
zu x gehorige Werth der Fx die Grenze vorstellt, der sich zu
demselben x gehorige Werthe der Funetion y, bey der unend-
lichen Vermehrung von n in das Unendliche nahen, sofern nicht
beyde Werthe einander vollkommen gleich sind. lech werde crst
darthun miissen, daB eine solche Funection in der That moglich
sey, dann wird sich leicht erweisen lassen, daB sic auch dem
Cesetze der Stetigkeit gehorche, und die Beschaffenheit habe.
welehe im Lehrsatze ausgesagt wird.

a) Die Moglichkeit einer Function, wic ich soeben dic Fix
beschrieb, wird auBler Zweifel seyn, wenn wir erwcisen, dal} es
zu jedem nicht auBlerhalb a und b gelegenen Werthe der x einen
hestimmten meBbaren Werth fiir Fx gebe. Ist nun x=a, so haben
wir Fa=A4; fiir x=0>, haben wir Fb= B: fiir

w=a+b), ist (%] ?) =44 +B);

und so gibt es noch cine unendliche Menge von Werthen der Fx.
die sich durch einen aus 4 und B zusammengesetzten rationalen
Ausdruck darstellen lassen; weil es bestimmte Werthe in ciner
der Functionen y,. y,;. y; . .. gibt, mit den sic zusammenfallen.
Es sind dieB ndmlich alle diejenigen Werthe von Fx, welche zu
solchen Werthen von x gehoren, auf die man bey dem Geschiifte
der Theilung des Abstandes (b—a) friiher oder spiiter kommt.
DaB aber auch zu jedem belichigen andcren Werthe von .
der fortwihrend zwischen zwey von jenen Grenzwerthen licgt.
ein meBbarer Werth von Fx gehire, erhellet so: Wenn wir vor-
aussetzen, daB A < B sey; so ist offenbar unter allen Werthen.
welche die Function y, annimmt, der kleinste = A4, der grifite
=1(9B—A4):; wenn aber im Gegentheil 4 > B, so ist 4 der
groBte und 4 (9B—A) der kleinste. In beyden Fillen also ist der
Unterschied zwischen dem griofiten und kleinsten Werthe der
Function y, nicht grifler als §(B—A4). Da wir nun, um den Werth
der Function y; zu erhalten, mit jedem der 4 Stiicke, in welche
der Abstand (b — a) zerlegt wurde, eben das vornahmen, was mit
dem ganzen Abstande (b— a) vorgenommen wurde, um die simmt-
lichen Werthe der y, zu erzeugen: so leuchtet ein, daf der grifite
Unterschied zwischen demjenigen Werthe der y;, welche zu
Einem der erwiihnten 4 Stiicke gehoren. nur £ - % (B—A) be-
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trage; indem derjenige Abstand, der vorhin (B—A4) war, hier
nur §(B—A) ist. Auf dhnliche Weise findet sich der griofite Unter-
schied zwischen den Werthen, welche zu Einem der 16 Stiicke
gchiren, in die der Abstand (b— a) zur Bildung der Function y;
zerlegt worden ist, =% (£)2(B—A4). Und so ist allgemein der grioBte
Unterschied zwischen den Werthen, welche zu Einem der (4*—2)
Stiicke gehoren. in die der Abstand (b—a) zur Bildung der Funec-
tion y, zerlegt wird, d. h. deren zugchorige x keinen groBeren
Unterschied als (3)"—2(b—a) von cinander haben, = § (§)*—2 (B—A4).
Vermehren wir also die Zahl n noch um r, indem wir die Func-
tionen Yntiy, Yntss - - - Yntr bilden: so kann der Unterschicd
zwischen denjenigen Werthen der y, und ys+,, deren zugehorige x
von einander nicht mehr als um (§)"—2 (b—a) verschieden sind,
auf keinen Fall groBer seyn, als die Summe, welche zum Vor-
schein kommt, wenn wir die cben erwihnten einzelnen Unter-
schiede addiren, d. h. als

11—t (B—A)+2 (O~ (B—A)+ 4@ B—A)+ - + 5@ —*(B—A).

Dieser Unicrschied bleibt also immer kleiner als der Werth
dicser Reihe, wenn wir sie in das Unendliche fortgehen lassen.
d. h. als 3(§)"—2.(B—A). Verstehen wir also unter y, itzt denje-
nigen Werth der Function y., der zu demselben x wie der be-
stimmte Werth Fx gehort; so ist der Unterschied zwischen y,
und Fx auf jeden Fall <3(8)"—*(B—A4). Da aber dieser Unter-
schied bey der unendlichen Vermehrung von n in das Unend-
liche abnimmt; so geht hervor, daB sich der Werth von Fx so
genau als man nur immer will bestimmen lasse.

b) Auch zeigt sich, dal diese Function dem Gesetze der
Stetigkeit folge; denn weil die y» dem Gesetze der Stetigkeit
folgt. so nimmt der Unterschied der beyden Werthe von y,,
welche zu x und x4+ 4x gehoren, mit gx in das Unendliche
ab: also muB auch der Unterschied der Werthe Fx und F(x +4x),
dem die crsteren unendlich nahe treten, in das Unendliche ab-
nehmen.

¢) Dal} aber bey dieser Function trotz ihrer Stetigkeit eine
unendliche Menge von Abwechselungen des Steigens und Fallens
in der Ari Statt findet, daB fiir keinen Werth von x, der nur
nicht auflerhalb a und b liegt, ein @ klein genug angeblich ist,
um behaupten zu konnen, daB Fx innerhalb x und x + @ nur
fortwihrend steige oder fortwihrend falle, erhellet daraus, weil
sich zu jedem auch noch so kleinen o ein n auffinden ldBt so
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groll, dall (§)"—2(b—a) < o ausfillt. Bey einem solchen Werthe
von n stellt y,4, ¢inec Function vor, die innerhalb jedes Ab-
standes = oder > (#)*—1(b—a) wenigstens zweymahl steigt und
zweymahl wieder fillt. Also auch innerhalb x und x + o steigt
und fillt y.4, zweymahl; da nun die hichsten und niedrigsten
Werthe, welche die Functionen von der Form y,. ys. ys.... bey
ihrem abwechselnden Steigen und Fallen annchmen, insgesammt
auch in der Function Fx vorkommen: so gibt ¢s auch in der
letzteren innerhalb x und x + @ vier zu chen soviel aufcinander
folgenden Werthen der x gelegene Werthe . 8, . d. davon 3> e
und 7 < B ist: d. b. auch die Function Fx steigt weder fort-
withrend. noch fiillt sie fortwiihrend innerhalh x und x + o.

§.76. Lehrsatz, Wenn I¢ cin duBlerster Werth der Fune-
tion Fa ist, und zwar ein duBerster wenigstens hinsichtlich auf
cinen positiven (negativen) Zuwachs ihrer Verinderlichen x
(8. 62); wenn ferner F(c+9) der niichste dullersie Werth ist. den
es in dieser Function auf Seite des positiven (negativen) Zu-
wachses gibt: und wir wissen endlich. dall diese Function dem
Gesetze der Stetigkeit von x=c¢ bis x=c¢4y ecinschlieBlich gc-
horchet: so mufl der duBerste Werth, den F(c+p) vorstellt (wenn
nicht auf beyden Seiten). wenigstens hinsichtlich auf cinen ne-
gativen (positiven) Zuwachs. Statt finden. und Eines der Beyden
AcuBlersten Fe und F(c+9) muB als ein Maximum., daB andcre
als ein Minimum befunden werden.

Beweis. 1. Es wird genug seyn, wenn wir nur darthun,
daB falls der Werth Fe cin Maximum ist. und zwar hinsichtlich
auf einen positiven Zuwachs, der Werth F(c+9) ein Minimum
seyn miisse. und zwar hinsichtlich auf cincn negativen Zuwachs.
Denn fiir die iibrigen Fille ergibt sich der Beweis auf iihnliche
Art. Weil nun die Function Fx dem Gesetze der Stetigkeit von
x=c bis x=c¢+7 einschliefllich folgt; so mul} es nach §. 24 unter
den siimmtlichen Werthen derselben, die sie von x =c¢ bisx =c¢+vy
annimmt, wenigstens Finen, welcher der groBte, und cinen.
weleher der kleinste ist, geben, in dem Sinne, dalB der erstere
keinen grioBeren, der zweyte keinen kleineren neben sich
hat. Wire nun Fe¢ kein solcher groliter Werth; so miite os
irgend einen von c¢ verschiedenen. aber nicht auBerhalb ¢ und
¢+7 liegenden Werth von x, den wir durch c¢+py vorstellen
wollen, geben, dessen zugehiriger Werth von I'x oder I'(c 4 wy)
cin solcher grofiter Werth ist. DicB F(c¢ + pp) miillte nach §. 63
entweder ein Maximum seyn, oder es miilite ein Paar den Werth
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¢+ uy cinschlicBende Zahlen ¢ und g geben. dal unsere Funetion
fiilv alle innerhalb e und g gelegenen Werthe von & den
Werth I(c 4+ wy) unverandert beybehilt.

2. Das Erste. oder dalt IF'(e+uy) cin Maximum sey. wider-
spricht geradezu der Bedingung des Lehresatzes. daB es inner-
halb ¢ und ¢4y kein Maximum oder Minimum geben soll.

5. Lasset uns also nur noch die zweyte Annahme priifen.
Bey dieser miiBte es irgend cin @ geben klein genug. dal? fiir
dasselbe und fiir alle klcineren die Gleichung

Fle 4 my— )= Fle+ )

bestehet. In dieser Gleichung LiBt sich i unbedingt vermindern,
aber nicht eben so unbedingt vermehren. Denn wenn wiv @ = uy
nehmen. soist F(e+wy—i) = ¢ sicher nicht = F(e+unp). Die Be-
schaffenheit. cinen Ausdruck F(e+puy—1). der =F(c+upyp) ist.
zu licfern, kommt also zwar allen Werthen von i, die kleiner
als cin gewisser sind. aber nieht allen iberhaupt zu.
Nach §. gibt s daher gewill eine meBbare Zahl j. welche die
eroBte derjenigen ist. von denen gesagt werden kann, daB alle
Werthe von i, die <2 j sind. dic hier besehriebene Besehaffen-
heit noeh haben.

4. Von dicsem j nun behaupte ich. es miisse <<py seyvn. der
Werth F' (¢4 uy—j) aber miisse der letzte derjenigen seyn. welehe
dem Werthe F(e+pp) gleieh kommen: dagegen jeder Werth,
(¢ +uy—(j+w). weleher zum Vorschein kommt. wenn wir statt j
cine Zahl j+ o sctzen. o moehte aueh noch so klein seyn. miisse
bald < I'(¢ 4 up) auslallen.

a) Dall j < py scyn miisse, erhellet daraus. weil wir schon
vorhin fanden. daB Fe-2 I'(e4y) sein miisse.

B) Dal aber IF(c+ uy—j) noch zu den Werthen gehore. die
der Zaht F(c+4uy — j) gleichen. flicBt aus der Stetigkeit, dic un-
sere Funetion befolgt. Denn weil fiiv alle Werthe von <2 j. dic
Gleichung F (¢ 4 puy —i) = I (¢4 uy) bestehet: so muB sic auch noch
fiir i=j bestehen, d. hoaueh F(e 4wy —j) muB = (c+uy) scyn.
Dall endlieh F(e+py— (j+ o)) schon < I'(c+ uy) seyn miisse,
folgi aus der Annahme. daB j der groBte Werth sey. von dem
es gilt, daB alle klcineren das VervhaliniB (e 4+ py — i) = (¢ 4 ny
noch crfiillen: und aus dem Umstande. daB alle Werthe der
Funetion, welehe dem groBten nieht gleichen. kiciner als dieser
seyn missen.
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5. Aus allem diescen aber gehet deutlich heevor, dal} sich
der Werth F(c+ uy—j) ganz wic ein Maximum (wenigstens wic
ein cinscitiges) verhalte. Da nun vorausgesetzt wird, daB s kein
AcuBersies fiir unsere Funetion innerbalb ¢ und ¢+ gibt: so
miissen wir auch diese zweyle Annahme verwerfen. Es eriibriget
also nur zuzugestehen, daB Fe unter den simmtlichen Werthen
der Function von x=-c bis &= ¢+ py cinschlicBlich keinen g r6-
Beren iiber sich habe.

6. Unter diesen Werthen mull es aber aueh einen, der keinen
kleineren unter sich hat. geben: und wenn man nur nicht
sogleich zugeben will. daR dieser der Werth F(c+19) scy: so
miiBte sich dasselbe durch einen Ausdruck wie F(c+ uyp) dar-
stellen lassen. worin uy <y ist. Aus §. 63 wissen wir aber, dal}
auch jeder soleche kleinste Werth einer Funetion entweder
ein Minimum scy oder dall es zwey die Zahl ¢+ gy einschlic-
Bende Grenzen e und g gebe. die so beschaffen sind, dalf alle
inncrhalb derselben liegenden Werthe der Fx denselben Werth
F(c+ wuy) hahen. Annehmend. daB F(¢ 4+ pp) cin Minimum sey.
hieBe der Bedingung. daBl unsere Function zwischen ¢ und ¢+ py
kein AcufBlerstes habe, gerade zu widersprechen. Allein aueh bey
der zweyten Annahme zeigt sich auf dhnliche Art wic vorhin,
dal} sic uns nothige irgend ein. sey es auch nur ein cinseitiges.
Minimum innerhalb ¢ und ¢ + y zuzugestechen. Da wir diell nicht
sollen, bleibt uns nichts iibrig, als den Werth F (e + ) selbst fiir
eincn kleinsten Werth der Function zu erkliaren. Und somit
ist dieser Werth gewill ein Minimum.

Dal er es aber (wenn nicht in beyderley Hinsichien.
wenigstens) hinsichtlich auf einen negativen Zuwachs von x seyn
miisse. ist schr leicht einzusehen. Denn die entgegengesetzte
Annahme hitte ja zu Folge, daB es ein o klein genug gebe, um
behaupten zu konnen, daB F(c+ y—wo) fiir diecses und fiir alle
klecineren Werthe =F(c+7) scy: und wir wissen schon, wic
dieses auf dic weitere Folge hinausfiihrt, das es cin Minimum
von der Form F(¢c+9—j), d. h. noch zwischen ¢ und ¢4 irgend
ein Acullerstes gebe.

§.77. Lehrsatz. Wenn cine Funetion Fx fiir alle innerhalb
a und b gelegenen Werthe ihrer Verdnderlichen x dem Gesetze
der Stetigkeit folgt; innerhalb eben dieser Grenzen aber auch
mehrere Acuflerste hat, es seyen diefl ein- oder beyderseitige,
sind sic nur jedenfalls so vertheilt, dalf unter den simmtlichen
Werthen von x, die ihnen zugehoren, jeder seinen ihm nichsten
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hat: so behaupte ich, dal} von je zwey Acullersten. welche zu-
niichst aufeinander folgen, das Einc immer ein Maximum, das
andere ein Minimum seyn miisse; cs wire denn, daR? beyde
AcuBerste zu den bloR einseitigen gchoren, und daB die
Function fiir alle zwischen liegenden Werthe ihrer Verdnderlichen
¢inen und eben denselben constanten Werth behilt: in welchem
Falle jene beyden AcuBersten auch von derselben Art, d.h. beyde
Maxima oder auch beyde Minima seyn konnen.

Beweis. 1. Wenn ¢ cin innerhalb a und b gelegener Werth
ist. welechem cin duBlerster Werth der Fe. nahmentlich ein Maxi-
mum und zwar c¢in beyderseitiges entspricht; so folgt aus
dem vorigen Satze, daB das nichste an Fe grenzende Aeuflerste
aul Seite des positiven sowohl als auch des negativen Zuwachses
von x (falls es cin solches gibt) ein Minimum sey; und wenn
umgcekehrt Fe ein beyderseitiges Minimum ist, so folgt, daB das
niichst angrenzende AeuBerte zu beyden Seiten ein Maximum sey.

2. Stellt aber Fe ein blo} einscitiges Maximum oder Mi-
nimum vor: so mull es vermoge des Begriffes eines solchen
AeuBlersten auf einer Seite hin einen Zuwachs von x=i geben.
der klein genug ist, daf fiir ihn und alle kleineren F(c+1i) =Fc¢
verbleibt. Es liBt sich aber ganz wie im vorigen 8 No. 3 be-
weisen. dal es auch einen griofiten Werth von i =j geben miisse.
der noch die Gleichung F(c+j) =Fc erfiillt; daB somit I'(c+j + o)
bereits > oder < als Fe¢ seyn miisse; woraus denn folgt. daB
F(c+j) abermahls ein AeuBerstes, nimlich cin cinseitiges Aeuler-
stes sey.

5. Von welcher Art aber dieB AeuBlerste sey. ist unbestimmi:
c¢s kann bey cinerley Fe sowohl ein Maximum als auch ein
Minimum seyn. wie wir uns leicht durch irgendein Beyspicl
iiberzcugen kinnen. Denn setzen wir, dall Fx fiir alle Werthe
von x=0 bis x=c¢ den Werth ax habe, fiir x=c also =ac werdec.
dann aber fiir alle Werthe von x=c¢ bis x=c+j fortwihrend
=ac verbleibc: so haben wir, wenn a und ¢ positiv sind, an
dem Werthe ac das Beyspiel eines einseitigen Maximi; und cs
hindert uns nichts das niichstfolgende einseitige AeuBerste, das
liv x=c+j eintritt, so einzurichten. daR es ein Maximum, oder
auch daB es ein Minimum werde. Das Erste geschieht, wenn wir
z. B. festsetzen. daB fiir alle Werthe von x >c¢ 4+ j, Fx=ax—aj:
das zweyte, wenn wir Fx =2ac+ aj —ax annehmen.

§.78. Zusatz. Die im §. 77 angegebene Bedingung, daff die
Maxima und Minima in ihrer Aufeinanderfolge wechseln, ver-
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stehet sich also bey Funectionen, welehe an keine andere Be-
dingung als das Gesctz der Stetigkeit gebunden sind. keines-
wegs von selbst und tritt nicht nothwendig ecin. Denn wenn es
kein auch noch so kleines ® von der Art gibi. daB} sich be-
haupten licBe. dic Function Fx steige oder falle fortwiheend
innerhalb & und x4 @: so sicht man. daB zwischen je¢ zwey
Werthen & und ¥+ . deren zugehorige Fa und F(x+ o) cin Paar
AcuBerste sind. noch ivgend cin dritter Werth von x licge,
dem gleichfalls cin AcuBlerstes zugehort. Ist aber dieB. dann laBt
sich von einem Paare niichst auleinander folgender AeuBersten
gar nicht sprechen. und eben darum auch nicht behaupten. dalB
das Eine derselben cin Haximum. das andere cin Minimum
sCyn miisse. )

§.79. Lehresatz Es lassen sich Funetionen Fx denken. die
inncrhalb gewisser Grenzen a und b ihrer Verinderlichen a fort-
withrend wachsen oder abnehmen, dabey auch fortwiithvend
melflbar verbleiben. und doch nicht stetig auch nur [liir cinen
cinzigen innerhalb a und b gelegenen Werth der x sind.

Bewceis. Wenn Fx auch nicht fiir einen einzigen innerhalb
aund b gelegenen Werth von x stetig seyn soll: so muB (nach
8. 2) fiir jeden dieser Werthe Einer von folgenden drey Fillen
cintreten:

a) entweder der Unterschied F(x+ Jx)—Fx mull. so klein
wir auch .Jx annehmen mogen, unmeBbar bleiben, oder

b) dicser Unterschied mufl obgleich meBbar doeh bestiindig
> { sich darstellen, oder endlich

) . 1 ) )
¢) er wird zwar auch zuweilen < N aber verbleibt  dieB

nicht. wenn wir 4x in das Unendliche abnehmen lassen.

1. Der crste Fall kann nun allerdings bey unserer Funetion
fiir keinen innerhalb a und b gelegenen Werth von x cintreten.
Fiir cinen solchen ist namlich nach der Voraussetzung, welehe
der Lehrsatz macht, der Werth von Fx, und wenn wir 2/x so
klein nchmen, daR auch noch x + Jx innerhalb a und b licgt.
auch der Werth von F(x 4+ 4x), mithin auch der Unterschied
F(x +4x) — I'x einc meBbare Zahl.

2. Auch der dritie Fall kann sich hier nic ergeben: denn
weil vorausgesetzt wird. dalt Fx innerhalh a und b fortwihrend
wachse oder foriwiihrend abnehme: so kann der Unterschied
F(x + dx) — Fx, nach seinem absoluten Werthe genommen., bey



75

der Verminderung von x immer nur abnehmen: ist er somit
fiir cinen gewissen Werth von 27x cinmahl schon < { geworden,
so kann er bloB dadureh. daB wir 4x in das Unendliche ab-
nchmen lassen, nicht wieder >\]/ werden.

5. DaB aber der zweyte Fall bey cinem jeden innerhalb
a und b gelegenen Werthe der x sich einfinde. [ithrt keinen
Widersprueh mit sich: sobald wir nur nicht voraussetzen. daB

die Zahl ]\ [iiv welehe das VerhialtniB F(x 4-0x) — Fa - \I he-

stchen soll, bey allen Werthen von x eine und dieselbe ver-
bleibe. Nun ist es allerdings wahr, daB der Unterschied IF(x+_/x)
— I'x fiir diesen Fall selbst dann, wenn dx cine unendlich
klcine Zahl (in der 8. erklirten Bedeutung des Wortes wird),
scinem absoluten Werthe nach immer noch grioBer als cine ge-
eebhene endliche Zahl verbleiben miisse.

Bezeichnen wir also dureh x und x4+ cin Paar beliebige
inncerhalb a und b gelegene Werthe der frey Verdanderlichen. und
denken wir uns den Untersehied @ in eine unendliche Menge
uncndlich kleiner Theile zerlegt, ctwa wie solehe zum Vorschein
kimen. wenn wir denselben dureh cine beliebige unendlich
groBe Zahl n dividiren wiirden: so sind wir freylich zu der Be-
hauptung berechtigt: daB cine unendliche Menge von Verhiilt-
nissen. wie die nachfolgenden bestehen:

I (x—}— l—) —I'x > e
n

. 20 . [
(e )= i) e

n

I’(.x‘—{— r’zll) o I“(x—{— (n—1) i) > e,

Aus diesen Verhiltnissen folgt dureh Addirung des GroBieren
zom GriBeren, wenn wir die gleichen Theile. die mit entgegen-
gesetzten Vorzeichen in dev Summe erscheinen. weglassen. weil
sic sich unier cinander aufheben:

Fxd+i)—Fa>e +e;+e,+-o0 + 0.
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Hicr ist nun rechter Hand allerdings cine Summe, welche aus
eincr unendlichen Menge endlicher Zahlen von einerley Vor-
zcichen bestehet. Indessen wissen wir (aus §.), daB eine solehe
Summe keineswegs unendlich groff zu seyn brauche. Ist aber
diesc Summe nur endlich, so hindert nichts, uns auch den Unter-
schied IF(x¥41i) —Fx. der seinem absoluten Werthe nach immer
grofler als jenc Summe seyn mul}, nur endlich grof zu denken.
Somit konnen denn auch die Werthe von Fx alle meBbar ver-
bleiben.

§.80. Lehrsatz. Wenn cine Funetion Fx fiir einen gewissen
Werth ihrer Verdnderlichen x=c¢ einen Sprung thut (8. 2), fiir
andere unter der Form ¢+ o oder ¢c— o enthaltene aber Stetigkeit
hat: so liBi sich jederzeit eine hestiindige meBbare Zahl von der
Beschaffenheit angeben. dal? ihr der Unterschicd F(c+ w)— Fe
nach seinem absoluten Werthe bey der unendlichen Abnahme
von o so nahe kommt. wie keine andere Zahl.

Bewecis. Nachderim 8.2 gegebenen Erklarung eines Sprunges
mull der Werth Fe¢ ein meBbarer seyn: und weil die Function
fiir alle diejenigen x, die einer der Formen ¢+ o oder ¢—o
unterstechen, stetig seyn soll; so miissen auch alle diejenigen
ihrer Werthe. welche entweder der Form F(c+ o) oder F(c— w)
unicerstchen. meBbar seyn. Mithin ist es auch der Unterschied
I'(¢ + w)—Fe¢. Bleibt nun (weil auch dieR moglich ist) der Werth
von F(c+ o) anzufangen von einem gewissen o fiir alle kleine-
ren abwiirts bestindig, cinerley z. B, =4; so ist 4 —c¢ sclbst die
Zahl. von der wir in unserem Lehrsatze reden: cine bestindige
melBlbare Zahl. welcher der Unterschied F(c + @)— F¢ so nahe
kommt, wic keiner anderen. Ist aber F(c¢+ o) verinderlich. so
folgt doch aus der Stetigkeit. die diese Funetion fiir alle o,
welche kleiner als ein gewisser sind, beobachten soll, dalt es
einc bestandige mefbare Zahl A gibt, der sich IF(c + ®) in das
Unendliche nédhert. Bezeichnen wir niimlich die verschiedenen
Werthe, in welche F(c+ o) iibergchet, wenn wir @ nach einem
beliebigen Gesetze in das Unendliche abnehmen lassen, durch
Xy, Xg, Xg.....; s0 gilt von dicsen Zahlen, daBl der Unterschied
Xntm— Xn nach seinem absoluten Werthe betrachtet, so gro man
auch dic Zahl m annehmen mag, fortwiihrend kleiner verbleibt,
als cin gewisser Bruch, der selbst so klein werden kann, als
man nur immer will. wenn man nur erst die Zahl n gro genug
angenommen hat.
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Aus §. wissen wir nun, es gebe jederzeit eine, aber auch
nur eine einzige melbare Zahl A, der sich die Zahlen x;. x5. x5, . . .
in das Unendliche nidhern. Ist aber A4 cine Zahl von der Art,
daB A—F (¢ + w) seinem absoluten Werthe nach in das Unend-
liche abnimmt d. h. =& wird; so ist

Fctow)—Fc=4— —Fc=A4—-C —Q.

Also ist A—C jene bestindige Zahl, von der unser Lchrsatz
behauptet, daBl ihr der Unterschied F(c + w)—Fe¢ so nahe riicken
konne, wie keiner anderen.

§. 81. Erklirung. Es sey mir erlaubt, dic Zahl, dic dicser
Lehrsatz beschreibt, d. h. jene bestindige meRBbare Zahl, welcher
der Unterschied F(c+ w)—Fc bey der unendlichen Abnahme
von @ so nahe tritt, wie keiner angeblichen anderen, die Grofle
des Sprunges, welche die Function Fx fiir den Werth x=c¢
macht, zu nennen.

§.82. Lehrsatz. Wenn eine Function das Gesetz der Stetig-
keit nicht anders als nur fiir gewisse vereinzelt stchende Werthe
ihrer Verindcrlichen verletzet; so kann gleichwohl die Menge
der Spriinge, welche sie innerhalb zweyer. gegebener Grenzen
ihrer Veridnderlichen macht, unendlich grof werden, und zwar
sclbst, wenn sic innerhalb dicser Grenzen nur Eines von Beyden
entweder fortwithrend wiichst, oder fortwithrend abnimmt. Doch
miissen in diesem Falle die Groflen ibhrer Spriinge, wenn wir
sie dergestalt ordnen, daB nie cin groflerer auf einen kleineren
folgt, einc mefBbare und somit convergirende Reihe bilden. Wenn
aber die Bedingung. daf# die Function innerhalb der gegebenen
Grenzen fortwithrend wachse oder fortwithrend abnehme, nicht
gesetzt ist; so wird auch die GroBle ihrer Spriinge durch kein
anderes Gesetz, als daB ein jeder meBbar seyn miisse, beschrinkt.

Beweis. 1. Denken wir uns eine Function, welche fiir alle
Werthe von ¥=0 einschlieBlich bis x=14 ausschlieBlich den Werth
Fx=ax annchme; fiir alle Werthe von x =14 einschlieBllich bis
x=3%+1=14 ausschlieBllich, den Werth Fx =14} + x; fiir alle Werthe
von x=4% einschlieBlich bis ¥x=34+4+4+1=71 ausschlicBlich. den
Werth Fx =44 ua; fiir alle Werthe von x =171 einschlieBlich bis
x=3%14+1+1+ 4% =1 ausschlieBlich, den Werth Fx=3}4 x und
nach dem hier angedeuteten Gesetze in das Unendliche fort-
schreite, so daB im Allgemeinen allen Werthen von

1 1 1

x = Il—l—l—l——l-—;"— cinschlicBlich bis x = .3 —|-—4‘—+....+§_"_11.



aussehlieBlich. der Werth l"x=%+ _1—!— R 21" + & zugchort.
2

I5s ist offenbar. daB dicse Function fiir alle innerhalb der Grenzen
0 und 4. dann § und 4. dann § und § u. s. w. gelegenen Werthe.
das Gesetz der Stetigkeit befolge. Denn alle fiir diese Werthe ihrer
Verinderlichen gehorigen Werthe der Funetion. sind unter der
einfachen Form a4 x enthalten: nur nimmt von Zeit zu Zeit a
cinen andern aber stets meBbaren Werth, der <1 ist. an. [ben
so offenbar ist aber auch. dal diese Funetion vom Gesetze der
Stetigkeit abweiche und c¢inen Sprung thue fiir die Werthe
=144 L1 s w. Alle diese Spriinge. deren Menge unendlich
ist. licgen innerhalb der Grenzen =0 und x=1. Die GrofBlen
derselben aber sind in eben der Ordnung. in der wir sic auf-
zithlten. 3. L & +#%..... d. h. sic bilden cine zusammenlaufende
Reihe. Auch ist kein Zweifel. dall diese Funetion innerhalb der
chen genannten Grenzen 0 und 1 fortwihrend wachse. Es ist
daher gezeigt. daB eine Function. die das Gesetz der Stetigkeit
nur fiir gewisse vereinzelt stchende Werthe ihrer Verinderlichen
verletzi. eine unendliche Menge von Spriingen innerhalb gege-
bener Grenzen zu machen vermige. sofern die Griflen dieser
Spriinge selbst dergestallt abnehmen. daB sie sich ordnen lassen
in eine zusammenlaufende Reihe.

2. DaB aber auch nur unter dieser leizteren Bedingung eine
unendliche Menge von Spriingen bey einer Funetion. welche nur
Fines von Beyden., entweder fortwihrend wichst, oder fort-
withrend abnimmt. Platz greifen konne. erhellet daraus. weil.
wenn cine Funetion fortwithrend wiichst oder abnimmt. der
Unterschied F(x 4+ dx) — Fx fiir alle Werthe von x dasselbe
Vorzeichen behilt. sofern wir auch das Vorzeichen von dx
nicht iindern. Nehmen wir also zwey Werthe von x. deren der
Fine ¢ der Grenze a, der andere 8 der Grenze b so nahe tritt.
als man nur immer will: so leuchtet ein, daB der Unterschied
I'8 — Fea seinem absoluien Werthe nach als eine Summe betrachtet
werden konne, welehe nebst mehreren anderen Summanden, alle
dicjenigen Zahlen in sich schlicBt, welche die Grofle der inner-
halb ¢ und B vorkommenden Spriinge darstellen. Da nun dic
Anzahl dieser Spriinge blo dadurch, daB man die Grenzen
e und B den Grenzen a und b immer niher riickt. so schr ver-
mchrt werden kann. als man nur immer will; so ist entschicden.
daB der Unterschied Fg— Fe und somit wenigstens cine der
Zahlen Fp oder Fe unendlich groB} scyn miiBte, wenn dice er-
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withnten Spriinge nicht immer kleiner wiirden, so zwar, dal sic
nach ihrer GroBe geordnetl cine Reihe bilden. die obgleich sice
in das Unendliche gehet. doeh nur einen endlichen Werth hat.

Wenn aber die Bedingung, daB unsere Function nur Eines
von Beyden thue, entweder fortwithrend wackse oder fortwihrend
abnehme. wegfiilli: dann ist auch keine Nothwendigkeit mehr da.
die Bcsch.nffenhmi der Spriinge. w clche sic macht, auf dic be-
sagte Art zu beschrinken.

Denn wenn die Funetion bald wichst, bald abnimmt, bald
auch vielleicht keines von Beyden thut; so haben dic einzelnen
Uinterschiede von der Form F(x + dx) — Fx. aus dencn der Un-
terschied Fp—Fe zusammengesetzt wird, verschiedene Vorzei-
chen: und somit kann ihre Menge sowohl als ihre Grofle seyn.
welche sie immer will, ohne daB Fp—Fea cine gewisse Grenze
zu iiberschreiten braucht.
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